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Глава 1

Пленарные доклады: А.Н. Колмогоров и математика

ХХ столетия

Некоторые проблемы школьного и университетского

матомнтмческого образования

н.м. Тизюмиро«

Введение

Математическое образование должно, по идее, СОС1'ОЯТЬ из трех

компонент: начальной, общей и современной. Но пока оно состо

ит из двух-- начальной (это школа) и общей (это университет}.

Педагогическое образование занимает некоторую промежуточную

ступень.

Программы 'университетов давно не взмевялись, и наука ПОсте

пенно удаляется от высших точек университетского образования.

Студент, поступивший в Московский университет в 1950 году, на

чиная с третьего курса, изучал современную математику: функци

ональный анализ был оформлен как научное направление в начале

3О--х годов, и по третьему этажу старого здания МГУ расхаживали

классики этой науки ~ Колмогоров, Люстерник, Гельфанд и дру

гие. 1() же можно сказать про уравнения с частвымя производвы

МИ. Рождалосьпрограммировавие,и оно сразу входило в образова

ние. С тех пор прошлобольше полувека,наука очень стремительно

движется вперед, а университетскоеобразованиеэволюционирует

гораздо медленнее. Вместе с ним притормаживаети педагогиче

ское математическоеобразование.

В этой статье мы обсудим положение дел с матемвтвческим

образованием--университетским и педагогическим и поговорим о

перспективах их развития.

Математика на протяжении всей истории человечества явля

лась составной частью человеческой культуры, ключом к позна-
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столетия

нию окружающего мира, базой научно-технического прогресса, су

щественным элементом формирования личности. Математическое

образование является неотъемлемой частью гуманитарного обра

зования в широком понимании этого термина.

Математическое образование есть благо, на которое имеет пра

во любой человек, и обязанность общества предоставить каж

дой личноста возможность воспользоваться этим правом. В госу

дарственном устройстве должен осуществляться принцип свободы.

эти общие положения, которые были выдвинуты давно, по

степенас должны, с моей точки зрения, стать общепринятыми в

люБОМЦИВИЛИЗ0ванном обществе. Ими следует руководствоваться

при обсуждении проблем математического образования.

О школьном математическом образовании

Математика есть часть общего образования. Математическое об

разование должно содействовать тому, чтобы каждый школьник

получил важнейшие навыки и знания, необходимые ему в дальней

шей жизни и работе. Оно должно включать' в себя содержатель

ный, эстетический, психологический, мировоззренческий и праг

матический аспекты. Конкретнее это предполагает:

- необходимость для каждого человека, с одной стороны, осво

итъ На6Ъ1.nи Jl.Oгичесnого и алгориm.ми'Ч.есnого м'Ышлеuuя

(научиться анализировать, отличать гипотезу от факта, критико

вать, понимать смысл поставленной задачи, схематизировать, ОТ

четливо выражать свои мысли и Т-П.), С другой'> раевить водбра

:исеuue и иuтуицию (пространственное представление, способ

ность предвидеть результат и предугадать путь решения и т.д.);

- овладение конкретными математическими знанИЯJ\<Ш, необхо

димыми для ориентации в окружающем мире, для подготовки к

будущей профессиональной деятельности (ныне ни одна область

человеческой деятельности не может обходиться без математики) I

для поступления в вуз;

- освоение Э7nи'Ч.есnux npuициnов человечесnого обще

:иситuя (интеллектуальной честности, объективности, стремле

ния к постижению истины; эти принцилы закладываются и други-
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ми предметами, но роль математики в осознании их очень велика

и не может быть заменена ничем другим);

- развитие (и это должно происходить во взаимодействии с

другими образовательными дисциплвввма) эс~mи'ЧеСn020 вос

npuяrnuя мира (постижение красоты интеллектуальных дости

жений, идей и концепций, познание радости творческого труда);

- необходимость тренировок и'Н,rneдд.eжma, столь же важ

ных д...'1Я развития мозга, как физическая культура для физиче

ского здоровья; эти тренировки призваны способствовать выделе

нию интеллектуально высокоразвитого слоя молодежи, столь су

щественного для плодотворного развития общества;

- способствование формированшо мировоззреuия;

- необходимость ориентации человека в информационной и

компьютерной технологиях, что осуществляется во взаимодействии

с курсом информатики.

Гармоническое развитие личности (его контуры были описаны

выше), в достижении которого математическое образование игра

ет выдающуюся роль, позволит нашей стране решить труднейшие

задачи, стоящие перед ней и всем человечеством в нынешнем сто

летии.

Цели школьного математического образования

Математическое образование, как и всякое иное, складывается из

трех основных компонент: обучения, воспитания и развития.

Цель школьного математического образования - способствова

ние формированию гармонически развитой личности (развитию

логических и алгоритмических навыков, воображения и интуи

ции), обучению конкретным математическими знаниям, умениям

и навыкам, необходимым для ориентации в окружающем мире и в

будущей профессиональной деятельности на благо общества, осво

ению смежных дисциплин, продолжению образования), воспита

ние этических и эстетических принципов, способствование форми

рованию мировоззрения (цредставленвй об идеях и методах ма-

тематики и вообще современной науки, о математике как форме

описания и методе познания действительности).
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Принципы школьного математического образования

Одним из важных принципов построения математического обра

зования является разумный консерватизм, предполвгающий взве

шенный учет положительного опыта, накопленного отечественным

математическим образованием, и реалий современного мира.

Руководящей идеей математического образования должна стать

u:н.дuвuдуал:uаацuя оброэовония; реалвзующаяся андввидуаль

ный подход в двух формах: индивидуальный подход к личности на

всем протяжении образования и предоставление возможности вы

бора типа математического образования на заключительном его

этапе.

Последнее предполагает выделение профилирующего цикла.

Общеобразовательная функция математики призвана способ

ствовать гармоническому развитию личности. Социальная значи

мость собственно математического образования обусловлена необ

ходимостью (для плодотворного развития общества) формирова

ния будущего научно-технического, инженерного, медицинского и

гуманитарного потенциала российского общества.

На протяжении всего образовательного процесса необходимо

сочетание обучения с воспитанием личности и его интеллектуаль

ным развитием (которое невозможно без решения задач и проду

мывания доказательств).

Содержание школьного математического образования

В основу содержания математического образования положен прин

ч,un преемстеениоети, базирующнйся на богатейшем отечест

венном опыте математического образования и просвещения. Прин

цип преемственвости должен сочетаться при этом С современными

тенденциями отечественной и зарубежной школы.

Согласно тысячелетней традиции математика в школе делилась

на три части: арифметика (наука о числах), алгебра (учение о пре

образованиях и алгоритмах) и геометрия (наука о фигурах). Сорок

лет назад в школьную математику начал внедряться анализ (на

ука об эволюции детерминированных процессов). Представляется

важным постепенно внедрять в школьную математику комбина

торику (как существенный фрагмент информатики) и теорию ве-
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роятносгей (как науку о законах хаоса). ("Я склонен думать, что

случайность более фундаментальная концепция, чем причинность"

(М. Борн).)

Таким образом, школьное математическое образование долж

но складываться из следующих основных частей: ариф.мети7Са,

алгебра, геометрия, элементы .матne.матnи'ЧеС7СО20 анали

за и э.n.e.мeнты номбинаторивеи; cmamucmu7CU u теории

вероятностей, Первые три компоненты эаполцяют общеобразо

вательный цикл, в специализированном цикле алгебра и геометрия

сочетаются с элементами математического анализа, статистики и

теории вероятностей, комбинаторика является опорой информати

ки.

АРИФМЕТИКА призвана способствовать освоению логики и

алгоритмических навыков, ориентации в окружающем мире, полу

чению конкретных знаний, необходимых в будущей деятельности,

и интеллектуальному развитию.

Програм.ма по арифметике должна содержать поиятие о на

туральвом ряде, об основных арифметических операциях, дробях

и действиях с ними, процентах. Обучение должно предполагать

решение большого числа текстовых задач арифметическими спо

собами, без форсирования перехода к алгебраическим подходам, и

обучение вычислительным навыкам.

Изучение арифметики должно начинатъся с самых первых лет

обучения.

АЛГЕБРА необходима для развития логики и (особенно) ал

горитмических навыков, получения конкретных знавий, необходи

мых в будущей деятельности, и интеллектуального развития.

Программа по алгебре должна содержать овладение алгебра

ическим подходом, буквенными выражениями и работой с ними,

попятиями многочлена и рационального выражения, умения дей

ствовать с ними и вычислять их значения, должно быть освое

но понятие алгоритма. Программа должна подготовить ко введе

нию доказательной и логарифмической функции. Обучение долж

но предполагать решение текстовых задач алгебраическим мето

дом, решение уравнений и неравенств первой и второй степени.



14
Глава 1. Пленарные доклады: А.Н. Колмогоров н математика Х)(

схолеспя

ГЕОМЕТРИЯ -- одна из важнейших компонент математическо

го образования, необходимая для развития воображения и интуи

ции, логического мышления, воспитания этических и эстетических

принципов, интеллектуального развития и получения конкретных

знаний. Соотношение наглядяого и логического в изучении геомет

рии должно соответствовать возрастным возможностям учеников.

Изучение геометрии должно начинаться с самых первых лет

обучения.

Программа по геометрии должна содержать ознакомление с

линиями и фигурами на плоскости и в пространстве, школьни

ки должны узнавать геометрические фигуры н окружающем ми

ре, изображать их и овладеть понятиями измерения (длин, углов,

площадей, объемов).

в основной школе должны изучаться геометрические преобра

эовавия и алгебраические описания геометрических объектов (ко

ординаты и векторы). Должно происходить ознакомление с поня

тием доказательства и началами дедуктивного метода, Программа

должна подготовить ко введению тригонометрических функций.

Обучение должно предполагать решения задач на вычисление, по

строение и доказательство.

Арифметика и алгебра, с одной стороны, и геометрия с другой

- две важнейших структуры, два ствола единого дерева матема

тического образования, каждый из которых ориентирован на свой

тип мышления.

ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА необходимы

для получения конкретных знаний, формирования мировоззрения

и интеллектуального развития.

Программа по анализу должна привить функциовальный под

ход и дать представление об описании процессов (.-шнеЙного, сте

пенного и экспоненциального роста, периодических процессов и

т.п.).

Должны быть достаточно подробно изучены элементарные функ

ции и действия с ними и освоены начала дифференциального ис

числения. В специализированных школах должны быть освоены

начала интегрального исчисления и дано представление о ньюто

вовекой системе мира.
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элемвиты СТАТИСТИКИ И ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

необходимы для получения конкретных знаний и формирования

мировоззрения.

Программа должна содержать начала комбинаторики, элемен

ты теории вероятностей и анализа данных.

Детальная разработка содержания и структуры требует отдель

ного детального рассмотрения и обсуждения.

Вот самая предварительная схема. (Курсивом набраны допол

нительные, пеобязательвые, но желательные вопросы.)

1. Арифметика. Натуральные числа и нуль. Сложение и умно

жение, делимость. Обыкновенные дроби. Целые и рациональные

числа. Десятичные дроби и действия с ними. Представление о цей

ствительной прямой.

Величины (меры ДЛИНЫ, веса, площадей и объемов, времени,

скоростей).

Арифметические задачи. Простейшие алгоритмы.

Элементы теории ЧСД;ЫХ 'ч:uсед. Эяементы теории действи

те.л'ьного числа.

2. Алгебра. Буквенное исчисление. Уравнения и неравенства.

Прямая и обратная пропорциональностъ. Арифметическая и

геометрическая прогреесии. Линейные уравнения, квадратные урав

нения и решения арифметических задач. Многочлены.

Степени с рациональными показателями.

Понятие об олгебраичесхиа: cmpyx:mypax (группах, 'к;аЛ'ь'Цах, nо

лях].

3. Геометрия. Планиметрия и ее основные фигуры (прямые,

треугольники, четырехугольники и окружность). Понятие доказа

тельства. Геометрические алгоритмы (построения циркулем и ли

нейкой). Преобразовавня плоскости (повороты, подобия).

Доказательства древнейших теорем геометрии (Фалеса, Пифа

гора и Евклида): свойств равнобедренного треугольника, суммы

углов треугольника, теоремы Пифагора, СВОЙС7тва углов, опираю

щвхся на хорду}.

Длина и площадь. Арифметическая модель плоскости и векто

ры.
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Фигуры в пространстве (плоскости, сферы, многогранники, ци

линдры и конусы). Объем.

Аpuф.метu'ЧеС7l:а.я модель геометрии. Концепиия геометрии 11

неееклидоеы геометрии"

4. Анализ. Элементарные функции: аффинные, квадратичные,

полиномы, тригонометрические функции, показательные функции

и логарифмы. Теоремы синусов и косинусов. Алгебраические ре

шения геометрических задач. Понятия производной и интеграла.

Математические модепи в естестоовнаниы. Метеметичесхий
ана.л.·u.з 'и вахоны npиpoдъt..

5. Комбинаторика и теория вероятностей.

ЧИСЛ'о сочетаний. Бином Ньютона. Схема Берпулли. Закон

больших чисел.

Математиха u рвалысый мир: детерминивм 'и хаос в природе

и обществе.

Разумеется, в процессе обучения учащайся должен быть озна

комлен с элементами языка математики и математических техни

ческих средств: математическими терминами и символами, мате

матической графикой (изображением функций и фигур), буквами

латинского и греческого алфавита, начальными сведениями из тео

рии множеств (объединение, пересечение); он должен пониматъ,

'1-1'0 такое алгоритм, что есть математическая истина (логическое

следствие из основополагающих истин, принимаемых без доказа

тельства), пониматъ, что такое контрпример; учащайся должен

овладеть элементами техники вычислений (устным счетом, уме

нием пользоваться калькулятором и компьютером).

Учащегося еледует ознакомить с элементами творческого про

цесса, с повиманием того, что достнжевие цели состоит из точного

ее формулирования, осознавания всех средств, которые даны для

выполнения задачи и употребления интеллектуальных усилий, ве

дущих к достижению этой цели. (Хороший пример - построение

циркулем и линейкой, когда, скажем, даются линейка, циркуль и

карандаш (это средства), рисуются три отрезка а, Ь и h и ставит

ся цель построить треугольник со сторонами а и Ь и высотой h,
опущенной на сторону а.)

И, конечно, следует знакомить учащихся с творцами науки и
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историей математики, сопровождая уроки рассказами о том, как

развивались греческая математика, математика и естествознание

Возрождения, как происходило состязание французской и немец

кой школ в XIX веке, как развивалась математика в нашей стране,

какими путями шла она в ХХ веке (а может быть, и пофантазиро-

вать о том, что нас ждет).

Об университетском математическом образовании

Обсудим две основных идеи, касающиеся университетского мате

матического образования: идея многоспцтенчатосппь и тра

nециa.lt'Ь'Н,ости.

Это означает, что образование, по мнению докладчика, долж

но слагаться из нескольких стадий, и окончание каждой из них

должно завершаться присуждением соответствующей степени.

Стадии таковы: баваеоериат, магистратира, yuuвep

ситезпство (пока нет хорошего термина), асnира'Н,тура и (в

порядке исключения) доеторвнтцра; степени: ба:lCa.ltавр, .ма

гистр, yu.uвepcauт (снова нет слова для человека, получившего

диплом об окончании университета), нандидат, дозетор.

Число обучающихся на каждой стадии должно быть подобно

трапедна (трапециальность): широкий прием (с очень облегчен

ными приемными экзаменами), затем существенный конкурсный

отбор (по специальному государственному экзамену) при перехо

де на новую стадию. (Для мехмата возможны переходы 1000--500
250--125).

Должна допускаться возможность того, чтобы, имея некую сте

цень, можно было участвовать в конкурсе на продолжение обра

зования.

О содержании образования

Бакалавриат- двухлетнее обучение тому, чему учат на мехмате

на первых двух курсах (и учат, в общем, неплохо).

Это анализ 1 и 2, алгебра, геометрия и широко понимаемая ин

форматика (логика, дискретная математика, программирование).

По завершении --государственный экзамен (письменный и уст

ный).
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Магистратура -о функциональный анализ (анализ :3), комплекс
ный анализ, уравнения с частными ПрОИЗВОДными, прикладвой

анализ, теория вероятностей и математическая статистика. Срок

обучения полтора года. Для перехода на новую ступень --- госу

дарственный экзамен и предоставление на конкурс творческой ра

боты.

Последняя стадия обучения проходит по отделениям типа: со

временная математика (В сотрудничестве с МИЛИ), математика и

естествоэнание (В сотрудничестве с естественно-научными инсти

тутами РАН), прикладная математика (в сотрудничестве с при

кладными институтами РАН), математическое обраэование.

Педагогическое творчество А.Н. Колмогорова

А. М. Абромов

Цель данного сообщения - привлечь внимание к цроблеме иссле

дования педагогического наследия А.Н. Колмогорова. Ее актуаль

ность определяется двумя главными обстоятельствами.

1) Проблема представляет несомненный и весьма значитель

ный интерес для истории математики и истории отечественного

образования. Значение А.Н. Колмогорова очень кратко и точно

обозначил В.А. Успенский: Колмогоров - явление чрезвычайное. В

полной мере это ОТНОсится и к педагогическому творчеству Андрея

Николаевича. Им создана система подготовки исследователей, на

чинающаяся со школы и завершающаяся подготовкой блестящих

ученых. По числу состоявшихся И получивших пр:изнание крупных

ученых школа непосредственных учеников Колмогорова не имеет

аналогов за исключением школы Н.Н. Лузина, которой принадле

жал он сам. При этом необычайную ценность его педагогическому

наследию придает 'го обстоятельство, что все идеи и разработки

Колмогорова ярки, оригинальны, современны.

Следует учитывать и тот факт, что А.Н. Колмогоров ..- при
энанный лидер реформы школьного математического образования

в СССР, проведеивой в 60--70-е годы. Известно, что эта реформа

вызывала и вызывает противоречивые оцепки и суждения. Но объ-
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ективный взгляд на вещи приводитк следующемувыводу: серьез

[ЮЕ'О анализа замыслаи хода "колмогоровскойреформы" с учетом

всех обстоятельстви фактов не проводилосьи, следовательно,ис

тория этой реформ'Ы еще не написана.

2) Но обозначенная проблема существенно выходит за рамки

чистой истории. Дело в том, что импульсивные попытки перма

нентного реформирования школы, предпринимаемые за последние

пару десятков лет, определенно не принесли успеха. Оказалось, что

вопрос "Какой должна быть математика в российской школе на

чала XXI столетия?" существенно сложнее и глубже, нежели это

представляется многим современным "реформаторам". И в этой

связи задача исследования педагогического творчества Колмого

рова чрезвычайно современна: именно Колмогорову принадлежит

наиболее продуманная и последовательная концепц.ия школьного

математического образования. Разумеется, обстоятельства суще

ственно нзменились с точки зрения как политяко-экономической,

'гак и с содержательной (например, в связи с бурным развитием ин

форматики). Но очень многие педагогические идеи Колмогорова,

существенно опережавшие свое время, не утратили своего значе

ния сегодня.

В педагогическом наследии Колмогорова естественно выделить

три основных цикла: а) математическое образование в высшей

школе; б) подготовка аспирантов и докторантов; в) математиче

ское образование в средней школе (сюда же относятся и работы,

связанные с подготовкой учителя математики). Основной пред

мет данного сообщения - третий из выделенных, так называемый

'/JД;ОЛЪНЫU 'Ц'u1СЛ.

Надо ясно представлять, что серьезное исследование педаго

гического творчества А.Н. Колмогорова потребует усилий мно

гих людей и немалого времени. Объясняется это, во-первых, фан

тастической работоспособностью Андрея Николаевича. Наиболее

полная библиография его публикаций содержится в книге первой

трехтомника [11, К теме образования относятся работы, выделен

ные в разделах "Статьи в энциклопедических изданиях", "Работы

по педагогике", "Выступления А.Н. Колмогорова в открытой пе

чати", а также ряд работ, упомянутых в других разделах библио-



20
Глава 1. Пленарные доклады: А.Н..Колмогоровн математикаХХ

столетия

графии. Общее часло этих публикацийболее ~~OO. Комментарийк

ним приведен в [2]. Но подробного и полного комментированного

издания всех работ А.Н. Колмогорова по проблемам образования

мы не имеем.

Подготовка такого издания - необходимый первый шаг к иссле

дованию педагогического творчества Колмогорова.

Сложность в том, что выделенный выше список далеко не по

лон. Во-первых, он постоянно пополняется: находятся новые пуб

ликации, неизвестные ранее. Во-вторых, не опубликовано множе

ство рукописей, сохранившихся в архиве Колмогорова. В-третьих,

существуют, по-видимому, неизвестные материалы, хранящиеся в

архивах, как государственных, так и личвых. Таким образом, ос

новные задачи -- ко!vrментированное издание, поиск - ДОJIЖны ре

шаться параллельно. Сказанным определяется масштаб работ.

Содержательная сложность заключается в следующем.

А.Н. Колмогоров был удивительно глубоким, цельным и последо

вательным человеком. В основе его школьной деятельности, несо

мненно, лежал некий общий план, суммирующий его взгляды на

математику и ее преподавание. Так, в одной из работ встречается

реплика: "Моя цель - привести основы математики в такое состоя

ние, чтобы их можно было объяснить 14-15-летним детям". Пред

варительный анализ показывает, что в большой мере А.Н. Колмо

горову удалось приблизиться к достижению этой цели. Его рабо

ты охватывают все разделы школьного курса ("АJIгебра", "Начала

анализа", "Геометрия", "Элементы теории вероятностей и статисти

ки"). За 15 лет активной работы в физико-математической школе

интернате при МГУ им были прочитаны разнообразные варианты

этих курсов; изданы учебники алгебры, алгебры и начал анвди

за, геометрии для массовой школы. Постоянный поиск наиболее

четких и простых схем изложения даже самых сложных разде

лов математики - неотъемлемые черты педагогического творче

ства А.Н. Колмогорова.

Однако краткого описания общей концепции Андрей Никола

евич не успел составить. Поэтому остается путь pe'/'O,01tC1n~OЦ'U'U

педагогического творчества Колмогорова, что опять же возмож

но лишь при условии издания всех его работ и тщательного их
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анализа.

Наряду с конкретными материалами, предназначенными непо-

средственно для школьников, большое место в творчестве Колмо-

горова занимали вопросы методологии. К этому циклу следует

отнести многочисленные статьи для Большой Советской энцикло

педии, написанные, по преимуществу, в ЗQ-50-е годы. Существует

несомненная СВЯЗЬ этих статей, популяризирующих математику, с

последующими "школьными" работами. Так, многие идеи, содер

жащиеся в широко известной статье "Математика", нашли отра

жение в школьных учебниках.

Например, большой цикл работ Андрея Николаевича, посвя

щенный непопулярному среди математиков понятию скалярной ве

ЛИЧИНЫ, по существу доводил идеи греческих математиков о ве

личинах до современного варианта изложения (ученый не только

предложил аксиоматику скалярных величин, но и создал теорию

действительного числа на основе этой аксиоматики.)

Аналогично, система аксиом евклидсвой геометрии Колмогоро

па, положенная им в основу школьного курса, несомненно призва

на объединить общие идеи аксиоматического метода, заложенные в

Древней Греции и доведенные до ясности д. Гильбертом, с идеями

Ф. Клейна о роли геометрических преобразований. Другой способ

построения геометрии на основе аксиом соединения реализован им

в неопубликованном курсе, прочитанном в ФМlII. При таком под

ходе школьники знакомятся с популярным изложением аффинной

и проективной геометрии.

Методологическнй ЦИКЛ не ограничивается математикой и ее

историей. Большое место в работах А.Н. Колмогорова занимали

общие соображения о роли образования (не только математическо

го) в СССР, об оптимальной структуре школы, Много спецвальных

заметок и отдельных рассуждений посвящено цроблеме математи

ческих способностей и способов их развития. В этой связи важной

представляется задача авалаза архивов гимназии Е.А. Рецман, в

которой учился Андрей Николаевич, и опытао-поквзательной По

тылихинской школы Наркомпроса, в которой он работал в 1922
1925 гг, Несомненно, что этот опыт сыграл большую роль в фор

мировании А.Н. Колмогорова как математика и педагога.
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Можно также предположить, что систематическая работа в

архиве механика-математического факультета МГУ, профессором

которого А.Н. Колмогоров являлся без малого 60 лет, в архиве

ФМШ при МГУ позволит открыть новые факты из жизнн и твор

чества А.Н. Колмогорова.

Андрей Николаевич Колмогоров -- великий ученый и великий

просветитель России. Подготовка и издание полного собрания его

работ -- достойная Зa,;J.ача для математического и педагогического

сообщества.

Библиографический список

1. Колмогоров. Юбилейное издание в З-х книгах. М.: Физматлит,

2003. Кн. 1. Истина - благо. Биобиблиография ..

2. Абра.л,tО6 А ..•М. О педагогическом наследии х.н, Колмогорова //
Явление чрезвычайное.Книга о Колмогорове.М., 1999. С. 99
147.

Рождение советской математической школы 1

с. С. Де.АИ1.дО6

1. Вместо методологическоговведения

Говоря о математическойшколе, я не буду здесь вдаваться в ме

тодологическиетопкости, отсылая интересующегосяэтими вопро

сами читателя к специальной литературе, например, к материа

лам специального выпуска "Историко-математическихисследова

ний" [1], составленного из материалов симпозиума о математиче

ских школах XIX-XX веков, проходившего в августе 1993 года в

рамках XIX Международного конгресса по истории науки в Сара

госе (Испания), в частности, к опубликованному в нем моему до

кладу [2]. Под математической школой я буду ПОН1П1ать "историче

ски сложившееся сообщество математиков, отмеченное признака

ми живого организма, ориентированное на открытие нового мате-

1Работа выполнена при финансовой подцержке РФФИ (проект Х" 05-06
80279а) и РГНФ (проект Х, 05-03-03375а).
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магического знания и, одновременно, осуществляющее професси

овальную подготовку молодых ученых, приобщая их к разработке

вопросов, исследуемых в сообществе" [2. С. 9]. В истории матема

тики можно выделить научные шкоды различных типов и уровней,

составляющих определенную иерархию (см. [2]). Советская мате

матическая школа (равно как, скажем, французская или амери

канская математические школы ХХ столетия) -- одна из ведущих

математических школ ХХ века. Это достаточно сложное образова

ние, в свою очередь состоящее из различных школ и направлений,

выросших из единого корня И объединенных общей историей. Воз

викшая в ходе единого процесса развития общность проявляется в

ряде специфических черт, позволяющих говорить о ней как о спе

циальном феномене. Советская мвтематическая школа появилась

на свет в ЗQ-е годы и громко заявила о себе во второй половине

ХХ века [3, 4]. Как возникла эта школа? Какую роль в этом про

цессе сыграли ввутриматематическне факторы, в частности, сама

логика развития предмета? В какой мере и каким образом воздей

ствовали на этот процесс (или даже, может быть, определяла")

факторы социальной истории? Попробуем если и не ответить на

эти вопросы, так по крайней мере наметить пути, на которых та

кие ответы могут быть получены.

2. Математика в России к началу 20-х годов

К началу Первой мировой войны математическая жизнь в стране

была на большом подъеме. В Петрограде (так с началом воен

ных действий стал именоваться Санкт-Петербург) действовала од

на из лучших математических школ того времени - школа, ос

нованная II.Л. Чебышевым (1821-1894). Ее результаты по теории

вероятностей (А.А. Марков, А.М. Ляпунов), теории устойчивости

(А.М. Ляпунов), конструктивной теории функций (А.А. Марков),

теории чисел (И.И. Иванов, Я.В. Успенский), математическойфи

зике (В.А. Стеклов, Н.М. Гюнтер), теории специальныхфункций и

функций комплексногопеременного (Н.Я. Сонин, Ю.В. Сохоцкий)

относятся к числу наиболее важных достаженнй эпохи. Подрас

тало молодое поколение математиков (Н.М. Крылов, В.И. Смир

нов, Я.Д. Тамаркин, А.А. Фридман, А.С. Безикович, И.М. Ви

яоградов), которым предстояло блестящее будущее. Москва уже
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громко заявила о себе первоклассными результатами по модной

тогда теории функций действительного перемениого (Д.Ф. Его

ров, Н.Н. Лузин и первое поколение их учеников -- Д.Е. Мень

шов, М'я. Суслин, А.Я. Хинчин, П.С. Александров). Одновремен

но продолжали успешно развиваться направления, традиционные

для первопрестольпой, -- прикладвая математика (Н.К Жуков

ский, С.А. Чаплыгин) и дифференциальная геометрия (Б.К Млод

зеевский, Д.Ф. Егоров).

Чрезвычайно оживленной была математическая жизнь в про

винции. В Харькове работала основанная В.А. Стекловым шко

ла математической физики, расцветал талант С.Н. Бернштейна.

В Киеве делала первые шаги школа Д.А. Граве (Б.Н. Делоне,

0.10. Шмидт, А.М. Островский, Н.Г. Чеботарев). Успешно раз

вивались заложенныееще Н.И. Лобачевскимгеометрическиетра

дицви в Казани (АЛ. Котельников,Д.Н. Зейлигер). Заметные в

Европематематическиецентрыдействовалив Варшаве(Д.Д. Мор

духай-Волтовской, В.И. Романовский) и Дерпте (Г.В. Колосов,

В.Г. Алексеев, Л.С. Лейбензон). Активно разрабатывались но

вые математические направления в Одессе (С.О.ШатуновскиЙ,

В.Ф. Каган). НачалосьзавоеваниематематикамиСибири: матема

тическийцентрвозникв далекомТомске (Ф.Э. Молив, В.Л. Некра

сов).

Разумеется, такое оживление научной жизни требовало и но

вых форм ее организации.К основанномуеще в 1864 году Москов

скому математическому обществу добавились Харьковское (1879),
Казанское (1880), Петербургское (1890). Общества эти регулярно
проводили заседания, вели издательскую деятельность (например,

Московское математическое общество выпускало старейший рус

ский математический журнал "Математический сборник", широ

кую известность в мире приобрели "Сообщения Харьковского ма

тематического общества").

Большую роль в становлении российского математического со

общества сыграли всероссийские съезды естествоиспытателей и

врачей, первый из которых прошел в 1868 году в Петербурге. Все

го их состоялось 13: в обеих столицах, в Киеве, Казани, Варшаве,

Одессе. Последний 13-й прошел в 1913 г. в Тифлисе. На каждом



,i{емидов С. С. Рождение советской математической школы 25

из этих съездов работала математическая секция [5], собиравшая
большое количество участников, среди которых были и ведущие

ученые, академики и профессора университетов (активное участие

в них прнннмали П.Л. Чебышев, Н.В. Бугаев, С.В. Коввлевская),

и учителя гимназий. Они-то и составляли большинство участив

КОВ секции. Наряду с научными докладвив и сообщениями на сек

ции звучали доклады и велись жаркие дискуссии о преподавании

математики в средней школе. Вопросы средней школы всегда жи

во интересовали российское математическое сообщество, включая

его элиту. Особенно остро они встали на пороге ХХ века. Стала

ощущаться потребность в организации специальных съездов пре

подавателей математики. Первый такой съезд состоялся в Петер

бурге на стыке 1911 и 1912 годов, второй в Москве на стыке 1913
и 1914 годов. Съезды эти были многочисленны: в первом участ

вовало 1217, во втором 1200 человек. Среди них и ведущие уче

ные (К.А. Поссе, В.В. Бобынин, А.В. Васильев, Б.К Млодзеев

ский, П.А. Некрасов, С.О. Шатуновский, Д.М. Синцов, В.Ф. Ка

ган, н.н. Салтыков, Д.Д. Мордухай-Волтовской, С.Н. Бернштейн),

и известные педагоги (АЛ. Киселев, С.И. Шохор-Троцкий). Од

ним из основных вопросов этих съездов стала реформа среднего

математического образования, живо обсуждавшаяся тогда в ма

тематическом мире. для разработки ее принципов в 1908 году на

Междувародном математическом конгрессе в Риме была создана

Международная комиссия по преподаванию математики. Россий

ские математики приняли деятельное участие в ее работе.

Вообще российские математики активно включились в раз

вернувшесся на рубеже двух веков строительство международно

го математического сообщества. На международных математиче

ских конгрессах мы видим представательные российские делега

ции (среди ввце-президентов Первого международного конгресса

математиков, собравшегося в 1897 г. в Цюрихе, - Н.В. Бугаев), рус

ские ученые принимали участие во всех крупных международных

проектах того времени.

В самой России основные направления деятельности матема

тического сообщества определялась двумя ведущими математиче

скими центрами страны, двумя столицами - Санкт-Петербургом
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с его Императорской Академвей наук и Москвой с ее Математи

ческим обществом. Другие математические центры исторически

возникли как их ответвления (исключение составляла разве толь

ко Казань) и находились под их большим влиянием. Петербург

ское же и московское математические сообщества находились в со

стоянии устойчивой конфронтации, особенно обосгрившейся после

смерти П.Л. Чебышева. Разница в идеологических настроениях,

царивших в обоих сообществах (приверженностъ православию и

монархии, склонаость к идеалистической философии и к философ

ствованию вообще, приведшие в итоге к образованию Московской

философско-математической школы, с одной стороны, и антирели

гиозность, позитивизм, антимонархизм и прозападная ориентация,

с другой), связанные с ней различия во взгляда..х на математи

ку и на приоритеты в ней привели к значительному отчуждению

представителей обеих школ, зачастую перераставшему в открытые

столкновения (по поводу результатов В.Г. Имшенецкого о дробно

рациональных интегралах линейных двфференциапъных уравне

ний в 80-х-нача.пе 90--х годах, в связи с результатами С.В. Ковалев

ской по задаче о движении тела вокруг одной неподвижной точки,

между П.А. Некрасовым и А.А. Марковым по вопросам теории

вероятностей). Конфронтация между математиками двух столиц

породила напряжение, которое во многом определяло климат в

российском математическом сообществе.

К 1917 году российская математика была готова к решитель

ному рывку вперед.

Рывок этот обеспечива.пся значительными достижеаиями в 06
ласти теории вероятностей (А.А. Марков, А.М. Ляпунов, С.Н. Берн

штейн), математической физики (В.А. Стеклов. Н.М. Гюнтер),

теории дифференциальных уравнений обыкновенных (А.М. Ляпу

нов) и с частными производдыми (Н.М. Гюнтер, С.Н. Бернштейн),

конструктивной теории функций (А.А. Марков, С.Н. Бернштейн),

теории чисел (А.А. Марков, Я.В. Успенский), наконец, теории

функций действительного переменаого (Д.Ф. Егоров, Н.Н. Лузин,

Д.Е. Меньшов, м.я. Суслян, А.Я. Хинчин, П.С. Александров).

Для его осуществления в стране были замечательные научные

ШКОЛЫ и талантливая молодежь. Особенная творческая атмосфе-
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ра сложилась в Москве, где вокруг Д.Ф. Егорова И Н.Н. Лузипа

образовалась быстро развивавшаяся школа - ле['ендарная Лузи

тания (об этом см., например, [61). Однако н процесс этот грубо

вмешалась история - в стране началась революция, переросшая в

гражданскую войну. Эти события перевернули жизнь общества и

нарушили нормальный ход научных исследований.

3. Математика и революция

Прекращение нормального функционирования институтов власти,

бедственная ситуация с продовольствием и топливом поставили

университетскую профессуру на грань выживания. Старые и боль

ные быстро сошли в могилу. В 1918 году покончил жизнь са

моубийством А.М. Ляпунов. В 1921 не стало Н.Е. Жуковского.

Для более молодых и энергичных наступило время поиска хлеба

насущного. Особенно тяжелая ситуация сложилась в обеих сто

лицах. Н.Н. Лузин с учениками (Д.Е. Меньшовым, м.я. Сусли

ным, А.Я. Хвнчиаым) перебрались в Иваново-Вознесенск, где в

1918 г. был организован Политехнический институт, петроградцы

(Я.Д. Тамаркин, А.А. Фридман, А.С. Безикович, И.М. Виногра

дов) спасались в Перми, где в 1916 году был открыт филиал Петер

бургского университета, ставший в 1917 независимым университе

том. Сложная си-гуация сложилась на Украипо. Однак«, пссмотря

на все трудности, математическая жизнь в стране продолжалась

- столь силен был импульс, данный математическим исследова

ниям в стране предшествующим ходом их развития. А.Я. Хинчин

впоследствии писал [71: "Может быть , в эти исрныс тяжслые годы

революции математика, по чисто внешним причинам, оказалась

поставленной в несколько особые условия, позволившие ей разви

ваться интенсивнее других точных наук: математику нс нужно ни

лабораторий, ни реактивов; бумага, карандаш и творческие силы 
вот предпосылки его научной работы; а если к этому присоединить

возможность пользоваться более или менее солидной библиотекой

и некоторую долю научного энтузиазма (а это есть почти у каж

дого математика), то никакая разруха не может остановить его

творческой работы. Недостаток текущей литературы в известной

степени возмещался неустанным научным общением, которое в эти

годы удалось организовать и поддерживать".
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4. Восстановление нормального хода научной .жиэни в

Москве

В 1921 году гражданская война закончнлась, и начала постепенно

валаживатъся мирная жизнь. Д.Ф. Егоров все время оставался в

Москве, не давая угаснуть проявлениям математической жизни. В

1920 году в город вернулся Н.Н. Лузин, и возобновились заседа

ния его семинара, в которых вместе с преподавателями В.В. Сте

пановым, П.С. Александровым и П.С. Урысоном принимали уча

стие студенты Н.К. Вари, В.И. Гливенко, Л.Г. Швирельман, за

тем к ним присоединился А.Н. Колмогоров, в конце 1921 года 
:'vf.A. Лаврентьев, в 1922 - Л.В. Келдыш, КА. Леонтович, П.С. Но

виков и Г.А. Селиверстов. Вернулись в Москву и включились В

работу "старики" - И.И. Привалов, Д.К Меньшов и А.Я. Хинчин.

Уже в начале 20-х годов в школе Егорова-Лузина отчетливо

проявилась тенденция к расширению тематики исследований. От

правной точкой для работы в новых направлениях стали собствен

ные разработки школы в области метрической теории функций,

которая оказывала определяющее влияние и на используемые в

новых областях методы.

Еще в годы революции сам Н.Н. Лузин и его ученики (И.И. При

валов, В.В. Голубев, Д.Е. Меньшов, А.Я. Хинчнн) начали иссле

дования в области теории функций комплексного переменвого; в

1925 году к ним присоединился М.А. Лаврентьев, в свою очередь

воспитавший такого ученика, как М.В. Келдыш.

П.С. Урысон и П.С. Александров приступили к исследованиям,

заложившим основы советской топологической школы. В 1925 году

под руководством П.С. Александрова начал работать топологиче

ский семинар, из которого вышли такие знаменитые впоследствии

математики, как А.Н. Тихонов и Л.С. Понтрягин.

В 1923 году А.Я. Хинчин получил первые важные результа

ты по теории вероятностей. В конце 20-х-начале 30-х годов этими

вопросами начал заниматься крупнейший русский математик ХХ

века А.Н. Колмогоров, в 1933 году предложивший свою знамени

тую аксиоматику теории - так начиналась знаменитая Московская

школа теории вероятностей.

В те же годы А.Я. Хинчин приступил К исследованиям в обла-
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сти теории чисел. В 1925/26 учебном году он организовалсеюшар

по теории чисел, в которомучаствовалимолодыетогда Л,О. Гель

фонд и Л.Г. Швнрельман.

В конце 20--х--начале30-х годов Л.А. Люстервик,ЛТIlIнире.,lЬ

ман, эмигрировавшийиз Германии А.И. Плеснер и А.Н. Колмого

ров заложилиосповы советскойшколы функциональногоанализа,

из которой вышел один из крупнейшихсовременныхматематиков

И.М. Гельфанд.

В.В. Степановвел работу в областитеориидифференциальных

уравнений.В конце 20-х к нему присоединилисьмолодые И.Г. Пет

ровский и В.В. Немьщкий.

Д.Ф. Егоров и В.А. Костицын вели работу в области теории

интегральныхуравнений. Позднее к ним присоединилсяИТ. Пет

ровский.

И.И. Жегалкин,А.Н. Колмогорови впоследствииП.С. Новиков

занимались проблемамиматематическойлогики.

Если к этому добавить и такие традиционныедля Москвы об

ласти исследований,как дифференциальнаягеометрия (Д.Ф. Его

ров, С.П. Фиников), обогащеннаятрудами приехавшего из Одес

сы В.Ф. Кагана, прикладнаяматематика(С.А. Чаплыгин) и заве

зенная из Киева учеником Д.А. Граве О.Ю. Шмидтом новая ал

гебра, к занятиям которой позднее присоединилисьА.Г. Курош и

А.И. Мальцев,а также исследованияприехавшегоиз Киева извест

ного специалистав областитеории вероятностейи математической

статистикиЕ.Е. Слуцкого; и учесть звачимостъполученныхмоск

вичами в этих направленияхрезультатов, то можно сказать, что

Москва к началу 30-х годов превратилась в один из ведущих в

мире математическихцентров.

На математиков Москвы, которая с 1918 года стала столи

цей Советского государства, легла ответственность за возрожде

ние полнокровного математического сообщества во всей стране.

Центрами математической деятельности в Москве выступали то

гда Московский университет с образованным при нем в 1922 году

Научно-исследовательским институтом математики и механики и

Московское математическое общество. Для москвичей это не бы

ло чем-то абсолютно новым: роль организатора российского ма-
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тематического сообщества Москва взяла отчасти на себя еще в

дореволюционное время, став своего рода противовесом сановно

му Санкт-Петербургу с его снобистской Императорской академи

ей наук. Москвичи, возглавляемые Д.Ф. Егоровым (он был тогда

директором указанного Института и президентом Московского ма

тематического общества), приступили к исполнению этой роли. В

1924 году они возобновили издание "Математического сборника"

теперь уже как общесоюзного математического журнала 18], на

чали работу по подготовке издания Полного собрания сочинений

Н.И. Лобачевского, наконец, подготовили и в 1927 году провели

Всероссийский математический съезд, который прошел чрезвы

чайно успешно и ознаменовал возрождение регулярной деятель

ности математического сообщества в масштабах всей страны -- на
нем было принято решение о проведении в 1930 году Первого все

союзного съезда математиков в Харькове и создан оргкомитет для

его подготовки.

5. Восстановление нормального хода научной жизни в Ле

нинграде и в других научных центрах СССР

Понемногу стабилизировалась ситуация и в Левинграде, хотя по

началу она оказалась значительно более сложной, чем в Москве.

Перенос столицы в Москву резко изменил статус местного мате

матического сообщества. Положение же Академии наук в государ

стве некоторое время было неопределенным (высказывались даже

предложения о ее закрытии как учреждения, связанного со сверг

нутой монархией). Ряд математиков (Я.В. Успенский, Я.Д. Та

маркин, Я.А. Шохат, А.С. Безикович) эмигрировал на Запад.

Однако к середине 20-х годов положение Академии и ситуация

в ленинградском математическом сообществе начали меняться к

лучшему. Существенную роль стал играть созданный в рамках

Академии в 1921 году под руководством В.А. Стеклова Физико

математический институт, из которого позднее выделился Мате

матический институт им. В.А. Стеклова. Этот институт и универ

ситет были учреждениями, вокруг которых формировалось ленин

градское математическое сообщество. Наиболее важными направ

лениями исследований ленивградскнх математиков стали матема-
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тическая физика (В.А. Стеклов. Н.М. Гюнтер, В.И. Смирнов), тео

рия дифференциальных уравнений обыкновенных (А.Н. Крылов,

В.И. Смирнов, И.А. Лаппо-Данилевский) и с частными производ

ными (В.А. Стеклов. Н.М. Гюнтер), теория чисел (И.И. Иванов,

ь.н. Делоне, И.М. Виноградов, Р.О. Кузьмин, Б.А. Венков).

Подъем математических исследований в 20-е годы мы наблю

даем и на Украине - в Киеве, Харькове и Одессе. Существен

ную роль здесь играла созданная в 1918 году Всеукраинская ака

ДБШЯ наук в Киеве. Выдающиеся работы по теории дифферен

циальных уравнений, конструктивной теории функций и теории

вероятностей продолжал публиковать С.Н. Бернштейн. Успеш

но работали ученики Д.А. Граве (М.Ф. Кравчук, Н.И. Ахиезер,

М.Г. Крейв). Делала свои первые шаги школа по нелинейным ко

лебаниям Н.М. Крылова-R.Н. Боголюбова. Продолжал свои гео

метрические исследования Д.М. Синцов.

Из других математических центров страны назовем Казань, где

успешно развивались исследования по геометрии и куда в 1928 го

ду переехал из Одессы выдающийся алгебраист Н.Г. Чеботарев.

Новым пунктом на математической карте страны стал Тифлис

(Г.Н. Николадзе, А.М. Размадзе, Н.И. Мусхелишвили), где в 1918
году был открыт университет.

Этот общий подъем математических исследований в СССР стал

следствием целого ряда факторов как внутринаучных (важнейший

из которых - высокий уровень развития математики, достигну

тый в стране в начале ХХ века), так и социальных. Новая власть,

идеологией которой стал марксизм, высоко ставила науку и образо

вание, понимаемых. правда, в специфическом марксистском духе.

При этом и наука, и образование должны были быть перестроены

на марксистском фундаменте. К тому же новое государство, ока

завшееся во враждебном окружении (мировая революция, которую

вначале ожидали в ближайшее время, отодвигалась в неопреде

ленное будущее), должно было заботиться о своей обороне. Сле

довательно, большое значение приобретали научные разработки,

обеспечивавшие технический прогресс, в их числе математические.

Поэтому после первых лет, потраченных на ведение гражданской

войны и борьбу с интервенцией, советская власть начала выстра-
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иватъ свою политику в области науки и образования. Снятие со-

словных и национальных барьеров привело к притоку в высшую

школу и затем в науку молодежи, прежде всего молодежи еврей

ской, которой при старом режиме доступ туда был максимально

затруднен.

Однако это было одной стороной медали. Другой стала новая

советская практика, основывающаяся на классовом подходе как в

оценке текущих событий, так и выстраивании политики в области

народного образования и науки. В высшую школу не должны были

допускаться выходцы из эксплуататорских классов. От ученых 11

преподавателей вузов требовалась перестройка всей деятельности

на базе марксистского учения, отсюда практика чисток в вузах

и оголтелые кампании против ученых и педагогов, объявленных

буржуазными или монархическвми. Примерами таких кампаний в

математике могут служить борьба на "Ленинrpадском математи

ческом фронте" [9], преследоввние "егоровщивы" [10J, "дело акаде

мика'Н.Н. Лузина" [11}.

6. Рождение советской математической школы

Процесс дальнейшего развития математических исследований в

стране мог пойти далее разными путями. Тот путь, которым ему

суждено было последовать, был определен внешними обстоятель

ствами - планами И.В. Сталина строительства советской науки.

Согласно им, головной ее организацией ("штабом советской нау

ки") должна была стать Академия наук СССР. Это положение

закреплялось ее новым уставом, привятым в 1927 году. Основ

ной задачей Академия провозглашалась задача социалистическо

го строительства. В состав реформируемой Аквдемии включался

ряд членов партии. Один из них, избранный в 1929 году "старый

большевик" Г.М. Кржижановский, стал ее вице-преэидентом. Ему

и было вменено в обязанвостъ надзирать за Академией. Разумеет

ся, "штаб советской науки" должен был находиться у вождя "под

рукой", поэтому в 1934 году президиум Академии был переведев в

Москву. Следом перевели и ряд ведущих институтов. Среди них -
Математический институт им. В.А. Стеклова. В Москву перееха

ли С.Н. Бернштейн, Б.Н. Делоне, И.М. Виноградов, Н.Е. Кочин,
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С.Л. Соболев.

В результате две ведущие национальные школы ~ Московская и

ПетерБУРI'Ская-Ленинградская --оказались в одном городе. Волею

вождя находившиеся в конфронтации школы были вывуждены

жить вместе. Итог такого "общежития" оказался чрезвычайно пло

дотворным. Произошел синтез двух, хотя и имевших общие источ

НИКИ, но в то же время идеологически различных школ. Произо-

шел синтез традиции петербургской школы математической фи

зики (С.Л. Соболев) и московской, восходящей к К.М. Петерсо

ну традиции исследований в области теории дифференциальных

уравнений с частными провзводвымя (И.Г. Петровский), москов

ского (А.Н. Колмогоров, А.И. Плеснер) и ленинградского (С.Л. Со

болев) направлений в функциональном анализе, чебышевекой ли

нии развития теории вероятностей, наследником которой выступал

С.Н. Бернштейн, с московской, выросшей в недрах метрической

теории функций (А.Я. Хинчин, А.Н. Колмогоров), встретились две

ЛИНИИ развития теории чисел· чебышевская (И.М. Виноградов) и

новая московская (А.Я. Хинчин, А.О. Гелъфонд, Л.Г. Швирель

ман) , две линии развития алгебраических исследований, восходя

щих к киевской школе Д.А. Граве ~ московская (О.Ю. Шмидт,

А'г. Курош) и ленинградская (Б.Н. Делоне). Возник мощнейший

исследовательский потенциал, объединенный вокруг Математиче

ского института им. В.А. Стеклова, механако-математического фа

культета МГУ и Московского математического общества.

Так в середине 30-х годов родилась советская математическая

школа ~ одна из наиболее влиятельных в ХХ веке.

7. Заключение
Советской математической школе предстояла еще долгая и непро

стая жизнь. В конце 30-х годов начал опускаться железный за

навес, и на протюкении многих лет ее развитие проходило в от

носительной изоляции. Но ее внутренний потенциал оказался на

столько велик, что она и в этой ситуации продолжала успешно

развиваться. Из тяжелых лет войны, принесших стране, а, следова

тельно, и ее науке неисчислимые потери, она вышла, чрезвычайно

расширив географию - новые математические центры появились
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на востоке Европейской части страны, в Сибири, Средней Азии и

в Закавказье. Подлинным ее триумфом стал Международвый маг

тематический конгресс 1966 году, прошедший в Москве и ставший

самым представятельным за весь ХХ век. На этом конгрессе со

ветская математическая школа продемонстрировала как широту

тематического охвата поля математических исследований, так и

силу и глубину своих результатов.
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о стандарте математического образования в школе

ИМ. А.Н. Колмогорова

В.в. Всеилов

в школу им. А.Н. Колмогорова специализированного учебно-науч

ного центра Московского государственного университета

им. l\tl.B. Ломоносова поступают на конкурсной основе старше

классники из различных регионов страны, которые уже проявили

интерес к изучению одной из наших профильных дисциплин - К

математике, информатике, физике, химии, биологии. За более чем

сорокалетний период работы школы в ней сложились собственные

концепции и традиции при постановке основных профилирующих

курсов и организации внеклассной работы.

Само понятие стандарта обучения может базироваться только

на тех целях и задачах, которые школа сама ставит перед собой

и которые, в свою очередь, диктуются всем развитием социально

экономической системы в стране и лучшими схемами и традици

ями в преподавании, сложившимвся во всей системе математиче

ского образования в средней и высшей школе. Нужно иметь также

в виду, что школа является университетским структурным подраз

делением и подавляющее большинство преподавателей школьных

профильных дисциплин являются, по основному месту работы, со

трудниками соответствующих факультетов. Кроме того, большин

ство выпускников школы становятся студентами университета, в

стенах которого они в качестве своих научных руководителей вы

бирают зачастую и своих бывших школьных преподавателей.

Основные цели н преподавании математики в нашей школе на

правлены, в первую очередь, на развитие интеллехта и 'На подго

mов'К:у У"Ш'Щ'UХС.я 'к: обу'ч,е'Н'uю в вузе. С этими положениями общего

порядка трудно не согласиться, и они практически ни у кого не вы-
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зывают возражений. Критике иногда подвергается вторая из этих

целей, но и то только потому, что ее иногда понимают слишком

узко .~ как подготовку к вступительным экзаменам в вузы. В пер

вые годы работы школы акцент был смещен в сторону первого из

этих положений, и в наших публикациях о школе мы это неод

нократно подчеркивала -- школа не является подготовительными

курсами для поступающих в вузы (см. [11; в этой брошюре в каче

стве приложения помещены выдержки из положения о школе, на

основании которого мы и проработали вплоть ДО 1986 года). Для

соответствующей возможности постановки и организации всех ма

тематических курсов были все предпосылки, главной из которых

было ТО, что вся система школьного математического образования

в стране довольно эффективно работала, и нам удавалось набрать

в школу (через олимпиады и летнюю школу для наших абитури

ентов) действительно увлеченных и хорошо подготовленных де

тей. Сейчас ситуация в стране в деле образования молодежи явно

изменилась, причем к худшему, и не без специальных усилий на

ших "правителей" самого различного уровня. Ныне продвигаемая

и здравствующая государственная доктрина в образовании (как

бы это ни камуфлировалось) - подготовка людей -- ремесленников
("homo faberov") - нацелена mолысо на репродуктивный процесс

обучения со всеми вытекающими отсюда последствиями: умень

шение учебных часов, "разгрузка программ", система ЕГЭ, немыс

лимый для думающих людей предлагаемый и обсуждаемый стан

дарт школьного математического образования. Кроме того, все это

сильно замешено на так называемых "рыночных отношениях", на

идее платного обучения, и не только в частных школах. Целью

статьи не является обсуждение всех этих скорбных дел, да и мы

не генеральная прокуратура, которой давно пора самой обнародо

вать попытки многих желающих создать ''РАО Образование". Но

нам теперь приходится и принимать к себе учеников по другим эк

заменацвоввым схемам, и увеличивать долю учебных дел, направ

ленных на ликвидацию у учащихся черт формального образования

(имеются в виду итоги однобокого использования дидактической

триады "звания, умения, навыки" без рассмотрения и получения

ответов на вопросы "Почему?") и расширять рамки целевой подго-
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товки К вступительным экзаменам в вузы.

Наш стандарт математического образования в школе зависит,

конечно, от содержания курсов, которых у нас три (по три часа

в неделю): геометрия, алгебра, математический анализ. Но важ

но иметь в виду, что само содержание наших учебных программ

далеко не является копией общепринятых программ профильной

школы. И они, в первую очередь, ориентированы на воспитание

тех ценных качеств личности, для которых изучение математики

является одним из наилучших призванных полигонов. Одним из

важнейших таких качеств нашего учащегося и будущего студента

является умение ставить и решать задачи. Обучение nостmtов,/ш.м,

и решениям задач является важной составной частью всех наших

математическвх (и других) курсов. Можно сказать и более прямо

линейно: постановка и решение задач - цель и средство обучения

математике в нашей школе. Уместно здесь привести высказывание

известного математика П. Халмоша: "Задачи _. сердце математики,

и мы должны подчеркивать все более и более в классе, на семи

нарах, в книгах и статьях, которые мы пишем, чтобы наши уче

ники стали лучшими постановщиками и решателями задач, чем

мы сами". Решение задач, как отмечалось многими крупнейшими

учеными и педагогами, - та столбовая дорога в математику, шире

которой нет, и, видимо, другого способа ПрИБИТЬ интерес к мате

матике и полюбить эту мудрую науку не существует. Все наши

Ш'll:ОЛЪ'ltU'll:U (за о-че'ltъ редки..M ·uc'/cJl:/(J"'te'lt·ue....t) будут 'uсnолъзоватъ

Аште.м,атU7>:!J u ее методы в своей будущей профессии U..fI,U вообще

стаиут профессиональными .математU1са.м,u-uсследоватсля.м,u. В

частности, именно поэтому мы здесь ГОБОрим не только о решении

задач, но и о постановках задач в ходе семинарских занятий по

инициативе преподавателей, и, что более важно, - по инициативе

самих школьников. Вся Ш'/СОЛЪ'ltая :J/C'uзнъ nроnитана решенияма

заде« и их обсуждениями: обычные занятия, самостоятельные и

контрольные работы, коллоквиумы, зачеты и экзамены, олимпиа

ды и конкурсы решения задач, кружки, собственные исследования

школьников и т.д,

Под стандартом, .м.ате.мат'uчеС1Сого обраэования .м,'Ы nони.м,аем

тот список зада-ч, который должны у.м.етъ реииипъ Ш1Солъ'ltu'll:U.
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Здесь хотелось бы написать - все у'tащuес.я. lLI,'К;О.Л;Ы, но этого

реально достичь невозможно. Во-первых, у нас много сцецвалнза

ций: физико-математическая, КОМDьютерно-информационная, хи

мическая, биологическая. Во-вторых, имеется два одиннадцатых

класса с одногодичным периодом обучения. В-третьих, как след

ствие первых двух причин, таких единых списков задач просто нет,

Поэтому ниже, в этой статье речь идет о физико-математических

классах двухгодичного потока, где я многие годы работаю. Нужно

сказать, что эти списки задач не есть что-то фиксированное раз и

навсегда - они могут отличаться даже в параллельных классах. Их

насыщение зависит от многих обстоятельств: и от уровня подготов

ки ученика, и от уровня подготовки учителя, и от многого друго

го. Основная "звдачная нагрузка" школьника состоит из решения

задач в классе и из выполнения домашних заданий. Задачвый ма

териал подбирается и разрабатывается под руководством ведущих

преподавателей, дозируется, и именно на этой основе формируют

ся календарные планы обучения. Важное место отводится органа

зации контроля над ходом учебного процесса. Лектор, совместно

с другими преподавателями, разрабатывает mе.М.аmu'Ч.еС1\.uе сnисх;и

задач (иногда крупные, чаще - не очень), часть из которых изу

чается на уроках, часть >- в ходе самостоятельнойработы (такой

системы придерживаютсяи некоторые другие специализирован

ные школы; см., например, [5, 61). Дальше схема раздваивается:

либо контроль за выполнением заданий происходит, в основном,

на занятиях, либо, в основном, на специальвых коллоквиумах. В

своих классах я отдаю предпочтение коллоквиумам, не исключая,

конечно, и традиционной формы работы в классе. Все учащиеся

без исключения должны сдать тот или иной 'тематический список

задач преподавателю на соответствующем коллоквиуме (на заня

тиях, на зачете), предъявив тетрадь с полными записями реше

ний задач и доказательствами теорем. При этом неукоснительным

требованием является система оформления: четкие чертежи (вы

полненные циркулем и линейкой с примененаем различных цве

тов), полнота аргументации в решениях задач, ясные ссылки на

теоремы и ранее решенные задачи. Если есть возможность прово

дить такие коллоквиумы после уроков, то мы проводим их там,
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а если такой возможности нет, то они проводятся во время обя

зательных часов. Эта система довольно эффективна, так как на

коллоквиум требуется, во-первых, принести тетрадь с тщательно

оформленными записями (что само по себе уже важно и дисци

пливирует учащихся), не тратится время на подробный разбор до

машних заданий в классе (при такой схеме -. обычных поурочных

домашних заданий или вообще нет, или их немного), школьники

привыкают к праввльному оформлению решений и к полноте необ

ходимой аргументации ~ "писанию и чистописанию", да и индиви

дуальная устная беседа с учителем по решенным инерешенным

задачам приносит неоценимую помощь обучающемуся. Еще один

важный плюс при такой схеме контроля состоит в том, что нет

особой нужды "в текущем опросе учащихся с выставлением оцен

ки", что сильно экономит драгоценное время на текущих уроках.

Бытующее мнение (но не у нас в школе) о том, что для сдачи

коллоквиума школьники занимаются сцисываввем решений задач

друг у друга, не выдерживает серьезной критики, да мы и не пре

шr:rствуем взаимным консультациям учащихея; опытный учитель

всегда легко оценит качество изученного материала и практически

всегда определит реальные источники написанных решений задач.

Отметим, что ничего страшного нет в том, что на коллоквиуме

предъявлены решения не всех задач из списка; общая же орга

низацновная схема такова - прием заданий проходит только два

раза, во время второй попытки отличную оценку получить нель

зя. Еще одной важной компонентой такой работы является то, что

в такие списки зачастую включаются задачи исследовотельско

го 1/.ла'На [математичесхие проехты}, требующие значительного

времени на их продумывание, а это практически невозможно на

текущих занятиях. Кроме того, сюда включаются так называемые

":юда'Ч'I), 'На доховстельстео теорем", которые представлены в ви

де цепочки вспомогательных задач. По ходу такой работы как бы

сама собой решается и "проблема накопляемости оценок", реше

ние которой при обычной схеме ориентировано не на весь класс 
многие ШКОЛЬН1Пси "отдыхают" или начинают заниматься другим

делом, а в это время у доски "страдает" вызванный к ней учащайся

(а это уже - неэффективво использованное учебное время). Такой
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методики придерживаются, конечно, не все преподаватели нашей

школы, да и не всегда хватает желания, терпения и трудолюбия на

такую большую деятельность (намногопроще: 5-7 задач в классе,

столькоже- на дом, разбордомашнегозадания, 5--7задач в клас

се,... ). Проблема домсииниа: задан-ий, а то'Ч.нее, из: выполнения, 
проблема, к которой нужно очень серьезно относиться всем пре

подавателям, а не только преподавателям математики, Простой

подсчет показывает, что в семестр наши школьпики только по ос

новным математическим курсам должны решать около 500 задач,

не считая задач на контрольных работах, на зачетах и др. А это

колоссальная нагрузка для учащихся, имеющих кроме математи

ки еще много дисциплин и, тем самым, много других домашних

звданий и практикумов. Система математических коллоквиумов

помогает четче и более планово организовать изучение той И.ПИ

иной темы и контроль за ее усвоением учащимвся.

Приведем здесь примеры некоторых (из многих существующих;

см. [3,41) тематических списков заданий, которые вывосилнсь на

текущие коллоквиумы. При их отборе мы хотели показатъ не со

всем стандартные темы и задачи к ним, которые не всегда исполь

зуются в специализированных классах и школах, хотя они этого

явно заслуживают. До проведения коллоквиума на лекциях и на

практических занятиях, естественно, изучалась основные фраг

менты соответствующих теорий, теоремы и задачи (иногда даже из

материалов будущего коллоквиума). Довольно часто список зада

ний для коллоквиума содержит намного больше задач, чем требу

ется оформить для его сдачи преподавателю; в этом случае школь

ники получают конкретные задания к коллоквиуму, а остальные

задачи "расходуются" на классных занятиях и на домашние зада

ния в текущей работе. Библиографические указания и замечания

исторического характера по теме специально каждый раз обсуж

даются с учащимися и с довольно обширными комментариями.

Бесконечные периодические десятичные дроби

1. Найти первые три цифры после запятой в десятичном пред-

ставлении частного чисел 0,1234567891011 ... 495051 и

0,515049 ... 1110987654321.
2. Доказать, что дроби 2n;'+1' n2;'+1 имеют чисто периодиче-
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ские десятичные разложения.

З. Доказать, что десятичное разложение числа l/Зn имеет пе

риод длины зn-з, n 2: 2.
4. Найти все натуральные n < 31, для каждого из которых де

сятичное разложение числа п/З1 имеет те же цифры, что и период

десятичного разложения числа 1/31.
5. Пусть n - натуральное число, О < n < 73. Доказать, что де

сятичное разложение дроби п/73 не содержит двух подряд идущих

одинаковых цифр. .
6. Найти знаменатель обыкновеввой дроби 1/п, десятичноераз

ложение которой имеет период длины 2.
7. Пусть числа А и В - периоды десятичных разложеннй дробей

1/п и 1/т, где п, т - натуральные числа. Найти наименьшие n и

т такие, что Т(п) = Т(т) и (А, В) = 10989.
8. Найти последние 1000 цифр числа 1 + 50 + 502 + ... +50999.
9. Решить числовые ребусы (каждая буква обозначает некото

рую цифру и различным буквам соответствуют различные циф

ры):

а) О, ааа . . . = (О, ЬЬЬ . . .)2;
Ь) aba/cdc = О, (jghk).
10. Каково наименьшее натуральное число п, для которого де

сятичное разложение дроби т/н содержит блок 501, т.е, т/n =
А, ... 501 ...?

11. Доказать, что период десятичного разложения дроби 1/з]00

содержит

а) не менее 20 последовательных равных цифр;

Ь) последовательность 123456789;
с) любую последовательность из 46 цифр.

12. Доказать, что в десятичном разложении дроби 1/р, р > 5
простое, сумма всех цифр в периоде кратна 9.

13. Пусть р - простое число и 1/р = О, (ala2 ... ak), k 2: 2.
Доказать, что если k = 2т, то ala2 ... .am + (zm+lam+2 ...ak

99...9.
14. Известно, что длина периода десятичного разложения для

дроби 1/59 равна 58. Имеется калькулятор, который все резуль

тать! вычислений выдает с шестью верными знаками. Применяя
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10(т,n) - 1

только такой калькулятор, найти период этого десятичного разло

жения.

15. а) Найти все простые числа р, для которых десятичные

разложения дробей 1jp в своем десятичномразложениисодержат

цифры 1,2,3,4,5,6.
Ь) Определить (составить таблицу] длины периодов деСЯТИ9

ных разложений дробей 1jp для всех простыхр, 1 < Р < 100.
16. Пусть т, n -'. натуральные числа, т =1 n. Доказать, что

десятичкое разложение дроби

а) 1j(10n -1) имеет периоддлины n;
Ь) (10т -1)j(10n -1) имеет периодДЛИНЫ n, 1 < т < n.
17. Пусть Т(k) - длина периода десятичного разложения дроби

1jk.
Доказать, что

а) Т([m,n]) = [Т(т),Т(n)];

Ь) Т((m, n)) делит (Т(т), Т(n)).

18. Пусть n и т .. натуральные числа. Доказать, что десятичное

разложение дроби

[10n -1, 10т -1]

имеет периоддлины [т, n].
Следующие две задачи не являются обязательными и адресо

ваны тем, кто заинтересовался данной тематикой.

19. Построить теорию "Бесконечные периодические дроби в си

стеме счисления по заданному основанию". Как формулируются

в этой теории основные теоремы и, в частности, задачи из этого

списка?

20. Квк связаны между собой длнны периодов (и предперио

дов) десятичных представлеввй суммы и произведения двух раци

ональных чисел и самих этих чисел? Рассмотрите произвольную

систему счисления.

Принцип Дирихле

При решении самых различных задач часто бывает полезен

так называемый "принцип Дирихле", названный в честь немецко

го математика Петера Густава Лежена Дирихле (1805--1859); по-
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дpyГt,My этот првнцип еще называют "принципом ящиков" ИЛИ

"цринципом голубятни".

Более общая форма принцвпа Дирихле такова:

Если (kn + 1) юроли» nо.мещен 6 n 1W1.ern1CaX, то 6 одной 'из 1W1.e

то'/\: находятся не менее (k + 1) про.пизеа; uл'u в эквивалентной

фор.л-tе .- 1tе.ll:Ь3Я посадить (kn +1) 'Кipол'u'/\:а в n 1W1.ern01C та1С, чтобы

6 r,дждО'u 1W1.ernx;e ноаюдилось 'Не более k 'КipОЛU1СО6.

1. В Москве (Нью-Йорке) более 10,1 млн. жителей, на голове

у каждого не больше 100000 волос. Докажите, что имеются, по

крайпей мере, 100 человек с одинаковым числом волос на голове.

2. Докажите, '11'0 из любых двенадцати натуральных чисел

можно выбратьдва, разНОСТЬ которыхделится на 11.
3. (ЛеН:/L1tградс'/\:ая ол'U.мnuада.) Можно ли в клеткахквадратной

таблицы 5 х 5 расставить числа О, +1, -1 так, чтобы все суммы в

каждом столбце, в каждой строке и на каждой из двух диагоналей

были различны?

4. В ряд выписано пять натуральных чисел: al, а2, аз, а4, аБ.

Докажите, что либо одно из них делится на 5, либо сумма несколь

ких рядом стоящих чисел делится на 5.
5. Имеется шесть точек на плоскости, никакие три из которых

не лежат на одной прямой. Тем самым, имеется el = 15 отрезков,

которые эти точки соединяют попарно. Предположим, что все пят

надцать отрезков окрашены либо в красный, либо в синий цвет.

Докажите, что найдется, по крайней мере, один хроматический

треугольник, т.е. такой, все стороны которого окрашены в один

цвет.

Замечание. Задачу 5 МОЖНО интерпретировать и так: в любой

компании из шести человек можно выделить трех, которые между

собой знакомы, или таких, которые между собой не знакомы. .
6. На каждой стороне выпуклого четырехугольника, как на диа

метре, построен круг. Докажите, что эти четыре круга полностью

покрывают четырехугольник.

7. Равносторонний треугольник Аве и квадрат МN PQ впи

саны в окружность длины S. Ни одна из вершин треугольника не

совпадает с вершинами квадрата. их вершины делят окружность

на семь частей. Докажите, что, по крайней мере, одна из них не
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больше 8/24.
8. (Лен:uuградс-х:uя ол-u..мnuада.) Треугольник разрезан на не

сколько выпуклых многоугольников. Докажите, что среди них ли

бо есть треугольник, либо есть два многоугольника с одинаковым

числом сторон.

9. Вкаж,пую вершину правильного стоугольника помещено од

но из чисел {l, 2, З, ... , 49}. Докажите, что существуют четыре вер

шины А, В, е, D данного стоугольника, которые образуют парал

лелеграмм АвеD, и такие, что а+ Ь = с+d, где а, Ь, с, d ~ числа,

стоящие соответственно в вершинах А, В, С и D.
10. Основание пирвмиды - выпуклый девятиугольник. Каждая

диагональ основания и все боковые ребра окрашены в красный или

синий цвет. Оба цвета использованы (заметим, ЧТО стороны основа

ния не окрашиваются). Докажите, что существует хроматический

(одноцветный) треугольник.

11. В квадрате со стороной 1 отметилв 51 точку. Докажите, что

три из них можно покрытъ кругом диаметра 1/7.
12. Несколько дуг окружности покрашены в красный цвет. Сум

мвзшвн окрашенных дуг меньше половины длины окружности.

Докажите, что сушествует диаметр, оба конца которого не окра

шены.

13. В квадрате со стороной 1 м расположено несколько окруж

ностей с суммой их длин, равной 1 м. Докажите, что существует

прямая, параллельная сторонам квадрата, которая пересекает не

менее трех окружностей.

14. (Леuuuградс'lf.(J.Я, опимпиада, Турuир городов.) Докажите, что

любой выпуклый многоугольник с четным числом сторон имеет

диагональ, которая не параллельна ни одной из сторон много

угольника.

15: (Междуuародuая олu.м,n·uада.) В системе из р уравнений с

q= 2р неизвестными

арlХl + ... + fLpqX q = О,

коэффициенты a'ij Е {-1, О, 1}. Докажите, что существует решение
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(х}, Х2, ... , X q , ) 'гакое, что:

а) все Xj -- целые;

б) IXjl CI о для некоторого j (1 ~ j ~ q)j и IXjl ~ q для всех j
(1 ~ j ~ q).

16. (Лен:unградсnа.я. олu.kш·uада.). Доказать, что для всякого про

стого числа р, не равного 2 или 5, существует натуральное число

k такое, что pk записывается в десятичной системе одними едини

цами.

17. Докажите, что В выпуклом многограннике есть две грани с

одинаковым числом сторон.

18. В правильном двадцатиугольнике отметили 9 вершин. До

кажите, что найдется равнобедренный треугольник с вершинами

в отмеченных точках.

19. Верно ли, 'по из ста произволъных целых чисел всегда мож

но выбрать: а) 15; б) 16 таких, у которых разность любых двух

делится на 7?
20. Имеется 17 точек на плоскости, никакие три из которых не

лежат на одной прямой. Они попарно соединены между собой 0'1'

резками, Все отрезки покрашеныв один из цветов: красный, синий

или белый. Докажите, что существует,по крайней мере, один хро

матический (одноцветный) треугольник. (В этой задаче число 17
- наименьшее. Почему?)

21. Выберем любым способом 5 человек. Докажите, что, по

крайней мере, двое из них имеют одинаковое число знакомых сре

ди выбранных.

Докажите то же самое, если выбрано не 5, а 100 человек, n
человек.

22. а) В квадрате со стороной 1 см расположены несколько

окружностей, сумма радиусов которых равна 0,6 см (окружности

могут пересекаться или совпадать). Докажите, что найдется пря

мая, параллельная одной из сторон квадрата, имеющая общие точ

ки, по крайней мере, с двумя окружностями.

б) В круге радиуса 1 см расположены несколько окружностей,

'<.-:?,,>ы..1>- ~Ъ:?~~Ъ~~?~Ъ'....~/b <i--:>.Ь ~'i>Ъ?:?~~Ъ :>.Ь'i>ry~ ,.,,~~

каться или совпадать). Докажите, что найдется окружность, кон

центрическая с данной окружностью радиуса 1 см, которая не вме-
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ет общих точек с другими окружностями.

23. (Лe1tu:н,градс'/СrJ.Я ол'u,мл'uада) В квадрат со стороной 1 см по

местили 1979 мвогоугольнвков, сумма площадей которых равна

1978,5 см2 • Докажите, что все многоугольники имеют общую точ

ку.

24. (Ме:ждун.ароihtая о.л:u.мnuада) Международное общество со

стоит из представителей шести различных стран. Список членов

общества состоит из 1978 фамилий, занумерованных числами 1,
2,... , 1978. Докажите, что существует хотя бы один член общества,

номер которого равен сумме номеров двух членов из его страны

или удвоенному номеру некоторого члена из его страны.

25. В круге радиуса 3 см произвольным образом помещено

несколько кругов, сумма радиусов которых равна 25 см. Докажи

те, что найдется прямая, которая пересекает не менее 9 из этих

кругов.

26. (Ленuнградс'/СrJ.Я олимnuада) Сумма 100 чисел, меньших 100,
равна 200. Докажите, что из этих чисел можно выбрать несколько,

сумма которых равна 100.
27. Принцип Дирихле позволяет доказать ряд важнейших тео

рем из теории чисел. Попробуйте их доказать.

Теорема Кронекера 1. Пусть сх - действительное число,

Тогда для любого nоло::нсuтсльного 'Ч:UCJl,а 1:: на'uдутся два 'Цсл'Ы;z;

'ЧUCJI,а т u n та'/Сие, 'Что

lmcx -n! < 1::.

Почти аналогично устанавливается более общий результат.

Теорема Кронекера 2. Пусть СХl, СХ2, ••. ,CXk ~ действитель

HЪ~ 'Чuсла. Тогда для любого nОЛО:Jfсuтслъного'ЧUCJl,а s найдутся

натуральное число 'т 'и 'Цел~ 'Ч'uсла 'пl, 'п2,.' ., nk тахис, 'Что

jml'.ki-n.1 <Е:, i=-c1,2, ... ,k.

Другими словами, найдется такое натуральное число т, что

каждое из чисел mCXi отличаетсяот целого менее чем на Е:, т.е,
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или, другими словами, для набора чисел Ql, а2, ... , Qk любой ДJIИ

ны при векотором натуральвомm числа mQi одновременно отли

чаются от целых меньше чем на Е:.

Теорема Дирихле. Для любого 'Чuсла Q найдется бесконечно

много дробей р/ q ma1l:Ux, 'Что

Принцип включения-исключения

Наряду с методом математической индукции, цривципом Днри

хле, принцип (формула) включений и исключений является важ

нейшим математическим инструментом, особенно в комбинатора

ке, когда, зная число элементов в каждом из конечных данных

множеств, нужно найти число элементов другого множества, ко

торое составлено из данных множеств при помощи некоторых опе

раций (объединений, пересечений и т.д.).

1. Сколько существует целых чисел от 1 до 16500, которые
а) не делятся на 5;
б) не делятся ни на 5, ни на 3;
в) не делятся ни на 5, ни на 3, ни на 11?
2. Сколько существует целых чисел от 1 до 1000000, которые не

являются ни полным квадратом, ни полным кубом, ни четвертой

степенью?

3. Рассмотрим множество объектов и четыре свойства а, /3, 'У, 8.
Напишите формулу для числа объектов, которые имеют свойство

{З, но пе имеют ни одного из свойств а, 'У, 8.
4. Пусть имеется n подмножеств А1 , ... ,Аn конечного множе

ства Е и Xj _. характеристические функции этих множеств, то есть

. ( ) _~ { 1, х Е A j ,
Xj а: - О, х Е E\Aj (j = 1,2, ..., n).

Докажите, Что при этом х(х)- характеристическая функция мно

жества А = А1 U ... u Аn , связана с функциями Х1 (х), ... ,хn(х)
формудой 1 - х(х) ,= (1 - Х1(Х)) ... (1 - хn(х)).

5. (Фор,л,tу'//'а Эйлера). Одним из проявлений формулы включе

ний и исключений в теории чисел является красивое выражение
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для функции Эйлера <р(n), которая по своему определению рав

на количеству натуральных чисел, не превосходящих n и взаимно

простых с n; при этом предполагается, что <р(1) = 1. Так, напри

мер, <р(10) = 4, так как в ряду чисел 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10
взаимно проотыми с 10 будут четыре числа 1, 3, 7, 9. С другой сто

роны, <р(Н) = 10, т.к, число 11 простое и все числа, меньшие 11,
будут взаимно проотыми с 11. Ясно, что <р(р) = Р -1 для любого

простого числа Р, р 2': 2.
Докажите, что если n = p~lp~2 ...p~k - каноническое разложе

ние натуральпого числа на простые множители, то

<р(n) = 11.(1- ~) (1-'-~) ... (1 -~) .
Pl Р2 Pk

Из этой формулы, например, для числа 5256 = 23 .з2 .73 имеем:

<р(5256) = 5256(1 - 1/2) (1 - 1/3) (1 - 1/73)= 1728.

6. Каждая сторона в треугольнике Аве разделена на 8 равных

отрезков. Сколько существует различных треугольников с верши

нами в точках деления (точки А, В, С, не могут быть вершинами

треугольников), у которых ни одна сторона не параллельна ни од

ной ИЗ сторон треугольника АВС?

7. (Из творчества известного детского писателя и математика

Льюиса Кэрролпа, автора книг "Алиса в стране чудес" и "Алиса в

Зазеркалье", давно уже ставших достоянием мировой культуры.)

В ожесточенном бою более 70 нз 100 пиратов потеряли один

глаз, более 75 - одно ухо, более 80 - одну руку и более 85 - одну

ногу. Каково наименьшее количество пиратов, потерявших одно

временно глаз, ухо, руку и ногу?

8. [Московсхая опимтиада, 1968). а) В квадрате 2х2 размеще

ны 7 многоугольников, каждый из которых имеет площадь 1. До
казать, что найдутся два многоугольника, площадь пересечения

которых больше, чем 1/7.
б) В прямоугольникеплощади 5 размещены 9 многоугольни

ков, каждый из которых имеет площадь 1. Доказать, что найдутся

два многоугольника, площадь пересечения которых не меньше, чем

1/9.
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9. На экзамене по математике были предложены три задачи:

одна по алгебре, одна по геометрии, одна по математическому ана

лизу. Из 1000 участников экзамена задачу по алгебре решили 800,
по геометрии - '700, по анализу - 600 человек. Пр:и этом задачи по

алгебре и геометрии решили 600 человек, по алгебре и внализу 
500, по геометрии и анализу - 400. А 300 экзаменующихся решили

все задачи. Сколько человек не реШИЛИ НИ одной задачи?

10. В комнате площадью 6 м2 постелили 3 ковра произвольной

формы площадью 3 м2 каждый. Докажите, что какие-либо два из

них перекрываются по площади, не меньшей 1 м2 .

11. Из 100 студентов университета английский язык знаю'!' 28
человек, немецкий- 30, фравцузскнй >- 42, английский и немецкий

8, английский и французский - 10, немецкий и французский - .5;
все три языка знают 3 студента. Сколько студентов не знают ни

одного ИЗ этих трех языков?

12. В многоугольнике площадью единица расположены 5 фигур
площадью большей или равной 1/2. Доказать, что если площадь

пересечения любых двух фигур больше или равна 1/4, то суще

ствуют такие 3 фигуры, площадь пересечения которых больше или

равна 3/40.
13. (1It[ос'К:овс'К:u'я о.л:и.мn'Uада,195б). На столе прямоугольной

формы лежат 15 журналов, которые закрывают его полностью.

Доказать, что можно убрать 7 журналов таким образом, что остав

шиеся 8 закроют, по крайней мере, 8/15 поверхностистола.

14. В классе 30 учеников. Сколькими способами они могут пе

ресесть так, чтобы ни один ученик не сел на свое место?

1.5. (Число беСnОР'яд'К:ов). Несколько человек подбросили в воз

дух свои ШЛЯПЫ ВО время взятия футбольных ворот. Шляпы вер

нулись этим же людям (по одной - каждому), но в ПроИЗБОЛЬНОМ

порядке. Какова вероятность того, что каждый получит чужую

шляпу?

Под вероятностью понимается отношение числа возможностей

распределения шляп указанным способом к числу всех возможно

стей,

16. (Чешская олимпиада, 1970). На прямой даны n 2 + 1 отрез

ков. Доказать, что можно выбрать n+1 отрезков, которые попарно



Глава 1. Пленарные доклады: А.Н. Колмогоррв н математика хх:

50 столетня

не пересекаются, иди существуют n+1, которые имеют общую то <1

ку.

17. (Олимпиада Велихобритении; 1976). Из элементов конеч

ного множества Х составили 50 его подмножеств А1, Аз, ... ,А50
так, что каждое из них содержит более половины всех элементов

из Х. Доказать, что существует такое подмножество В С Х, кото

рое имеет не менее 5 элементов и которое имеет по крайней мере

один общий элемент с каждым из подмножеств А1 , Аз, ... ,А50 .

18. (Бельгийсхоя опимтиада, 1979). Множество Х имеет n эле

ментов. Найти наибольшее число его подмножеств, состоящих из

Трех элементов таких, что любые два из выбранных подмножеств

имеют ровно один общий элемент.

19. [Опимпиада США, 1979). Из множества с n ~ 5 элементами

выбрали n+1 различных подмножеств, каждое из которых состоит

из трех элементов. Доказать, что среди выбранных подмножеств

существует два, которые имеют ровно один общий элемент,

20. (Олампиада С.-Петербурга, 1999). Пусть множествоМ мож

но представить в виде объединения его непересекающихсяподмно

жеств следующими способами

ппп

М = UAi = Uз, = Uс.,
i=l j=l k=1

причем для всех i, j, k = 1,2, ... , n

(где IXI - число элементов множества Х). Доказать, что
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Проблема размещения новых понятий и объектов в

школьном курсе математики

Н.Х. Розов

Цель настоящей статьи - пригласить сцецивлнстов и всех заинте

ресованных лиц подумать над вопросом: нужна ли модернизация

программы школьного курса математики и концепции ее реали

зации, а если нужна - то какая. Вопрос очень неироетой. Здесь

не следует проявлять спешки и принимать волевые единоличные

решения - мы это уже проходили и знаем, чем это кончается. Но

вообще уйти от обсуждения, от выработки единых взглядов на то,

какой должна быть школьная математика середины 21 века, все

равно не удастся.

Чтобы избежать недоразумений и недопониманий, сразу же от

метим, что речь пойдет о курсе математики в общеобразователь

ной школе, а также в специализированных школах не физико

математического профиля.

За минувший век в математике произошли грандиозные изме

нения, она (впрочем, как и все другие науки) шагнула необыкно

вевно далеко вперед. Математические методы стали более общими
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и разнообразными, математические модели природных явлений,

технических процессов, общественныхситуаций стали полноцен

нее, точнее и надежнее отображать существо дела. Математика

все увереннее превращаетсяв мощный инструментарийанализа,

исследованияи прогнозврования,повышаетсяее прикладное зна

чение. Сочетаниес гигантскимиВОЗМОЖНОСТЯ1\Шкомпьютеровпоз

волило оформитьсяпривцнпиальноновомунаправлениюнаучного

познания - математическому моделированию и математическому

эксперименту.

В математической науке содержательно изменилось почти все.

Почти ничего содержательно не изменилось в программе школь

ного курса математики. Сравните программы 1940 и 2000 годов:

исключены комплексные числа, бином Ньютона и еще несколь

ко небольших тем, включены начальные понятия математическо

го анализа, операции с векторами и кое-что другое, В целом же

сохранилась старая ситуация: математика оставляет учащихся по

чти в XYHI веке по алгебре и началам анализа и почти в древней

Греции по геометрии! По другим предметам они информациюпо

лучают (пусть часто описательнои фрагментарно)на современном

научномуровне. Так что .- сохраним такую ситуацию до 2050 года?

Представляется, что в школьной математике назрели переме

ны .- и в содержании программы, и в методике преподавания, и в

Формах занятий.

1. Содержаниепрограммы.Содержаниешкольнойпрограм
мы по математике--самый болезненныйи веоднозначныйвопрос.

С одной стороны, оставлять знания школьвиковна уровне ХУН}

века явно невозможно. С другой стороны, явно неразумно пы

таться внедрить изучение в школе абстрактной алгебры, теории

функций комплексного переменного, функциональпого анализа.

Но нельзя упускать из вида, что, помимо специфических (чисто

математических)понятий, математикасоздала и целый ряд важ

ныхобщеобразовательныхпонятийи методов,имеющихобщекуль

турное значение.

Сегодня в разряд общеобразовательныхуверенно можно отне

сти такие понятия, как бифуркация, фрактал. хаос... С ЭТИМИ по

нятиями работают и физики, и социологи, и биологи, и философы.
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и школьный курс математнки обязан знакомить молодежь с этими

поня-гиями, хотя бы в описательно-наглядном плане.

Сегодня приобретает особое значение умение быстро провести

вычисления- для хотя бы приближенной оценки интересующей

пас величины. Значит, выпускник ШКОЛЫ должен владеть простей

шими вычислительными алгоритмами.

Сегодня школьный курс математики должен быть прагмати

чен, учить людей правильно орвевтироватъся в жизни, помогать

им решать практические вопросы, обеспечивать свою безопасность

в самом широком смысле,

2. Бифуркация, ОДНО из важнейших современных понятий 
бифуркация процесса в ходе изменения параметра. Этим поняти

ем оперируют сейчас все - естествоиспытатели, инженеры, специ

алисты гуманитарных наук. Должна ли школа ответить на такой

вызов времени? Несомненно!

И наиболее уместно понятие бифуркации анализировать в школь

ном курсе математики. Ибо здесь даже ничего особо нового вво

дить или добавлять не потребуется! Хорошо и давно известные

примеры бифуркаций в изобилии можно найти и в алгебре, и в

геометрии просто до СИХ пор на этом не акцентировалось внима

ние. Наблюдайте за изменением формы сечения куба плоскостью,

перпендикулярной его диагонали, при продвижении плоскости от

одной вершины куба до другой - вот простейший бифуркационный

процесс. Изменение числа корней квадратного уравнения

зх2
- 5х + 2с= О

при "пробегавии" параметром с всех действительных значений

другой бифуркационный процесс.

Надо только пожелать при изложении материала сделать нуж

ные методологические акценты, привлечь и практические приме

ры. На наших глазах разрастается эпидемия пособий по "теории

уравнений и неравенств с парвметрамн", задачи в них становятся

все более громоздкими и изощренными (подчас только ответ за

нимает полстраницы). Но удивительно, никто из многочисленных

"ТВОРЦОВ" этой теории не удосужился хотя бы вскользь рассказать

о рядом лежащем общеобразовательном повятии,
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3. Фрактал. Это - удивительное понятие математики, ока

завшееся средством адекватного отображения природных явлений

(роста кристаллов, прохождения пузырьков воздуха через нефть,

образования трещин и других) и описавия объектов (включая и

человеческий организм).

Но познакомить учащи:хся с фракталами стоит еще и для того,

чтобы продемонстрировать им непредсквзуемые особенности диа

лектики развития науки. А понимание цроцесса научного позна

ния мира - одна из важных характеристик образованного и куль

турного человека. Фактически понятие фрактала было введено и

изучено в конце 10-х годов прошлого века, но работы основопо

ложников никого не заинтересовали - идея пришла слишком рано

и не имела должного инструментального и прикладного основа

ния. И лишь более полувека спустя усилиями Б. Мандельброта и

благодаря уже имевшейся высокопроизводительной компьютерной

технике исследования фракталов приобрели большой размах,

В методической литературе много любят рассуждать об эстети

ческом воздействии математики на школьников, о ее значении при

воспитании у них понятия прекрасного. Обычно говорят о стройно

сти доказательства какой-то теоремы, об изящности решения зада

чи, о красоте неожиданного дополнительного построения. Однако

все это доступно и ощутимо скорее только ученику, действитель

но увлеченному математикой. А какое эстетическое наслаждение

может получать от решения бесконечного числа квадратных урав

нений тот, кто к ней "глух"? В качестве примера эстетического

воздействия обычно приводят и картины М. Эшера, но ведь эти

безусловно талантливые работы скорее можно назвать лишь ва

риациями на математические темы, иллюстрациями к отдельным

математическим фактам, глубокое понимание которых часто до

конца недоступно учащимся.

Фракталы же непосредственно, компьютерпой реализацией фор

мул, порождают действительно красочные, оригинальные полотна,

не уступающие произведениям абстрактной живописи (см. [1]).

4. Хаос. Сейчас "проблема хаоса" привлекает особое внимание

ученых, интерес физиков и философов, экономистов и медиков,

биологов и обществоведов (и даже теоретиков образования) при-
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кован к новой области науки - сввергетнке (см., например, [2]).
Один из основополагающих сценариев перехода к хаосу был

открыт в 1978 г. М. Фейгенбаумом буквально "на коленке", путем

численного эксперимента на карманном(!) калькуляторе - анализа

поведепия последовательности {Хn } , порождаемой отображением

::z;n ----+ Хn+l = лхn ( l - Хn ) .

Ознакомление с этой и другими простейшнми математически

ми моделями рождения хаоса, входящего составной частью в со

временное представление о "неливейвом мире", будет иметь исклю

чительно важное методологическое значение для формирования

научных мировоззренческих представлевий у молодежи, не толь

ко обогатит сам курс математики и сделает его современным, но и

продемонстрирует ее роль как универсального языка исследований

природы и общества.

5. Вычислительная тематика. Преподаватели старшего по

коления помнят, а молодежь может увидеть в книге [3] алгоритм

извлечения квадратного корня из числа. Это был сложный момент

былой школьной программы - Формулировка правила занима.п:а

фактически целую страницу. Потом появились микрокалькулято

ры, которые считали квадратные корни за долю секунды, и пра

вило из учебников исчезло. Однако кто из учеников обычных (не

профильных) школ понимает, как именно выполняет эту операцию

калькулятор персонального компьютера? И что делать, если при

вычислениях, связанных с объемами тел, надо посчитать кубиче

ский корень из числа?

Хорошо было бы оценить с точки зрения влияния на развитие

общего ннтеллектуального потенциала и воспитание практических

жнзненных умений (но не с позиций отработки формальных мате

матических навыков) сравнительную важность знания учащими

ся, с одной стороны, метода определения взаимного расположения

корней двух квадратных уравнений, зависящих от параметрв, и, с

другой стороны, метода последовательных приближений решения

уравнения любой степени.

Вообще вычислительная тематика - падчерица программы

школьной математики. Распространено мнение, что такая темати-
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ка - прерогатива курса информатики. Но это более чем нелогично!

Например, школьный предмет "Информатика" объявил "своим" по

нятие алгоритма, которое на самом деле является фундаменталь

ным математическим понятием и изучалось математиками задол

го до появления самого слова "информатика". Кстати, это понятие

всегда подспудно присутствовало в школьном курсе математики,

по неясным причинам избегавшим, однако, самого термина.

В свое время курс математики гордился приклвдными расче

тами на логарифмической линейке. И сейчас элементарные и до

ступные вычислительные математические методы позволили бы

ярко демонстрировать прикладное значение математики во мно

гих важных мировоззренческих и содержательных практических

проблемах.

6. Лабораторные работы по математике. Сейчас педаго

ги и психологи все более настойчиво рекомендуют усиливать в

учебном процессе творческое начало, внедрять исследовательские

проекты, стимулировать самостоятельный познавательный поиск.

Конечно, широко практикуемое сейчас решение нсстандартных

(олимпиадных) задач -- это форма самостоятельного познаватель

ного поиска. Но лишь одна из возможных. И к тому же почти

всегда, к сожалению, с "предписанным результатом".

А почему мы никогда не задумывались о месте и содержании

возможных в школьной математике лабораторных работ? Чтобы

ученик изучал некоторое явление или объект, причем не только

"головой", НО И "руками", подмечал некие закономерности реально

го мира и пытался дать их адекватное математическое описание.

Богатейший материал для увлекательных лабораторных работ и

самостоятельных исследований может дать вычислительная тема

тика - например, феномен Фейгенбаума и численное рассмотрение

различных итерациоввых процессов, имеющих вполне реальную

естественно-научную интерпретацию.

Вопрос о лабораторных работах по математике имеет и иной,

очень глубокий и важный аспект. Если обстоятельно посмотреть

на школьный курс, то нетрудно убедиться, что практически весь

он направлен на воспитание умения считать и производить преоб

разования. В начальной школе в центре внимания - автоматизм в
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использовании таблицы умножения. Затем идут арифметические

вычисления - "чистые" или в "текстовых" задачах (где до сих пор

борются содержательный и формалистический подходы). Затем

наступает расцвет алгебрвических и тригонометрических "тожде

ственных преобразований", включая решение уравнений и нера

венств (и, выражаясь старым, но точным языком, "геометрические

задачи с применением тригонометрии").

Между тем, человеческое бытие требует еще одного важного

навыка - геометрического, или пространственного воображения.

К сожалению, подавляющее большинство выпускников, прошед

ших горнило школьного курса математики, худо-бедно владеют

правилами формальных преобразований, но не имеют зачастую

даже элементарного геометрического воображения. Это серьезный

упрек математике в школе. Геометрическое воображение, как и на

выю! счета, логику, язык, необходимо воспитывать, развивать по

стоянно, планомерно и непрерывно, с первого до последнего клас

са.

Главным условием развития геометрического воображения яв

ляется работа с реальным материалом. Освоение объектов мате

риального мира и действий в материальном мире с постепенным

переносом этих объектов и этих действий в мир воображения - вот,

видимо, единственно возможный путь формированвя простран

ственного мышления. И наиболее удачно реализовать его мож

но именно на математических лабораторных работах, материалом

для которых служили бы как классические объекты, так и дру

гие, в традиционную программу не входящие, но, тем не менее,

весьма полезные. Одним из таких объектов являются, например,

узлы, работа с которыми, помимо воспитания пространственного

воображения и развития творческих навыков, позволяет выйти на

такие понятия, как просгранственная кривая, левая и правая ори

ентации, принцилы классификации и т.д., и имеет немаловажное

житейское при:менение.

Кстати, большое значение лабораторным работам по матема

тике в свое время придавал А.Н. Колмогоров, и в физико-мате

матической школе-интернате при МГУ накоплен большой опыт их

проведения. Жаль, что он не получил широкого распространения.
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7. Прагматичностъ. Неприятно говорить, но катастрофы ти

па МММ или Властиланы, затронувшие судьбы тысяч наших лю

дей, на совести не только власти, "кинувшей" своих граждан на

произвол судьбы, но и школьного курса алгебры. Он не рассмат

ривал такие "мелочи", как финансовые пирамиды, и не готовил

выпускников к коллизиям жизни, ориентируясь лишь на "высокие

материи" типа цепочек логарифмических и тригонометрических

преобраэоввний. Наше "лучшее в мире естественно-научное обра

зование" показало свою полную несостоятельность при столкнове

нии с творчески думающими мошенниками, магами, гадалками и

цроч.

Есть и другой аспект этого вопроса. Математика могла бы быть

более эффективвым средством познания окружающего нас мира

и решения насущных практических проблем, если бы школьный

курс геометрии не ограничивал себя одними скучными окружно

стями и однообразными кубами, а давал информацию обо всем

многообразии геометрических Форм мира, конкретно показывал и

знакомил с изобилием фигур и тел.

8. Теория вероятностей.Впрочем, будем объективны- про

цесс перестройки программы школьного курса математики пошел.

Наконец-то туда включено знакомство с основными понятиями

теории вероятностей и математической статистики, появились уже

первые учебники. Спор об этом происходил у нас еще почти век

назад, во многих странах мира вопрос был решен уже давно. Те

перь и наши выпускники школ не будут делать изумленные глаза,

услышав по TV слова "доверительныйинтервал".

9. Методика преподавания. Серьезной концептуальной пе

рестройки требует важнейшая для школы наука, исследующая и

устанавливающая принципы и методы преподавания математи

ки. Многие важные изменения в программе школьной математики

невозможно осуществить, если не согласиться с тем, что отдельные

ее вопросы или даже темы допустимо изучать на описательно

демовстрацвоввом уровне, опуская Формальные доказательства,

добиваясь от учеников понимания сути дела без усвоения и вос

произведения ими (и даже без сообщения им!) "строгих логических

обоснований".
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Это предложение психологически особенно трудно принять про

фессионалам, убежденным, что советская и российская методоло

-гия преподавания математики в школе всегда во главу угла ста

вила требование строгой научности и логической доказательно

сти (чем и обосновывалось утверждение о нашем "лучшем в ми

ре математическом образовании"). Это, однако, не совсем так. Во

первых, многие моменты школьного курса в првнципе невозмож

но изложить школьникам абсолютно строго - приходится прибе

гать к "убедительным эрзацам". Во-вторых, достаточно вниматель

но просмотреть классические учебники А.П. Киселева [3-5] (ска

жем, те места, где должен работать метод математической индук

ции), чтобы заметить "описательно-демонстрационное" изложение

целого ряда вопросов. В-третьих, наконец, наше образование по

физике или химии нисколько не страдало от того, что преподава

ние этих предметов не содержало всех исчерпывающих логических

доказательств.

Главное возражение против "описательно-демонстрационного"

изложения основано на широко распространенном (особенно сре

ди математиков) мнении, что математика, только математика и

одна лишь математика может воспитать в человеке культуру ло

гического мышления, что исключительно в ходе "строгого" препо

давания математики обеспечивается развитие умения правильно

рассуждать.

Конечно, нельзя отрицать, что в определенном смысле изуче

ние математики "ум в порядок приводит" (М. Ломоносов), но и

не следует преувеличивать, считая, что это - единственный эф

фективный путь к цели. Логике можно учиться иными путями, не

связываясь с непривлекательными для "нематематиков" формаль

НЫ1Ш преобразованиями и скучными рассуждениями. Позвольте в

качестве эксперта привлечь выдающегося физика-теоретика, лау

реата Нобелевской премии Л. Ландау: "Мне не хочется дискути

ровать с достойной средневековой схоластики мыслью, что путем

изучения ненужных вещей люди будто бы научаться логически

мыслить". И в самом деле, действительно ли поглощенная изуче

нием языков девочка, декламируя зазубренное как стихи доказа

тельство теоремы о трех церпевдакулярах, осваивает логику?
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10. "Математикавступительныхэкзаменов".Нельзя ска

зать, что в школьной математикене происходитникаких перемен.

Но некоторыеперемены исключительноопасны, и если мы в бли

жайшее время не найдем здравые пути модернизации школьной

программы - можем попасть в тупик.

С прискорбием надо констатировать, что в последние 10-20 лет,

помимо "клвссическвх" элементарной математики и высшей мате

матнки, сформировалась еще одна "область" математики - "мате

матика вступительных экзаменов" (МВЭ). Экзаменаторы вузов и

предприимчивые репетиторы уже создали целую "науку", содержа

щую теоретическое рассмотрение специальных экзаменационных

задач и не имеющую никакой образовательной ценности. Ладно

бы еще речь шла о дополнительвых знаниях, которые необходимы

ДЛЯ освоения вузовской программы. Но МВЭ изобилует темами,

вопросами, сведениями, задачами, которые никому потом не по

требуются (даже на мехмате МГУ]) - после поступления все это

можно (и нужно!) спокойно забыть.

В качестве примера возьмем одну лишь тему школьного курса

- абсолютная величина (модуль) действительного числа. Модуль

числа --далеко не одно из концептуальных изобретений математи

ческой науки, скорее это просто удобное, но техническое понятие.

В самом школьном курсе оно имеет весьма узкую сферу приложе

ния - разве что даст возможность компактно записывать некото

рые операции с участием квадратных корней и логарифмов, удобно

сформулировать определение непрерывной функции и "неравен

ство треугольника".

Нет, я не предлагаю исключить это понятие из школьной про-

граммы. Но я не вижу никаких объективных причин ДЛЯ того,

чтобы создавать и предлагать школьникам и учителям фундамен

тальные наукообразные сочинения о модуле и задачах, для реше

ния которых требуется не знание стандартного школьного курса,

а специвльвая дополнительная дрессировка.

Сколько страниц текста нужно написать, чтобы объяснить школь

нику, что такое модуль и как с ним работать? Вот "Пособие для

абитуриентов и старшеклассников" под названием "Решение задач

с модулями" -- авторы ухитрились разогнать его ДО ... 304 страниц!
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Как и полагается научному трактату, книга состоит из двух глав:

"Уравнения с модулями" и "Неравенства с модулями". В науке са

'мое главное -- систематичность. Поэтому первая глава содержит

параграфы "Уравнения с одним модулем", "Уравнения с двумя МО-

дулями", "Уравнения с тремя модулями", "Уравнения с четырьмя

и большим число модулей". Интересно, сможете ли вы самостоя

тельно догадаться, как называются параграфы второй главы?

Энтузиазм творцов МВЭ по обогащению теории модуля на этом

не 'угас, поиск продолжается. И вот уже на вступительных экзаме

нах появляется задача, в решении которой в другом, более новом

пособии для абитуриентов читаем:

"Последнее неравевство следует из того, что для любых чисел

аиЬ

тах{\а + Ь\, la - bl} = lal + [bj."

Решение другой задачи в статье для поступающих начинается

словами:

"Для уравнения lyl + Izl = а применим схему

[{

YZ ~ О;

Iy + zl "'= а;
\У\ + Iz\ = а{=:?{ yz < О;

Iy - zl = а;

(а ~ О)."

Не знаю, как вас, а меня особенно подкупает обращенный к школь

нику простеньквй и элегантный оборот речи "применим схему" ...
Конечно, всем ведь отлично она, схема эта, известна - ну, как таб

лица умножения. Интересно было бы поставить следственный экс

перимент и узнать: смог ли бы сочинитель задачи, сам в свое время

заведомо не знавший этой "схемы", до нее додуматься в обстановке

вступительного экзамена?

Эти шедевры можно продолжать долго:

"Воспользуемся известной(!) формулой sin Ба "се .••",

"Далее заметим... siп 18° = ... -- извесгная(!) величина"...
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Отдельного внимания заслуживают "новые" темы, открытые и

разработанные в рамках МВЭ, - скажем, "Уравнения и перавен

ства с параметрами" (этой теме посвящено огромное число посо

бий и брошюр, а сама она уже оформилась в "стройную" теорию с

множеством "методов"}.

Постоянное усложнение задач вступительных экзаменов по ма

тематике привело к расцвету репетиторства. Конечно, в дополни

тельных занятиях с учеником, плохо усваивающим материал или

пропустившим уроки по болезни, нет абсолютно ничего дурного (в

советские времена это называлось "взять отстающего на буксир").

Во как быть, если ДНЯ решения задач вступительных экзаменов

недостаточно знать (даже хорошо!) то, что проходили на уроках

и что написано в школьном учебнике? В крупных городах как-то

само собой стало разуметься, что для поступления в вуз надо вы

плачивать кругленькие суммы репетиторам - "специалистам" по

МВЭ. Те, в свою очередь, иреследуя очевидные пели и пользуясь

очевидными связями, продолжают раскручивать маховик услож

нения экзаменационных задач и успешно развивать МВЭ. А что

же делать школьникам из деревень, вебольших городков, тем, кто

проживает вдали от научно-педагогических центров, там, где се

годня и квалифицированный учитель - редкость?

Именно репетиторы и близкие им лица будет активно проти

водействовать изменению существующей школьной прогрвммы по

математике. Кстати, сейчас математики упорно просят увеличить

часы на свой предмет в школе. Есть основания считать, что это де

лается не для "осовременивания" программы. а для более подроб

ного изучения "важнейших' , тем МВЭ - теории эквивалентности

уравнений и неравенств и других вопросов, не имеющих особого

значения.

Я думвю, что появление идеи "Единого государственного экза

мена" было не случайной блажью, а объективным порождением

обстановки репетиторского беспредела. "Кризис математической

подготовки" школьников особенно ярко проявляется во все более

иезуитских задачах, предлагаемых иногда на приемных экзаме

нах в вузы, и его надо было преодолевать. Но "хотели, как лучше,

а получилось, как всегда" - мы перешли "из огня да в полымя",
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Вместо толковых и содержательных задач, действительно прове

ряющих знание и понимание математики, нам теперь предлагают

тесты типа "При каком значении аргумента изображенная на ри

сунке функция принимает наименьшее значение?", для ответа на

который не нужно ничего понимать в математике - достаточно

быть просто зрячим.

11. Новый тип учителя. Изменения в содержаниипрограм

мы школьногокурса математикитребуютрадикальногопересмот

ра программы и системы подготовкишкольныхучителей матема

тики, причем эта подготовкадолжна вестись с существеннымопе

режением по времени, начиная еще со студенческой скамьи. Од

новременно и также с опережениемнеобходимоначать работу над

школьнымиучебниками,задачниками,пособиями,описаниямила

бораторныхработ и т.д.

Но самая серьезная трудность - переобучение действующих

учителей, их профеесиональная и психологическая переориента

ция на новые проблемы. А для этого нужно создать соответству

ющие условия, прежде всего экономические, ибо учитель с 25
часовой недельной нагрузкой физически просто не в состоянии

осваивать принципиально новые идей. К сожалению, понимание

этого недоступно "власть предержвщим",

Серьезные усилия для этого должны предпринять и наши спе

циалисты по методике преподавания математики. Многим из них

пора отказаться от "теоретизирования", часто на каком-то "пти

чьем языке". Что полезного и поучительного может почерпнуть ря

довой учитель из сочинения, полного таких, например, пассажей:

"Методологической основой системного моделирования содержа

ния математического образования выбран диалектический синтез

целого, обеспечивающий структурную связность содержательных

единиц не только в рамках данного этапа подготовки, но и пред

определяющей вааимоувязывание структурных срезов при движе

нии по этапам"?
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Вероятность и азартные игры

В.В. Афа'Н,ас'Ьев, М.А. Суворова

Зарождение математического учения о вероятности относится к

ХУН веку, когда было положено начало разработке основных по

нятий, выражающих вероятностную идею. В качестве базовых мо

делей в разработке языка теории вероятностей выступали модели

азартных игр. Схемы этих игр дают достаточно простые модели

теоретико-вероятностныхявлений, позволяющие в наиболее отчет

ливой и наглядной Форме наблюдать и изучать исходные законо

мерности соответствующих процессов.

Рассмотрим некоторые вероятностные игры на основные харак

теристики положения случайных величин, по аналогии с карточ-

ной игрой в "двадцать одно очко" предлагаются игры со "сгораю

щими" очками, При решении этих задач используются вероятност

ные графы, что делает решения более наглядными и доступвымя.

Под вероятностными играми будем понимать такие игры

двух ИJIИ более участников, которые допускают вероятностные

оценки (вероятность победы участника, математические ожидания

величины выигрыша и т.п.).

Безобидные игры

Понятие безобидной игры вводится через главную характеристи

ку случайной величины. Математическое ожидание предлагается

находить как вес всего графа.

Игра называется безобидной, если математическое ожидание

чистого выигрыша равно О.
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Игра является благоприятной (неблагоприятной) для иг-

рока, если математическое ожидание чистого выигрыша больше О

(меньте О).

Пример 1. ИЗ полного набора домино наугад извлекаются две

"кости". За каждый извлеченный "дуцль" выплачивается приз в

размере 50 рублей. Каким должен быть вступительный взнос, что

бы игра была безобидной?

Решение. Пусть вступительный взнос составляет а рублей.

Найдем математическое ожидание величины выигрыша Х по ее

графу распределения.

м [Х] = i -~ .(100 - а) + i .~ .(50-- а)+~ .17 .(50 - а) + ~ .~~ .(-а) =

25 - а. Откуда а = 25 рублей.

Игры со "сгорающими" очками

Игры со "сгорающими" очками - это игры, в которых участники по

очереди ПрОВОДЯТ какие-либо опыты сериями и могут добровольно

передать ход другому игроку после определенного числа испыта

ний или набрав то или иное число ОЧКОВ в данной серии; или ход

передается по принуждению, когда очки серии "сгорели" при опре

деленном исходе испытания. Игра црекращается после проведения

одинакового числа серий у участников. Побеждает тот, у которого

в результате получается наибольшая сумма очков во всех сериях.

Возможны два подхода к рассмотрению таких игр: а) по коли

честву набранных в серии очков; Ь) по количеству испытаний в

каждой серии [11.



Глава 1. Пленарные доклады: А.Н. Колмогоров и математика хх

66 столетия

Пример 2. Два игрока бросаютдве монеты сериями по очере

ди, складываяколичествовыпавшихгербов, за каждый выпавший

герб игрок получаетодно очко, в любой момент игрок может оста

новиться и передать ход другому игроку, но если не выпало ни

одного герба, то очки серии "сгорают" и ход передается другому

игроку. Какой стратегии выгодней придерживатьсяигроку?

Решение 1 (по числу набранных очков). Пусть мы набрали N
очков в данной серии, а случайная величина .У ..-" {число очков

после следующего броска}.

Построим граф распределения и по нему найдем магематиче

ское ожидание случайной величины Х.

Рис, 2

1 1 1 3
М [Х] = 4; (N + 2) + 4; (N + 1)·2 + 4; .0= 4;N + 1

Продолжение станет нецелесообразным, если ожидаемое число оч

ков не увеличится, г.е,

М[Х]::; N;
3
4;N + 1::; N; N ~ 4.

Следовательно, можно предложить игроку бросать пару монет

в серии, пока сумма очков не больше 4, иначе передать ход другому

игроку.

Решение 2 (по числу сделанных бросков).

Случайная величина Х1 = {число очков при одном бросании}

имеет следующий закон распределения.

[Е ~/4 blLi [V4J
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Найдем математическое ожидание случайной величины X 1

211
М [X1j= 1· 4" + 2'4" +о 4" = 1.
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Продолжение станет нецелесообразным, если ожидаемое чис

ло очков на следующем ходу не увеличится. Значит, будем вы

числять математические ожидания числа набранных очков, посте

пенно увеличивая количество сделанных бросков. Как только вы

численное математическое ожидание стане'!' меньше, значит, этот

бросок уже не выгоден. Построим граф распределения случайной

величины Х2 ,,, {число очков при двух бросаниях}. в вершинах

графа укажем количество выпавших гербов.

1 бросок 2 брОСОК

Рис. 3

Найдем математическое ожидание случайной величины хз :

1 1 1 1111 _
М [Хз] = 4 . н; + 3 . "8 -t о· 16 -+ 3 . "8 + 2 . 4" + о . "8 -1 О . 4" = 1, а.
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Так как за два хода ожидаемый ВЫИгрЫШ больше, чем за один, то

продолжаемвграть.

Построим граф распределения случайной величины Х3 = {число

очков при трех бросаниях}.

'liY(~R
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! ..~ ..-~.,5,
1...•.
и

..•." ·1..14·.. · . "-{...•О. ."..•...•.... \.
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м [ХЗJ = 6 . 6~ + 5 . з12 + О . 614 + 5 . з12 + 4· 116 + О . з12 + О . 116 +
+5 . 3\ + 4· 116 + О . :12 + 4 . 116 + 3 . ~ + о· 116 + О . ~ + о . i = 1,6875.
Так как за три хода ожидаемыйВЫИГрЫШ больше, чем за два, то

продолжаемиграть.

Аналогичновычислим математическиеожиданиясумм очков:

- за 4 хода: М [Х4] = 1,6875. Ожидаемый выигрыш за 4 хода

не превосходит выигрыша за 3 хода;

- за 5 ходов: М [Х5 ] ~ 1,582. Так как М [Х5 ] < м [Х4 ] , ТО
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делать 5-й ход не рекомендуется.

Значит, следует делать не более 3 или 4-х бросков,

Сравним эффективность предложенных двух подходов в

определении стратегии по количеству набранных очков и ПО коли

честву подбрасываний в серии. Для этого найдем математические

ожидания набранных очков в серии.

1. Стратегия по сумме набранных очков. Прекратим испыта

ния при появлении, по крайней мере, 4-х очков в серии. Построим

вероятностное дерево исходов:

1/4

2

Рис. 5

1 1 1 1 1 1 20 15 55
М [Х] == 4·-+5·-+-4·--+4·-+5·-+4·- = -+- = - ~ 1 72.

16 32 16 16 32 16 16 32 32 '

2. Стратегия по числу бросков. Чтобы вычислить математиче

ское ожидание суммы набранных очков, следует учитывать, что

после сгорания ход передается сопернику. Поэтому необходимо по

строить полный граф с учетом сгорания очков, как было сделано

во втором способе решения. При определении стратегии мы нашли,

что ожидаемая сумма очков для 3 и для 4 бросков равна 1,6875.
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Таким образом, так как 1,72 >1,6875, то стратегия по сумме

набранныхочков в серии являетсяболее эффективной.

Игры на моду

Напомним, что те значения случайной величины, которые имеют

наибольшуювероятность,называютсямодой этой случайнойвели

чины. Такое название возникло, по-видимому, по аналогии с чаще

всего встречающимисяИ, следовательно,модными изделиями.

Пример 3. Два игрока пишут на листе бумаги., при каком бро

сании игральной кости они ожидают первого появления шестерки.

Затем производится серия подбрасываний кости. Если подбрасыва

ние, на котором впервые выпадает шестерка, совпадает с номером,

записанным игроком, то игрок получает одно очко. Выигрывает

тот, кто первым наберет 5 очков. Какое бы число вы записали?

Решение. Порядковый номер подбрасывания, при котором

выпадет шесть очков, является случайной величиной ",У. Построим

граф распределения случайной величины х.

Рис. 6

Вычислим вероятности первого выпадения шестерки.

для первого бросания Р1 = ~ ~ О, 1667. Для второго бросания

5 1 5 . (5) n-1 1
Р2 = б . 6 = 3б ~ О, 1389. Для n-го бросания Р" = 6 . 6'

Таким образом, максимальнаявероятность выигрыша ожида

ется, если записывать число "1", что является модой случайной

величины х.



Афанасьев В.В., Суворова iYf.A. Вероятность н азартныешры 71

Пример 4. Имеется игровой стол, на котором размечена пря

моугольная таблица для ставок, по вертикали от О до 2 и по го

ризонтали от 2 до 1.2. Участники игры ставят монеты одного до

стоинства на одну из клеток таблицы игрового стола, причем две

,,!Онеты не могут находиться в одной клетке. Затем проводятся два

испытания. Первое испытание состоит в подбрасывании двух мо

нет и определении числа выпавших "гербов", а второе испытание

состоит в подбрасывании двух игралъных кубиков и в определении

суммы выпавших очков. Если результаты экспериментов совпали

с координатами клетки, на которую поставил игрок, то он забира

ет все остальные ставки. На какую клетку выгоднее всего ставить

свою монету?

Решение. Вероятность выигрыша на определенной клетке рав

на произведению вероятностей наступления определенного собы

тия при одном испытании и при другом испытании. Следователь

но, чтобы вероятность выигрыша была максимальной, нужно, что

бы произведение было максимальным, что достигается, когда оба

сомвожителя максимальны.

Рассмотрим две случайные величины:

Х = {число гербов при подбрасывавви двух монет},

}-Т ,= {сумма очков при подбрасывании двух игральных костей}.

Составим законы распределения этих случайных величин:

tf 1 ~/4
1

1/2

У! 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

pl(~J 2{~)' С)' 4{~)' 5{~)' 6{~)2 5{~)' 4{~)' з{~)2 2{~)2 (~)'3· (i

Очевидно, 'по максимальные сомножители соответствуют мак

симальным вероятностям, то есть монету следует ставить на клет

ку с координатами, соответствующими модам случайных величин,

т.е, на клетку с координатами (1,7).
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Игры на вероятностную медиану

ОАНОЙ из важнейших числовых характеристик случайной величи

ны является медиана. Медианой дискретной случайной величи

вы Х =, {х.;} (Р{Х ",се Xi} ,= Pi) называется такое значение Хk, что
k n 00

I:: Pi ~ ~ и I:: Pi ~ 1(ИЛИ I:: Р; ~ 1для бесконечной случайной
i=l 'i=k i=k
величины), то есть, что процесс почти равновероятнозакончится

до Xk или продолжитсяпосле.

Таким образом, вероятностнаямедиана делит закон распреде

ления на две равновероятностные(или почти равновероятностные)

части, чем напоминаетнам геометрическуюмедиану. Этот аналог

будет способствоватьпри конструированииигр на вероятностную

медиану.

Пример 5. Игроку предлагается купить жетоны по 2 рубля

за каждый. Затем подбрасывается игральная кость. За каждое

выпавшее очко на каждый купленный жетон выплачивается по

3 рубля, а если жетонов больше, чем выпало очков, то за каждый

оставшийся жетон выплачивают уже только по 1 рублю. Сколько

нужно купить жетонов, чтобы выигрыш был максимальным?

Решение. Так как на кости может выпасть от одного до шести

очков, то покупать жетонов больше шести нет смысла. Составим

граф испытания и таблицу платы за покупку жетонов, величину

выигрыша и прибыли игрока.

п

К"..."........

8 8 8 8 8 8 10 lO Ю lO lO 10 12 12 12 12 12 12
6 8 !о 12 12 12 7 9 iJ 11 15 15 8 го 12 14 16 18
·2 О 2 4 • 4 -3 -1 1 3 5 5 -4 ·2 О 2 4 6

з•••.•.~•.. W'X1\'.W2.••..•~J••.••.q5'.5 ~ 234 (fJ9" ,/ \. ,. . 17 -<,,,<'т r 7> 1./
'\\ // .• ~.I}' "~:, i/ './

..•• .~.. 4· ••../~~. ~)
.~ .......• ~,.; ~-~

.~.'< /.... .....-::::.. :----
~-

Риt:.7

Вычислим математическое ожидание величины прибыли при

покупке определенного числа жетонов.
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~OВj 1 2 3 4 5 6
с_очков.

1 1 О -1 -2 -3 -4
2 1 2 1 О -1 -2
3 1 2 3 2 1 О

4 1 2 3 4 3 2
5 1 2 3 4 5 4
6 1 2 3 4 5 6

Мат."-приБШIII М} 1 1,67 Z Z 1,67 1

Если купили, например, 6 жетонов, то

1 1 1 1 1 1
Мб = (-4) . "6 + (-2) . "6 + о . "6 + 2· "6 + 4 ' "6 + 6 . "6 = 1,

а если купили 5 жетонов, то

1
М5 = "6 ((-3) + (-1) + 1 + 3 + 5 +5) ~ 1,67.

73

Аналогично находим, что М4 = 2, j\1з = 2, М'] = 1,67, 1\11 = 1.
Максимальная ожидаемая прибыль будет, если покупать 3 или

4 жетона. Заметим, что для числа очков, выпадающих на играль

ной кости, зпачевия 3 и 4 являются медианами. Можно предполо

жить, что для любого эксперимента, как с независимыми исхода

МИ, так и с зависимыми, этот вывод будет истинным. Доказатель

ство этого общего утверждения предложено авторами в [21.
Некоторые специалисты определяют медиану только для непре

рывных случайных величин или допускают только однозначное

ее существование. Полученный результат является убедительным

примером в пользу принятого авторами и другими математика

ми определения медианы, допускающего существование даже двух

медиан ДJlЯ дискретных случайных величин.
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Возможности использования различных видов мышления

в школьном математическом образовании

В.А. Гусев, В.М. Шевченко

Говоря о мышлевии, следует рассмотреть наиболее важные видьс

мьииления, которые выделены в психологии и с которыми мы по

стоянно имеем дело при обучении математике.

В книге С.Л. Рубинштейна "Основы общей психологии" чи

таем: "Мышление человека включает в себя мыслительные опе

рации различных видов и уровней... Специфические особенности

различных видов мышления обусловлены у разных людей прежде

всего специфичностью задач, которые им приходится разрешать;

они связаны также с индивидуальными особенностями, которые у

них складываются в зависимости от характера их деятельности.

В психологии распространена следующая простейшая и несколько

условная классификация видов мышления: наглядно-действеннос,

ногляоно-обрагное и С.f1,овесно-.л.огu'Ч.еС'll:ое [теоретическое} мыш

ление" [12. С. 334].
Охарактеризуем отдельно каждый из данных видов мышления.

В.П. Зинченко и Н.Ю. Вергилес о ногмядно-дейетвенном мыш

лении пишут следующее: "При наглядно-действенном мышлении

формируются такие мыслительные операции, как постановка це

ли, анализ данных условий, соотнесение результатов цреобразо

ваний с поставленными целями и т.п, Его основная особенность

заключается в том, что объектом непосредственных мысленных

преобразований служит реальвая ситуация. Эта форма мышления

является основной и первой ступенью для развития других форм

мыслительной деятельности" [4. С. 470].
Наглядно-действенное мышление рассматривается чаще всего

как наиболее характерный тип мыслительной деятельности у детей

дошкольного и младшего школьного возраста. Отметим при этом,

что наряду с наглядно-действенным в этот период развиваются и

другие виды мышления.

Вот что ПО этому поводу пишет Б.А. Сосновский: "...ваглядпо
действенное мышление может иметь место только в том случае,
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если ребенок непосредственно воспринимает предмет и совершает с

ним практические действия. Решение задачи происходит на основе

реального преобразования ситуации или предмета".

Можно выделить следующие основные характеристики нагляд

но-действенного мышления:

1) основой для процесса формирования наглядно-действенного

мышления СЛУ2КИТ реальная ситуация; этот вид мышления форми

руется в процессе реального преобразовання ситуаций или предме

тов,

2) в процессе наглядно-действенного мышления учащайся непо

средственно воспринимает предмет и совершает с ним практиче

ские действия,

3) при формировании наглядно-действенного мышления основ

ные приемы мыслительной деятельности (анализ, синтез, сравне

ние, обобщение) осуществляются как првктические действия.

За последние годы накоплен существенный опыт развития на

глядно-действенного мышления при изучении геометрического ма

териала в начальной школе. В книге "Методика обучения гео

метрии" [61 описан такой опыт, накопленный Н.С. Подходовой в

Санкт-Петербурге, а также В.А. Павчищивой в Томске. Вместе с

тем, предстоит сделать очень много, чтобы понять суть наглядно

действенного мышления и организовать его формирование и ис

пользование на уроках математики. В этом процессе, например,

при изучении геометрии чрезвычайно важно сформировать у уча

щихся зрительные образы основных геометрических фигур и дать

им первые представления об их изображении.

Перейдем к рассмотрению наглядно-обрвеного вида мышле

ния. А.Б. Сосновский разграничивает первый и второй вид мыш

ления следующим образом: "В отличие от наглядно-действенного

мышления человек оперирует не самим предметом, а элементами

его образа, которые могут быть представлены в виде рисунка, схе

мы, модели или внутреннего психического образа объекта. Поиск

неизвестного осуществляется через выявление скрытых свойств,

связей и возможных преобразований элементов образа объекта.

Теперь, чтобы сложить самолет из отдельных частей, ребенку не

обязательно манапулировать с ними. Он может сделать ЭТО, рас-
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сматривая рисунок конечной фазы или опираясь на динамическую

картину последовательных преобразований своих представленвй о

желаемой цели" (9. С. 212].
О.К. Тихомиров отмечает: "...наглядно-образное мышление иг

рает важную роль в формировании у детей понимания процессов

изменения и развития предметов и явлений" (13. С. 91.
Имеется также большое количество исследований, посвящен

ных наглядно-образному мышлению, у И.С. Якиманекой: "По

скольку образное мышление рассматривалось в педагогической

психологии в основном лишь в генетическом плане -- как опре

деленная СТадия развития мышления, - это привело к недооценке

самостоятельной роли этой формы мьппления в умственном раз

витии учащихся. Не учитывалось, что образное мышление само

развивается, что оно является равноценной формой интеллекту-

альной деятельности, имеет довольно сложные формы проявления

и разнообразные функции" (16. С. 14].
А. Пуанкаре, анализируя особенности образного мышления,

подчеркивал, что оно является наиболее существенным СВОЙСТВОМ

человеческого мышления вообще. В частности, "...способность дей
ствовать в соответствии спредставлением, умение свободно опе

рировать образами рассматривается как одно из профессиоваль

но важных качеств, необходимых для овладения и успешного осу

ществления самых разнообразных видов деятельности" [10. С. 1121.
Не зря в течение последиих лет именно наглядио-образнос

мышление закладывается в основу изучения школьного курса гео

метрии,в то время как в течение предыдущих десятилетий были

попытки вывести на первое место элементы логического мышле

ния в отрыве от образного.

Все сказанное необходимо осмыслить для применения, напри

мер, в преподавании геометрии, черчения, рисования. Ясно одно,

что чертежу (рисунку) необходимо уделить больше внимания, чер

тежи должны быть большие и красивые, выполненные по специ

альным правилам. Так, в учебниках геометрии В.А. Гусева [1, 2]
чертежи даются исключительно в динамике, все проводимые по

строения никогда не выполняются на одиом чертеже. Уже этот

простой подход дает большой положительный эффект в восцрия-
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тии И усвоении учебного материала.

И.С. Якиманская пишет: "Систематизация исследований в дан

ной области позволяет выделить четьере эта1/,а функционирова

ния образного мышления: 1) создание переинного образа (на основе

векоторого наглядного материала), 2) создание вторичного обра

аа по памяти, 3) оперирование образяма и 4) творческое согдание

'Iшв'ы,х образов" 115. С. 12].
В соответствии с исследованиями И.С. Якиманской, опишем

четыре этапа наглядно-образного мышления.

"Ооэдание переинного образа на уровне чувственного воспри

ятия не является просто "мысленным фотографированием" реаль

ного объекта, "абсолютным" отражением его свойств. В образе за

крепляются те признаки объекта, которые воспринимающий субъ

ект считает (сознательно или неосознанно) самыми важными ...
...На следующем этапе образного мышления происходит созда

ние вторичного образа. Как правило, оно осуществляется по па

мяти (при отсутствии реального объекта восприятия или при со

звательном отказе от его использования в качестве наглядной опо

ры) ... В результате вторичный образ отражает признаки уже цело

го класса объектов, т.е., по существу, приближается к понятию...
...На третьем этапе оперирования образами происходит актив

ное преобразование созданных или воспроизведенных по памяти

образов. Направление и способы этих преобразованвй задаются

проблемной ситуацией (требованиями задачи) и личными установ

ками воспринимающего субъекта... Это означает, что на этом этапе

речь не идет о создании новых образов ~ они все те же, только ме

няются комбинации составляющих их элементов ...
...На этапе создания нов'ых образов мысленное оперирование

образами может стать как бы "самоцелью". Образы преобразуются

ПОД влиянием некоторых ассоциаций, аналогий и т.п, В результате

рождаются новые образы, обладающие часто совершенно неожи

данными качествами. В этом случае можно говорить об образном

воображении" [15. С. 12~141.
Итак, мы рассмотрели обширный материал о двух видах мыш

ления - наглядно-действенном и наглядно-образном для того, что

бы понять сущность и важность этих видов мыслительной деятель-
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ности В процессе математического образования. Приведем некото-

рые примеры, связанные с использованием этих видов мышления

при обучении геометрии в школе.

Прежде всего, отметим, что во-первых, очень трудно прове

сти четкне границы между ваглядно-действенным и наглядно

образным мышлением, а во-вторых, нелегко разграничить этапы

функционирования самого наглядно-образного мышления, указан

ные выше. Совершенно ясно, что при наглядно-действенном мыш

лении и на первых этапах формирования наглядно-образного мыш

лення у учащихся должны сложиться наглядные представления о

различных геометрических фигурах, а также умения выполнять

простейшие чертежи, на которых эти фигуры будут изображать

ся.

Не так давно, анализируя систему обычных учебных задач при

изучении курса геометрии в основной школе, пришлось констати

ровать тот факт, что в подавляющем большинстве существующих

учебников по геометрии основные понятия формируются плохо.

Так, например, иногда система задач по этой теме начинается с

задач о СВОйствах средней линии трапеции, что, конечно, довольно

странно. Безусловно, у ученика прежде всего должен быть сфор

мирован образ траnеции, причем практика показывает, что он дол

жен представлятъ, по крайней мере, два вида трапеции: "высокую"

(рис. 1 а) и "длинную" (рис. 1 б).

б)

Рис. 1

Если образы этих видов трапеции у ученика не сформирова

ны, то возникают трудности при решении, например, задач тако-
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го вида: "В трапеции проведена биссектриса одного из ее углов ..."
Причем в условии задачи не обсуждается вопрос о том, какую из

сторон трапеции пересекает эта биссектриса. А ведь в случае, изоб

раженном на рис. 1 а), она пересечет боковую сторону трапеции

(рис. 2 а), а в случае, изображенном на рис. 1 б), биссектриса пе

ресечет верхнее основание трапеции (рис. 2 б).

Кроме этого, уже применяя анализ, мы приходим к третье

:му случаю -- когда биссектриса совпадает с диагональю трапеции

(рис. 2 в). В геометрии имеется большое число задач на этот слу

чай.

Представляется, что это убедительный пример удачного ис

пользованвя наглядного образа при изучении свойств основных

геометрических фигур.

а) б)

Рис. 2

Приведем примеры, когда в школьном курсе геометриа доволь

но рано необходимо формировать "новые образы", например, скре

щивающихся прямых или трехгранного угла.

Существует метод, позволяющий в ряде случаев преодолеть

трудности, связанные с недостаточно развитым геометрическим

воображением учашихся. Он состоит в следующем: если простран

ственная конфигурация трудно воспрвнимается и не связана с кон-
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кретным геометрическим телом, то следует ее связать с каким

нибудь вспомогательным телом, например с кубом.

На рис. 3 а хорошо видно, что прямые l и m являются скрещива

ющимися. Убрали куб (рис. 3 б), и пространственная наглядность

исчезла -- мы видим пересекающиеся прямые l и тn на плоскости.

а)

Рис. 3
б)

Другой пример. Три луча l, m и n выходят из одной вершины

A 1 куба ABCDA1B1C1D1 (рис. 4 а). Ясно, что они представляют

собой ребра трехгранного угла. На рис. 4 б куба нет, поэтому кар

тина стала плоской. Чтобы увидеть на ней тот же трехгранный

угол, мы должны заставить свое воображение трудиться.

а)

Рис. 4
б)

Приведенные примеры полезно рассматривать в обратном по

рядке. Можно нарисовать рис. 3 б и 4 б и спросить: какие фигуры

изображены на этих рисунках и какими свойствами они обладают?

Можно себе представить радость ученика, если он сам или с по-
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мощью учителя догадается рассмотреть" вспомогательный '/\,уб" и

получить рис. 3 а и 4 а.

Необходимо продолжать исследования цроблем, связанных с

развитием у учвщихся наглядно-действенивого и наглядно-образ

ного видов мышления при обучении геометрии, так как от этого

во многом зависит успех геометрического образования в целом.

Перейдем к рассмотрению третьего вида мышления - С...lwвес'ШJ

л.О2wчеС1l:020 [теоретического]. Б.А. Сосновокий по этому по

воду пишет следующее: "Данный вид мышления характеризуется

еще более глубоким отрывом мышления от реального объекта. Че

ловек аачинвет оперировать понятиями и логическими конструк

ццями, функционирующими на базе языка. Он овладевает основ

ными логическими операциями мышления, которые становятся его

внутренними мыслительными операциями, К ним относятся ана

лиз, синтез, сравнение, обобщение, абстрагнровавие, конкретиза-

ция" [9. С. 212].
Парадокс заключается в том, что если по наглядно-действенно

му и наглядно-образному видам мышления все же имеются доволь

но убедительные исследования, то по поводу словесно-логического

мышления, которое пронизывает все обучение математике в шко

ле и вузе, чрезвычайво мало исследований, которые бы могли дать

практические рекомендации при обучении математике.

Необходимо тщательно исследовать возможности Формирова

ния словесно-логического мышления при изучении математики на

разных этапах изучения курса, в разных аспектах его дифферен

цированного изучения.

Можно привести еще одну классификацию видов мышления,

которая довольно близка к приведенной выше. ЭТО классифика

цИЯ Ж. Пиаже, в основании которой лежат возрастные рамки и

возрастные особенности учащвхся.

Ж. Пиаже выделяет следующие стадии развития мышления:

"1) сенсомоторное М:Ы'ШJl.еu'uе (ДО 2-х лет);

2) доопераиионное (до 7 лет);

3) конхретные оиераиии или операиионные грцппировки (ДО 12
лет) ;

4) Фор.м(J.!/,'Ь'Н:ые оnера'Ц'ии или фор.w.а.л;Ь1-tое мьсияление (до 16
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лет)" [7. С. 205j.
Мы видим, что предложенная классификация Пиаже, с ОД,НОЙ

стороны, довольно похожа на предложенную выше, а с другой =0

роны, напрямуюсвязана с возраствымиособенностями.Кроме то

го, Ж. Пиаже и его сторонникинакопили интересныйматериал о

развитиимышления (интеллекта]на первых годахжизни ребенка:

20% интеллекта он приобретает к концу первого года жизни, 50% 
к четырем годам, 80% - к восьми годам, 92% закладывается до 1:~

лет. Это доказывает, что уже в таком возрасте возможна высокая

предсказуемость будущих достиженнй человека, его индивидуаль

ных особенностей.

Психолог Я.А. Пономарев [8. С. 42] считал, 'ГГО пик интел

лектуального развития достигается уже в 12 лет, но его нельзя

смешивать с пиком творческой продуктивности, который наступа

ет много позже, так как высокая продуктивность невозможна без

большого багажа знаний, жизненного опыта, целеустремленности

и ряда других качеств, которыми еще не обладает подросток.

Из всего сказанного ясно одно: мышление формируется и разви

вается очень рано. Нам представляется, что мы полностью не оце

нили этой ситуации, в частности, обучение математике в начальной

школе должно включать в себя не какой-либо дополнительный ма

териал, не соответствующий возрастным особенностям учащихся,

а должно обязательно содержать материал, который формирует и

развивает мыслительную деятельность учащихся. Мы не призы

ваем к увеличению объема изучаемого материала, а считаем необ

ходимым создание соответствующей системы задач и технологии

обучения.

Помимо видов мышления, рассмотренных выше, в психоло

гии выделяют интуитивное, теоретическое, практическое, крити

ческое, творческое, дивергентное, конвергентное и другие виды

мышления, Материал по этим видам мышления часто очень проти

воречив и иногда плохо согласуется с процессом математического

образования.

Рассмотрим более подробно теорчесзеое мы/имение, Т.К. имен

но оно самым непосредственным образом связано с процессом ма

тематической деятельности.
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Характеризуя творческое мышление, Б.А. Сосновский отмеча

ет: "Существует подход, при котором критерием творческого мыш

ления считается создание человеком новых продуктов, обладаю

щих общественной значимостью (объективная новизна). Если с

этим согласиться, ТО подавляющая часть людей окажется в группе

"нетворческих", Более правомерно рассматривать новизну резуль

тата по отношению к самому мыслящему человеку (субъективная

новизна). Но и этот критерий не отражает всех аспектов творче

ского мышления, так как не касается особенностей процесса мыш

пения" [9. С. 2151.
Безусловно, творческая деятельность, творческое мышление

игракуг огромную роль в разлнчных аспектах математического об

разования. В этом направлении большой интерес представляют ис

следования польского математика и педагога М. Клякля: "С одной

стороны на математику можно смотреть как на некие "готовые

знания", которые проявляются как набор теорий, понятий, теорем

и их доказательств, примеров, алгоритмов и т.п ... Читая такие ис

следования, мы часто увлекаемся красотой, сжатостью, простотой

логической конструкции этого "готового здания математических

знаний".

Иногда, к сожалению, именно только такие знания, такая ''1'0'1'0

вая математика"преподаетсяв школе для заучиваниянаизусть...
Но у математики есть и другое воплощение, другой облик, ко

гда эта наука понимается как некая тонкая, специфическая интел

лектуальная деятельность, результатом которой и является "гото

вая математика".

По крайней мере, эти два воплощения математики надо уметь

различать, если мы хотим охарактеризовать творческое мышление

в области математики" [5. С. 341.
в заключение приведем выделенные М. Клякля виды творче

ской математической деятельности, т.к., на наш взгляд, они созда

ют наиболее полную и ясную картину творческого вида мышления,

о котором, как это ни странно, математики говорят очень мало.

1) К первому виду творческой математической деятельности

:\1. Клякля относит выдвижение гunomез и их проверкп]: "Самой

важной характеристикой творческой математической деятельно-
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сти, связанной с выдвижением гипотез, является попимание учени

ками того, что разнообразные эмпирические действия, такие, как,

например, вычисления или использование рисунков, конкретных

моделей или рассуждений по аналогии, могут давать право лишь

на выдвижение гипотез. Развитие такого понимания требует созда

ния таких ситуаций, чтобы в момент, когда учащиеся убеждены в

том, что все происходит "несомненно так, как видно", оказалось бы,

что это не так. Именно такие ситуации порождают некую осторож

ность и ведут к образованию подхода, свойственного математикам:

пока у меня нет доказательства, я могу выдвинуть ТО;1ЬКО гипоте-

зу" [5. С. 53J.
2) Существенную роль в творческой математической деятель

ности играет творческое восприятие, переработка u испольэова

'Ние ·unфор-м.аv,u·u. "Творческое восприятие информации заключа

ется в отборе среди многих, одновременно воспринимаемых фак

торов, такого их множества, которое дает возможность их преоб

разовавия в новую информацию, которая становится элементом

знаний нового качества. В свою очередь, нестандартное использо

вание приобретенных знаний, например в других, НОвых задачах,

является также характерным СВОЙСТВОМ для каждого творчества,

в особенности математического" [5. С. 55].
3) К третьему виду творческой математической деятельности

М. Клякля относит перенос (траnсферт) метода: "Исходной точ

кой третьего вида творческой математической деятельности явля

ется векоторая проблемная задача. Учащиеся сами или с помощью

учителя находят ее решение, которое опирается на какую-то НОВУЮ

идею. Анализ этой идеи позволяет выделить из нее основу, отбра

сывая несуществениые обстоятельства. Это ведет к осознанию уча

щимися целого класса задач, для решения которых можно приме

нить полученную идею решения. Для этого класса задач исходный

замысел (идея) является надежным методом их решения. Получен

НЫЙ таким образом метод действия можно попытаться применитъ

в других ситуациях, вводя необходимые существенные модифика

ции в предложенный метод. Эти задачи могут быть более общими

или только похожими на ИСХОД,ную проблему, Это могут быть так

же частные или предельные случаи.
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в геометрических задачах применение этого ВЦП,а творческой

математической деятельности часто сводится к повышению (или

повижению) размерности (например, переход из плоскости в про

странство)" [5. С. 56].
4) Последним, но очень важным видом творческой математвче

ской деятельности учащихся является дuсv;unл'uuа u ~uт'u'Ч,ttOст'ь

мыисления. "...она направлена на преодоление конфликта между

требованиями формального мышления и другими его аспектами,

например, интуицией, внушением, моделью или частным случа

ем, которые мы используем в рассуждениях. Особенно этот вид

творческой математической деятельности проявляется в ситуации,

когда в рассуждениях (например, в доказательствах) надо пользо

ваться новыми для учащихся определениями, активно реагировать

па поянляющисся противоречия, контролировать свои либо чужие

рассуждения как с логической, так и с математической точек зре

ния" [5. С. 561.
О.К. Тихомиров показал, что спецификой творческого мышле

ния является "...самостоятельное формирование личностью по хо

,JY мыслительной деятельности новых целей, гипотез, планов, оце

нок и других новообразований. Под их влиянием исходная цель,

сформулированная в вопросе, многократно преобразуется в соот

ветствии с результатами анализа условий задачи. Поиск идет в раз

личных направ ..лениях. Такое мышление именуется дивергентным,

в противоположность конвергентному, когда человек ограничив а

ется одним вариантом решения' [13. С 231.
в своем высказывании О.К. Тихомиров говорит о двух, очень

важных видах мышления: дивергентном и конвергентном. Следу

ет отметить, что исследованию этих типов мышления посвящено

большое количество работ зарубежных психологов, ВОТ что по ЭТО

му поводу написано в "Большом толковом психологическом слова

ре" А. Ребера: "... дивергентное .МЪИ1J,ленuе ... характеризуется про

цессом "движения в разных направлениях", расхождевнем идей с

тем, чтобы охватить различные аспекты, имеющие отношение к

данной проблеме. Такое мышление часто связано с творчеством,

так как оно вередко дает новые идеи и решения...
... Конвергентное МЪИIмеuuе ... характеризуется сведением вме-
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сте или синтезом информации и знаний, сосредоточением на реше

нии проблемы. Такое мышление часто связано с решением задач,

особенно с проблемвми, которые имеют только одно правильное

решение" [11. С. 4691.
Сформулируем для полноты картины еще одну точку зрения·

Дж. Гилфорда: "Дивергентное мышление - процесс создания ори

гинальных и необычных идей с помощью многовариативного по

иска решения проблемы" [17. С. 341.
Представленное краткое описание самой сущности творческого

мышления и его разновидностей (дивергентного и конвергентного

мышления) показывает, что эти виды мышления, а особенно их

применение, чрезвычайно характерны практически для всех видов

математической деятельности.

В книге "Психолого-педагогическве основы обучения матема-

тике" написано, что "...формирование дивергентного мышления не

идет само собой, тем более что "командный стиль обучения", кото

рый преобладал (да и преобладает еще) в системе мвтематическо

го образования, вовсе не способствует развитию такого мышления.

Этим вопросом следует специально заниматься" [~~. С. 50].
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О методологических проблемах преподавания элементов

комбинаторики и теории вероятностей студентам

гуманитарных специальностей

С.Н БЫ'Ч,1\.ов

Новыми образовательными стандартами элементы комбинатори

ки, статистики и теории вероятностей включены в обязательную

программу средней школы. Теория вероятностей довольно суще

ственно отличается от геометрии и других разделов школьной про

граммы, поэтому сложные методологические проблемы, сопровож

давшие эту научную дисциплину на всем пути ее исторического
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развития, становятся весьма актуальными для преподавания ее

учащимся, не обладающим неординарными математическими спо

собностями.

В том, что эти проблемы действительно нетривиальны, можно

убедиться хотя бы на примере переписки между А.Д. Александро

вым и А.Н. Колмогоровым в связи с подготовкой основополож

ником современной теории вероятностей статьи [11 для сборника

"Математика, ее содержание, методы и значение".

Хотя выдающийся специалист в области теории вероятностей

А.Я. Хинчин и написал в своем отзыве на первый вариант статьи,

что "написанная на очень высоком научном уровне, без всяких ски

док на неподготовленностъ читателя, она в то же время доступна

пониманию широкого круга лиц, иптересующихся математикой"

[2. С. 111], ответственный редактор книги АД. Александров, об

ласть научных интересов которого не была связана пепосредствен

но с этой дисциплиной, пришел к другому мнению. Приэвавая, что

статья "Вероятность" в БСЭ по простоте и, вместе с тем, глубине

изложения не имеет себе равных, в отношении статьи дня сборника

написал прямо противоположное: "В настоящем ее виде Ваша ста

тья трудна, и с ее появлением может даже создаться представле

ние, будто основы теории вероятностей и нельзя понять « простому
смертному»" [Там же. С. 1121.

Следует отдать должное ответственному редактору, который

нашел возможность смягчить суровую оценку: "Для того, чтобы

Ваши глубокие и важные, а вместе с тем, простые идеи стали до

стоянием возможно более широкого круга читателей, я просил бы

Вас перестроить Вашу статью с тем, чтобы, начав с указания на

объективный характер статистических закономерностей, дав крат

кую характеристику субъективизма, сразу перейти к указанию на

связь явления с условиями и развернуть Ваше понимание веро

ятности, чтобы оно не затерялось за детерминистической схемой

или какими-либо выкладками. В соединении глубины с простотой

изложения Ваша статья станет лучшим украшением нашей моно

графии" [Там же. С. 1121.
В ответе на высказанные замечания Андрей Николаевич согла

сился пояснить на примерах понятия случайной величины, мате-
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матического ожидания и дисперсии, а также более подробно из

ложить ряд других важных моментов, но вместе с тем высказал

сомнения по поводу принципиальных методологических вопросов;

"Менее ясен ДЛЯ меня вопрос о перестройке всей статьи и отказе 0'1'

того, чтобы вводять вероятностныесхемы путем противопоставле

ния их детерминистическим...
Основнаятрудностьпри освещениифилософскихвопросовтео

рии вероятностейначинаетсяс ясного изложенияи диалектическо

го объединениядвух положений:

1. Существует объективная случайность.

2. Не существует ничего абсолютно случайного.

Я понимаю, '1'1'0 с точки зрения отстаиванияправа на существо

вание теории вероятностей (а, как Вы знаете, эта тема не совсем

беспредметна] наиболее существенно первое. Но мне представля

ется, что в сколь угодно популярной статье необходимо говорить

об обеих сторонах дела" [Там же. С. 113J.
Расхождение в оценках узловых вопросов двух крупных мате

матиков - специалиста в области стохастических методов и неспе

циа.ниста - не случайно, "Интерпретационная схема, предложенная

Колмогоровым в 19;~3 г., - пишет известный исследователь в обла

сти фидософско-меroдологичееких цроблем теории вероятностей

А.А. Григорян, - не разъясняла, почему приложевне теоретико

мерной теории вероятностей к решению естественнонаучных про

блем должно давать хорошие результаты, однако удивительным

образом рецепт применения, предложенный Колмогоровым, нико

гда не подводил. Поэтому в течение нескольких десятилетий по

сле создания аксиоматики основные усилия ее сторонников были

сосредоточены на получении далеко идущих математических ре

зультатов, в то время как проблема обоснованности цримевений

стояла на втором плане" [3. с. 395--396J.
В работе [11 А.Н. Колмогоров впервые "вполне определенно ста

вит и пытается анализировать онтологические и гносеологические

проблемы, связанные с определением понятий случайности и необ

ходимости, со статусом вероятностных и статистических законо

мерностей в структуре реальности" [3. с. 397].
С такого рода проблемамв сталкиваются и студенты тех гума-
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ннтарных специальностей, в профессновальной подготовке кото

рых существенная роль отводится изучению статистических ме

тодов (речь идет о психологах, социологах и политологах}. Еще

более важны подобные проблемы для преподавателей математи

ки. Без отчетливого понимания их сути едва ли можно надеяться

добиться у учащихся понимания статистических утверждений, на

что ориентируют педагогов принятые образовательные стандарты

школьного образования. Наработанные в преподавании студентам

естественно-научных и технических специальностей методики изу

чения статистических методов, основанные на вепосредственном

использовании языка современной теории вероятностей, вряд ли в

состоянии помочь в решении этой задачи.

Констатация этого факта содержится в написанной около два

дцати лет назад работе [41. Анализ знаний повышавших свою ква

лификацию выпускников технических и экономических вузов по

казал, что, спус;тя определенное время после изучения курсов тео

рии вероятностей и математической статистики, "имевшиеся (и то

далеко не у всех) представления о способах постановки и проверки

статистических гипотез не шли далее небольшого набора рецептур

ных схем без какой бы то ни было связи с условиями применимости

тех или иных критериев" [4. С. 541. Рекомендуя далее для преодо

ления указанных недостатков при формальном изложении теории

вероятностей в технических вузах аксиоматику А.Н. Колмогорова,

автор замечает, что "непосредственное использование этой аксио

матики в учебном процессе может... повлечь за собой определен

ные неудобства, особенно в тех случаях, когда речь идет о курсах

прикладнойнаправленности"[Там же. С. 591.
Именно такую направленность имеют курсы статистическнх

методов для студентов вышеназванных гуманитарных специально

стей. При этом следует иметь в виду, что даже сугубо формальное

усвоение рецептов теории вероятностей студентами технических

и экономических специальностей, ставящееся им в вину, едва ли

достижимо их ''более гуманитарными" коллегами, поскольку боль

шинство из них еще со средней школы испытывает неприязнь к чи

сто алгебраическим выкладкам, не подкрепленным содержатель-

ными представления ми из их собственной предметной области.
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Абстрактно-дедуктивное изложение вероятностно-статистических

методов не препятствует самым сильным в математическом отно

шении студентам-гуманитариям усваивать необходимые формаль

ные рецепты, но даже они теряются при ответах на самые простые

вопросы качественного характера.

Автор настоящей статьи на протяжении десяти лет читал курс

"Математическое моделирование политических процессов" студен

'гам-политологам PГГ~T, взяв изначально за основу замечатель

ное учебное пособие [51 для студентов естественных специально

стей университетов и пединститутов. Выбранная В.Н. Тутубали

ным последовательность изложения позволяет следующим обра

зом построить вероятностную часть математического курса для

политологов в соответствии с принципом нисхождения от общего

к частному:

элементы комбинаторики -+ основныетеоремы элементарной

теории вероятностей --t испытанияБернулли - .... числовые
характеристики случайной величины ~ формула

Муавра-Лапласа ~ предсказание исхода выборов на основе

социологических опросов.

Перенос акцента с локальной на интегральную формулу Му

авра-Лалласа позволяет при данном способе изложения избежать

громоздких выкладок, связанных с формулой Стирлинга. Наибо

лее сложной в техническом отношении оказывается на этом пути

формула дисперсии суммы для независимых случайных величин,

однако и она усваивается наиболее подготовленными студентами.

Вместе с тем, даже таких студентов после изложения соответству

ющего общего материала ставит в тупик вопрос: во сколько раз

больше нужно опросить респондентов для повышения точности

прогноза исхода выборов с 3% до 1%?
Возможно, преподаватель и рад был бы услышать естествен

вый с точки зрения "здравого смысла" ответ: "В три раза", что

бы продемонстрировать оправданность предшествовавшах длин

ных вычислений с дисперсией для обоснования правильного отве

та, но надежда на это невелика. Ожидающие подвоха в вопросе

преподавателя студенты могут сказать: "В десять раз", или: "В сто
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раз", или даже: "Во много раз", но вероятность услышать числа "3",
а тем более "9", немногим больше нуля.

Вывод напрашивается сам собой: логическая убедительность

утверждений математической теории вероятностей не связана на-

прямую с пониманием причин удивительной эффективности ее ме

тодов в приложевнях. Это обстоятельство отмечал и В.Н. Тутуба

лин, сравнивая естественно-научное и формально-математическое

определения испытаний Бернулли: "Старое определение не вполне

ясно, но с его помощью можно узнавать, в каких конкретных ситу

ациях речь идет об испытаниях Бернулли. Испытаниями Вернул

ли будут, например, бросания монеты (герб -- успех), стрельба в

цель нескольких одинаково метких стрелков (попадание - успех),

наблюдения за погодой, проводимые в данный день... каждого го

да (дождь - успех, нет дождя - неудача). Определению испытаний

Бернупли не будут удовлетворять бросания по-разному искривлен-

ных монет (от бросания к бросанию меняется вероятность успеха),

стрельба в цель при наличии корректировки (нет независимости

результатов отдельных выстрелов и постоянства вероятности успе

ха), наблюдения за погодой в последовательные дни одного года

(нет независимости)" [5. С. 35-36]. Хотя абстрактноеопределение

"ясно и удобно для математическихвыводов, но, если строго им

ограничиться, то оно совершенно не дает пути применення схемы

Бернулли" [Там же. С. 36].
Следует отметить, что вопрос касательно зависимости между

точностью опроса и количеством респондентов не является вто

ростепенным для теории вероятностей. Говоря о пропорциоивль

ности точности действия вероятностных закономерностей корню

квадратному из числа наблюдений - "законе квадратного корня из

n", Колмогоров упоминает о его толковании (в связи с работами

П.Л. Чебышева) даже как основном законе теории вероятностей [1.
С. 266]. Это замечание А.Н. Колмогорова может быть использова

но для такого построения курса "Математическое моделироввине

политических процессав", при котором изложение в целом будет

подчинено выработке интуитивного понимания этого закона,

Главной методической трудностью на этом пути оказывается

использование понятия дисперсии случайной величины. Если вво-
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ДИТЬ его обычным способом, т.е. посредством абстрактного опре

деления, то прежние проблемы формального "понвмавия' (или,

что то же самое, - неповимаявя), останутся. Если бы эта число

вая характеристика естественным образом возникала при анализе

проблемы точности опроса, то это существенно бы упростило по

нимание учащимвся процесса моделирования.

К счастью, подобная возможность существует. Идея для ее ре

ализации содержится в гл. 6 книги [61. для геометрической интер

претации испытаний Бернудли в виде случайного блуждания на

прямой полезна замена значения О числа благоприятных исходов

в каждом отдельном испытании на -1. На языке политологииэто

означает, что вместо подсчета абсолютногочисла голосов за кан

дидата вычисляетсяперевес одного из кандидатов по отношению

к другому", Для упрощениявыкладокдалее достаточно рассмот

реть случай р = q = 1/2 (интуитивно очевидно, что закон корпя

квадратногоиз n не зависит от величины параметра р).

Среднюю величину модуля суммы результатов отдельных ис

пытанвй'
(1)

оценить сложно (не ясно, как даже к этому подступитъся С помо

щью стандартных средств школьной алгебры), поэтому естествен

но вместо величины (1) попытаться оценить среднее значение ее

квадрата:

(Х1 + Х2 + ХЗ + х4) 2 = Xl + xi + Хl + xl+
+2X1X2 + 2Х1Хз + 2Х1Х4 + 2Х2ХЗ + 2Х2Х4 + 2ХзХ4 ·

(2)

Каждое из первых четырех слагаемых равно 1 (уже здесь проявля

ется преимущества замены стандартного бернуллиевского слагае

мого симметричными значениями). Следующие шесть слагаемых

распределены по тому же самому закону, что и X 1 (и здесь нали

цо преимущество с вычислительной точки зрения по сравнению с

1Для второго тура голосования это совершенно естественно.

2Студенты-гу~аНИТ"dРИИ не любят использования символов суммирования

для произвольнога числа слагаемых, поэтому достаточно рассм=реть случай

n=~ .
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несимметричными значениями О и 1). Поэтому среднее значение

случайной величины (2) равно, как легко видеть, 4.
Само собой разумеется, что для произвольного числа n прого

лосовавших квадрат величины перевеса первого над вторым для

равных по популярности кандидатов равен n (необходимость из

влечения квадратного корня из этой величины, дающего оценку

перевеса одного кандидата над другим, вытекает из "соображений

размерности"). При этом важно, что здесь не предполагается дока

зательство общей теоремы о среднем значении двух независимых

случайных величин.

Погрешность оценки популярности кандидата на основе опроса

общественного мнения может быть далее найдена по классическо

му образцу [7. С. 112-113].
Конечно, приведенного анализа формально недостаточно для

проверки статистических гипотез о корректности проведения вы

боров с точки зрения их согласованности с результатами предва

рительвых опросов общественного мнения. Но последующий путь

с использованием нормального приближения биномиального рас

пределения связан с трудностями сугубо аналитическогохаракте

ра, не имеющими отношения к стохастической природе "основно

го закона теории вероятностей". Это будет лишь количественпым

уточнением хорошо усвоенного качественного результата. Полу

ченный же элементарными "вероятностно-а.пгебраическими"сред

ствами "закон квадратного корня из n" для погрешности популяр

ности кандидата будет тем ключевым примером из специфической

предметной области, на базе которого естественно Формулируются

(и в некоторых случаях доказываются) универсальные утвержде

ния теории вероятностей, уже не связанные с политологией.

Ход изложения будет, таким образом, уже не нисхождением от

общего к частному, а, наоборот, восхождением от частного к об

щему. Общие законы теории вероятностей получают тем самым

предметный характер. Но в таком случае и вводный раздел, со

держащий основные правила комбинаторики, необходимо излагать

подобным же предметным образом".

1Демократические процедуры в Древней Греции, как известно, проводи

лись при помощи псефосов.
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Правило умножения комбинаторики лучше с этой точки зре

ния излагать без использования понятия декартова произведения

множеств, взяв, например, следующий его вариант: "Если предме

ты первого типа можно выбрать 'т способами, а после каждого

такого выбора предметы второго типа1 можно выбрать одним и

тем же числом k способов, то последовательный выбор предметов

двух типов можно осуществить mk способами'.

Для доказательстварисуетсятаблица из m строк и k столбцов,

в клетки которой выкладываются поочередно пары предметов в

фиксированном порядке '. После заполнения всех mk клеток мы

имеем в наличии все возможныеупорядоченныепары предметов

двух типов.

Аналогичнымобразом излагаютсяправило сложения комбина

торики, формулы числа размещенийпредметов (с повторениямиИ

без повторений), перестановоки сочетаний. Этого достаточнодля

"предметного" же изложения формул элементарной теории веро

ятностей и схемы Бернулли.

В результате все изложение статистического моделирования

процедуры предсказания исходов будущих выборов становится

максимальнонаглядными органичнымобразом согласуетсяс про

цедурами формированиярепрезентативныхвыборок.
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Однородные супермноro06разия над грассманианом

СГ4 ,2 1

А.л. ОниЩU1\:

Введение

В работе рассматривается следующая задача: для заданного ком

плексного флагового многообразия М = G/ Р, где G -- полупростая
комплексная группа Ли и Р - ее параболическая подгруппа, опи

сать с точностью до изоморфизма все однородные комплексные

супермногообразия (М, О), имеющие М в качестве своей редук

ЦИИ. Эта задача была поставлена Ю.И. Мвнивым в книге [4] в слу

чае, когда М = Gr4,2 - грассманиан 2-плоскостей в С4 . Мы также

изучаем здесь только этот частный случай.

Мы решаем задачу при существенных ограничениях на пред

ставление 'Р подгруппы Р, определяющее ретракт суцермногообра

зия (М, О). В расщепимом случае (т.е. в случае, когда (М, О) изо

морфно своему ретракту) решение дается для всех вполне приво

димых представлений 'Р (см. теорему 4), а в нерасщепимом случае

предполагается, что 'Р нецриводимо. Мы доказываем (см. теоре

му 6), что при этом предположении существует лить одно нерас

щепимое однородное комплексное супермногообразие с редукцией

Gr4,2 - это так яазываемый П-симметрический суперграссманиан

П Gr414,2i2' построенный в [4]. Наши методы првменвмы также в

случае, когда 'Р вполне приводимо, но нуждаются в существенной

модификации, если это условие не вьшолняется. Пrимеры, приве

денные в [41, показывают, что задача обладает решениями такого

типа. мы надеемся позже вернуться к изучению этого вопроса.

lPa60тa выполнена при поддержке РФФИ (грант ()4...01-00б47), а также
гранта ЮII-191О.2003.1.
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Для других флаговых многообразнй задача изучалась при бо

лее сильных ограничениях, например, когда фиксируется не толь-

ко Jv1, но и ретракт искомых супермногообразий (A-f, О), или когда

нечетная часть m размерности nlm =со dim(A-f, О) не превышает

заданяого числа (обзор некоторых результатов и публикаций см.

в [9]). Упомянем здесь только классификацию всех супермного

образий с ретрактом (М, [2), где 1\4 - произвольвсе неприводимсе

компактное эрмитово симметрическое пространство и О - пучок

голоморфных дифференциальных форм на М; и выделение од-

нородных супермногообразий этого вида (см. [6]). По-видимому,
методы, использованные в настоящей работе, позволят классифи-

цировать все однородные супермногообразия (А!, О) в случае, ко

гда А! -- пеприводимое компактное эрмитово симметрическое про-

странство, а представление 'Р, определяющее .ретракт, непрнводи

мо.

1. Предварительныесведения о супермногообразиях

МЫ рассматриваем здесь комплексно аналитические супермно

гообразия, т.е. Z2-градуированныеокольцованные пространства

(М, О), локальноизоморфныепарамвида (D, AF n (6, ... ,';т)), где

D -- областъ в СП и F n - пучок голоморфных функций В D (по-

дробности см. в [4]). Такой локальный изоморфизм отождеств

ляет стандартные координаты Xi, i =со 1, ... , n, в D и элементы

';j, j = 1, ... ,т, с некоторыми, соответственно четными и нечет

ными, локальными сечениями пучка О, которые называются чет

ными и нечетными локальными координатами на (М, О). Пучок

О называется cmpy-х;mури'Ы.М nУ'Ч:IИМ супермногообразия (А!, О).

Пространство М обладает естественной структурой комплексного

многообразия размерности n (см. ниже) j оно называется реду-х;и;u

ей супермпогообразия ии, О). Пара nlm называетсяразмерностью

супермногообразия(М, О). Простейшийспособ получить суперм

ногообразие ~остоит в следующем. Пусть (М, F) - комплексное

мвогообразие размерности n и Е -t М - голоморфвое векторное

расслоение ранга т, Тогда. пучок Е голоморфных сечений расслое

ния Е есть локально свободный аналитический пучок на М, Пола-

гая О = к;е. мы получим супермногообразие (1'vf, О) размерно-
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сти nl'm. в качестве локальных координат на (М, О) можно взять

обычные локальные координаты X'i, ... , ХN В координатной окрест

ности на А! вместе с некоторым базисом сечений 6, ... ,~т пучка

Е над той же окрестностью. Супермногообразиеназывается рас

щеn'U.м.'ЫМ, если оно изоморфно супермногообразиютакого вида.

Структурныйпучок О расщепимогосупермногообразияобладает

;f..-градуировкоЙО = ElЭ11 :> О Ор, где Ор = Лj. Е. В дальнейшем мы

часто будем опускать нижний индекс F в обозначении внешних

степеней, тепзорных произведений и т.д, пучков F-lIIюдулеЙ.

Имеется важная конструкция, связывающая с произвольным

супермногообразнем (М, О) некоторое расщепимое супермногооб

разие. Пусть .:J с О - подпучок идеалов, порожденный нечетными

элементами. Рассмотрим фильтрацию

(1)

пучка О. Присоединенный градуированный пучок

grO = фgrрО,
р2'О

где grp 0= .:JP/з»:', определяет расщепимое супермногообразие

(Af, gr О). Действительно, gr О ~ Л:F Е, где F ,= groО - структур

ный пучок редукции м ,= (Nl, F), и Е = grl0. Очевидно, (М, О)

и (Аl, grO) имеют одну и ту же размерность. Супермногообразие

(1\1, gr О) называется ретрозетом супермногообразия (М, О).

Пусть (N/, 0)- произвольвое супермногообразие. Обозначим

через т =се Ver О пучок дифферевцировввийструктурногопучка

О; он называется1f,асаmелъ-н.'Ы-мПУ"Ч,1f,О-Мсупермногообразня(1111, О).
Касательный пучок обладает естественной структурой Z2-ГРаду

ировавного левого О-модуля. С другой стороны, его можно рас

сматривать как пучок комплексных супералгебр Ли относительно

градуированной скобки Ли

[n, v] = uv + (_l)p(U)p(U)+lvu. (2)

Сечения пучка Т (голо-морфн.'ые вееторные поля на (М, О») состав

ляют супералгсбру Ли 'О(Аl,О) = rU\.f, Т); она, конечномерна, если

м компактно,
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Сделаем теперь несколько замечаний, касающихся векторных

полей на расщепимых супермногообразиях. Если (1Vf, О) расщепи

мо, то Z-градуировка пучка О определяет естественную Z-гpaдy

ировку в пучке Т, превращающую его в Z-градуировавный пучок

сynералгебр Ли. Кроме того, Т можно рассматривать как локаль

но свободный аналитический пучок на комплексном многообразии

М. Действительно, F с О, и поэтому Т - пучок F-модулей, т.е.

аналитический пучок на 1\.1. Мы имеем следующую точную после

дователыiость локально свободных аналитических 'пучков на М

(см. [5]):

(3)

где е = 1JerF - касательный пучок многообразия М. Отобра

жение Q: - это ограничение дифференцврования пучка О на Е,

а i отождествляет каждый гомоморфизм пучков Е -* Л Е с его

продолжениемдо дифференцирования,равного нулю на Р, От

сюда выводится,что вналитвческийпучок Т локально свободен.

Значит, Т является пучком голоморфвыясеченийвекоторото (z
градуированного) голоморфкого векторного расслоения над М;

мы называем его cynер1Сасателъ'Н/ьш расслоением и обозначаем че

рез ST.
для определенияпонятия однородногосупермногообразиямы

используем классическийинфинитезимальныйподход, принадле

жащий С. Ли. Пусть заданы супермвогообразие (М, О) и точ

ка х Е М. Обозначим через mх максимальвый идеал локаль

ной сynералгебры Ох. Векторное суперпрострааствоТх(М, О) =
(mх/m;')* называется 7Cacaтe.п.ъ'Н'bI.М прострвнством к (М, О) в

точке х. Его четная часть Тх(М, 0)0 отождествляетсяс голоморф

ным касательным пространствомТх(М) = Т;'О(М), а нечетная

часть ТХ(М,О)I - с векторным пространством Е;, двойственным к

слою Ех векторного расслоения Е над М, связанного с ретрактом.

Мы имеем естественное линейное отображение сух : tJ(M,O) ->

Т,,(М,О). В случае, когда М компактно, мы будем говорить, что

сynермногообразие(М, О) однородно, если отображениееу", сюръ

ективнодля любой х Е М. Легко доказать (см. [111), что ретракт

о,цнородногосупеРА<шогообразия также является однородным су-



ОE1ИIЦJ{К А.Л. Однородные супермногоо6разия над грассманианом Gr4,2101

пермвогообразием. Пусть (М, О) - расщепимое супермногообра

зие, связанное с векторным расслоением Е ---+ М, и пусть Н - од

носвязная комплексная группа Ли, алгеброй Ли которой является

n(M, 0)0' Если (М, О) однородно, то Е - Н-однородное векторное

расслоение, т.е, на Е существует голоморфное действие группы

Н автоморфизмами векторного расслоения, индуцирующее тран

зитивное действие на .NI. Кроме того, двойственное однородное

векторное расслоение Е* порождается своими глобальными голо

морфными сечениями. Обратно, любое однородное голоморфное

векторное расслоение Е ---+ М, такое, что М компактно и что Е*

порождается глобальными голоморфвымя сечениями, определяет

расщепимое однородное супермногообразие (М, Л О) (см. (11)). На
пример, пусть Е = Т(М)* - кокасательное расслоеиве компактно-

го комплексного однородного многообразия М. Тогда касательное

расслоение Е* = Т(М) порождается глобальными голоморфными

векторными полями. Таким образом, расщепимое супермногооб

разве (_М, П), где П - пучок голоморфных Форм на М, является

однородным.

Предположим, что задано голоморфвое векторное расслоение

Е ---+ М над некоторым комплексным многообразием М. Рассмот

рим соответствующее расщепимое супермвогообраэие (М, Ogr), где
Ogr = ЛЕ. Возникает следующая естественная задача: класси

фицировать с точностью до изоморфизма все супермногообразия

(М,О) с ретрактом (M,grO) :::::: (M,Ogr) (все изоморфизмы су

пермвогообразийсчитаютсятождественвымяна М). Простейший

ответ на этот вопрос дается в терминах множества 1-когомологий

нчы,Aut(3)Ogr) со значениямив следующемподпучке пучка ав

томорфизмовпучка Ogr:

AUt(2)Ogr = {а Е AutOgr Iаи) - f Е .J2}.

А именно, теорема Грина [3) У'гверждает, что классы изоморфных

супермногообразай с ретрактом (M,Ogr) находятся в биективном

соответствиис орбитами естественногодействиягруппы автомор

физмов AutE нашего расслоения на H1(M, Aut(2)Ogr). В наших

работах [7, 8) была предложена интерпретация этого множества

неабелевых когомологий в виде множества Н1(К) 1-когомологий
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некоторого веливейного комплекса К, аналогичногоклассическо

му комплексу Дольбо, Множество Zl(K) 1-коциклов этого КОМ

плекса состоит из гладкихдифференциальныхформ z типа (0,1)
на М со значениями в векторном расслоении ЕВ >1 вт>, удовле-

р---

творяющихусловию fjz - ~ [z, zj = О, где [ , J- специальным образом

определенная операция на формах, связанная с (2).
Укажем одно примевевие этого комплекса. Пусть (М, О) - су

пермногообрвзие, Дейспьвие группы G на (М, О) - это по опреде

лению гомоморфизм Ф : G -+ Aut(M, О), где Aut(M, О) - группа

биголоморфных автоморфизмов супермногообразня (1\1, О) (рас

сматриваемого как окольцованное пространство). Если G -- веще
ственная или комплексная группа Ли, то действие предполагается

вещественно (соответственно комплексно) аналитическим в есте

ственном смысле. Любое действие Ф : G -+ Aut(1\,f, О) сохраня

ет фяльтрацвю (1) и индуцирует некоторое действие Ф : G -+

Aut(M,Ogr), сохраняющееZ-градуировкуструктурного пучка. В

этой ситуации мы говорим, что действие Ф поднимается до дей

ствuя Ф (или поднимается на (М, О)). Важной задачей явля

ется описание тех действий на (M,Ogr), которые сохраняют z
градуировку и поднимаются на (М, О). Заметим, что действие на

(М, Ogr), сохраняющее Z-граДУировку, определяет действие на со

ответствующем расслоении Е, а также на соответствующем КОМ

плексе К. Имеет место следующая

Теорема 1. Пусть задано а'Н,aJ!'Uщu'Чес'Х:ое действие Ф 'Х:ОМ·

nа'X:ffi'Н,ОЙ груnn'Ы, Ли G на расщепимом суnер.м.'Н,огооtfpaзu'u СМ, Ogr),
сохран.яю-щееZ-градyuров'Х:У. Обоэначим 'Через 1;;r 'l\;асатеЛ:Ь'Н,'Ьt:U nу

чох суnерм'Н,огообраз'u.я (M,Ogr). Пцсть (М, О) --суnерм'Н,огообра

з'uе с pempa'X:ffiOM (1\1,Ogr), соответствую-щее зада'Н,'Н,ому 'X:JIaccy

(Е [fl(K), Тогда

1) Ф поднимается 'Н,а (М, О) тогда и толъ'l\;О тогда, когда класс

( содержит. ne1WmO'fYbl/U C-и'Н,вариа'Н,т'Н,'ый 1СО'Ц'U'К:Л z Е Zl(K).

2) Если в этой ситуа'Ц'ии (М, О) нерасщепимо, то C-и'Н,вари

ситный 'l\;О'ЦU'К:Л в 'К:Лассе ( можно выбрать та", 'Чтобы

z= LZ2k,
k?,p
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где р ~ 1, Z2k ~ форма со еначениямн в вт>, причемформа Z2p

удовлетворяетуe.ttовuю {jZ2p = О и определяет ненулевои эяемент

пространства H1(M, ('Тp;r)2p)G.

Утверждение1) этой теоремы доказано в [101, а 2) доказывается
при помощи техники из [7, 81 и инвариантного интегрирования по

группе С.

2. Многообразие Грассмана и линейные представления

Мы используем стандартную технику корней полупростых ком

плексных групп ли и весов их линейных представлений (см., на

пример, [13]). Подробности о флаговых многообразиях ипарабо

лическнх подгруппах и подалгебрах см. в [11.
Пусть }'J '-сс Gr 4,2-- многообразие Грассмава двумерных подпро

странств в С4 . Хорошо известно, что связная компонента единицы

(Bih Апо в группе Bih]l.{ биголоморфных автоморфизмов много

образия М совпадает с образом стандартного действия группы

G = SL4(C) на нем. Это действие транзитивно, и соответствую

щая групповая модель однородногопространстваGr4,2 имеет вид

с;Р; здесь Р - подгруппа матриц вида (~ ~). где А, В, С 

матрицы размера 2 х 2 и (detA)(det В) = 1. Группа G не содер

жит собственных комплексных подгрупп Ли, действующих на М

транзитивно. Однородные векторные расслоения над А1 определя

ются голоморфными линейными представлениями подгруппы Р;

обозначим через Е'Р векторное расслоение, соответствующее пред

стввлению ер : Р --4 GL(E).
КомпактнаявещественнаяформаК = SU4 группы G действует

на 1\([ транзвтивно, и ее стационарная подгруппа L = К n Р есть

подгруппа матриц вида (~ ~), где А, В Е U2 И (det А) (det В) =

1. Таким образом, Gr4,2 -:::='к К!L.
При изученииоднородныхсупермногообразийс редукциейGr4,2

нам потребуется описание ковечномервых линейных представле

ний групп Р И С. Введем для этого следующие стандартные обо

значения:
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t = {diag(Xl' Х2, Хз, Х4)} (где Хl + Х2 + Хз +Х4 = О) - подалгебра

Картана алгебры Ли 9 = .514(С) группы а, состоящая из диаго

нальных матриц.

L\ - соответствующая система корней группы а.

В_ С G и Ь_ С 9 - борелевекая подгруппа и борелевская подал

гебра группы G и алгебры 9 соответственно, состоящие из нижних

треугольных матриц.

L\+ Э П - подсистемы положительных и простых корней из L\,
отвечающие борелевекой подгруппе В+ группы а, которая состоит

из верхних треугольных матриц. Имеем П = {al,a2, аз}, где а; =,

Xi - Xi+l,. i =е 1,2,3.
'Wl, 'W2, 'Wз - фундаментальные веса группы а; это базис решет

ки весов группы а, определенный формулами

Любой вес л группы G однозначно представляется в виде

где l1i Е Zj вес .л называется доминантным; если ai :::: О, i = 1,2, З.
Подгруппу Р можно охарактеризоватькак максимальнуюпа

раболическуюподгруппу группы а, содержащуюВ_ и отвечаю

щую простомукорню а2. Соответствующаямаксимальнаяпарабо

лическая подалгебрар с 9 допускает р~лож?ние Леви

p=~+n-_,

где

Соответствующее разложение Леви подгруппы Р имеет вид Р ==

нн.; где
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Введеннаявыше подгруппаL - это компактная вещественная фор

ма редуктивной комплексной группы Н.

Мы будем использовать следующий изоморфизм алгебр Ли, :
i = .5(з(С) EIЭ .5(2([:) EIЭ с -.. т:

(
Х +wЕз

,(Х, У,ш) = О

Он соответствует гомоморфизму алгебраических групп 9 Н

SI,з(С) х SLз(С) х С Х
-.. Н, заданному формулой

это накрытие с ядром Kerg = {(Ез,Ез, 1), (-Е2 , -Е2 , -1)}.
Пусть t1 = {diаg(U1,uз)} и tз = {diag(V1,V2)} - подалгебры

Картана двух слагаемых .5(2(С) алгебры Ли t (здесь uз =-, -и1 И

1.'2 = -'и1)' В этих обозначениях изоморфизм подалгебр Картана

1 : i = [1 EIЭ [2 EIЭ <с ---4 t записывается формулой

~I(diag(U1, uз), diag(V1, vз), ш) = diag(U1 +W, и2 -+ W, V1 - W, V2 - ш).

Любой вес л группы Н имеет вид

л = аи1 -+ bVl -+cw, а, Ь, с Е Z. (4)

Он ЯВЛЯС'1'ся доминвтвым как вес группы Н или R тогда и только

тогда, когда а 2:: О, Ь 2:: о. В координатах Xi имеем

а выражениевеса л через фундаментальныевеса имеет вид

(5)

Лемма 1. 1) Вес л груnn'Ы Н, аада'Н:н.'Ыи фор.м.у.л.оu (4), яв.ля

ется весом гpynnъ, R тогда и 17иМЪ1ОО тогда, хогда а -+ Ь - с Е 2Z.
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в этом с.л,У'ч,ае /\ доминантен nо:х; вес груnnъ, G тогда 1.L тол'ьnо

тогда, когда а ~ О, Ь ~ О, с ~ а+Ь.

2) Предположим, 'Что вес Л, заданн'ыiI. фор.мулоЙ (4), является
старшим весом неприводимого предстаепения ер груnnъ, Н. Тогда

старший вес сопряженного предстаепения ер* 'имеет вид

Он доминантен па1\: вес груnnъ, G тогда 'и тол'Ь'/со тогда, когда

а ~ О, Ь ~ О, с::; -(а + Ь).

ДОка3а'J.,€JIЬСТВО. Утверждение 1) следует из (5). Для доказа

тельства утверждения 2) заметим, что все линейные представления

группы SL2(C) самосопряжены, и затем используем1).
Пусть ер- неприводимое представление группы R = 81'2(C) Х

SI'2(C) Х СХ
со старшимвесом Л, заданным формулой (4). Очевид-

но,

(6)

где pla) и p~b) - неприводимые представления первого и второго
сомножителей SL2 (C) размерностей а + 1 и Ь + 1 соответственно

и ( - тождественный характер группы СХ. В частности, dim ер =
(а+1) (Ь+1). В дальнейшем мы будем записывать представление ер

группы R в виде (6), отождествляя его с представлением <р = ер о 9
группы R.

Важным для нас примером является представление изотропии

т : Р ........ СЦТ(М)о) подгруппы Р в точке о Е .1\1[. ЭТО пред

ставление веприводвмо, так как любое многообразие Грассмана

- это веприводамое эрмитово симметрическое пространство. По

этому ограничение TIN_ тривиально, и мы будем отождествлять т

с его ограничением на R. То же относится к сопряженному пред

ставлению т". Из теории эрмитовых симметрических пространств

известно, что старший вес представления т совпадает со старшим

корнем о = Xl - Х4 группы С, а его младший вес - с корнем а2.

Значит, старший вес представления т* есть Л = -a2~= -Х2 + Хз, а

его младший вес есть. -о. Выражение (4) весов о и Л имеет вид

о = Ul + Vl + 2w, Л = Ul + Vl - 2w.
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Используя запись (6), получаем отсюда

3. Теоремы классификации

Перейдем теперь к нашей основной задаче. Пусть (М, О) - одно

родное супермногообразие с редукцией М = Gr4,Z. Рассмотрим

сначала случай, когда (М, О) расщепимо, т,е. когда О = Л Е для

некоторого голоморфного векторного расслоения Е над М. Как мы

видели в разделе 1, (М, О) однородно тогда и только тогда, когда

выполнены следующие два условия: векторное расслоение Е одно

родно, т.е, Е = Е"" дЛЯ векоторого голоморфаого представления

ер : Р -4 GL(E); двойственноерасслоение Е* = Е<р* порождается

глобальными голоморфными сечениями.

Второе условие изучалось в работе [121 для однородных вектор

ных расслоений Е<р над произвольными флаговыми многообрази

ями, и там был дан критерий его выполнимости в терминах пред

ставления ер. В простейшем случае, когда ер неприводимо, этот кри

терий утверждает (см. также [51), что Е<р порождается глобальны

ми голоморфвымя сечениями тогда и только тогда, когда старший

вес представления ер доминаптев как вес группы С. Если <р вполне

прнводимо, то этот критерий следует применить ко всем неприво

димым компонентам представления .р. Используя лемму 1, полу

чаем отсюда следующую теорему, которая дает описание всех рас

щепимых однородных супермногообразий (М, О) для М = Gr4,2,
определяемых вполне приводимыми представлениями подгруппы

Р.

Теорема 2. Пустъ <р : Р -4 GL(E) -- неприводимое nредcmав

пение со старизим весо.м

л = аиl +Ьv1 +СШ, а,Ь,СЕ Z,

(с.м. (4)), где а 2: О, Ь 2: о и a+b-с Е 2Z. Соответствуюш,ее расше

пимое суnер.многообразие (М, О), где О = Л Е-.р, однородно тогда и

толъ'К:о тогда, когда с::; -(а+Ь). Если ч: вполне приводимо. то со

ответствую-щее расшепимое суnер.м'Н.огообразuе однородно тогда
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и тОЛЪ7l:0 тогда, «огда все старшие веса представления 'р удовле

творяют это.м,у условuю.

Пусть теперь дано нерасщепимое однородное супермногообра

зие (М, О) с редукцией М = GЧ,2, И пусть Е - голоморфвое

векторное расслоение над М, определяющее его ретракт (1\1, Ogr).
Тогда расщепимое супермногообразие (1II1,Ogr) также однородно.

Значит, Е = Е", для векоторого представления 'Р подгруппы Р, и

если предположить, что 'Р вполне приводимо, то его старшие веса

удовлетворяют условиям теоремы 2. Далее, теорема 1 подсказы

вает следующее дополнительное условие: H1(M, 'I2p)G i {О} для

некоторого иг: 1, где Т - касательный пучок супермногообразия

(M,Ogr). Изучение этих групп инвариантных когомологий приво

дит К следующему результату.

Теорема 3. Писть е :Р --+ GL(E) - ma7l:oe неприводимое пред

ставление, 'Ч,то расслоение Е",. порождается глобальнызси. сече

ниями. Тогда нчм, 'I2p )G = {О} для всех р ;::: 2, а также для

р = 1 и 'Р rf. з", Далее, dim н» (М, 'I2)G = 2 для 'Р ~ т*.

Из-за ограничения объема статьи мы не даем здесь полного до

казательства Э':ЮЙ ключевой теоремы. Наметим лишь его основные

этапы.

Пусть 'Р : Р --+ GL(E) - некоторое голоморфное представ

ление. Мы используем данную в [2] интерпретацию комплекса

(АО'*(Е",)К,8) К-инвариантных форм типа (0,*) на М со значе

ниями в Е", в качестве комплекса (С*(n_, Е)}б) коцепей алгебры

ли п., со значениями в пространстве Е. Из нее следует изомор

физм градуированных пространств КОГОМОJЮГИЙ

H*(M,&",)G = н*(м,Е",)К ~ H*(u_,E)L = нч«; E)R. (7)

Если 'Р вполне прнводимо, то d<p(п_) = О. Поскольку алгебра Ли п.,

коммутативна, отсюда следует, что r5 = О. в результате получаем

изоморфизмы

И*(М,Е",)G = И*(М, Erp)K ~ АО'*(Е",)К. (8)

Из существования К-внвариантвой эрмитовой метрики на 1\1 сле

дует, что представление изотропии группы L (или В) в простран

стве yтo,l(M)o изоморфно ч", Поэтому из (8) следует, в частности,
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что dim П1(М, Е<р)С равна кратности неприводимого представле

ния т* В <р, если t.p вполне приводимо.

Дня доказа'l'ел~ства теоремы 3 используется (2р)-КО"lvшонента

точной последовательности (3) аналитических пучков на М; В на

шем случае все члены этой точной последовательности связаны с

одвородпыми расслоениями, причем пучки, стоящие слева и спра

ва, имеют вид Еф , где 'Ф = <р* л2р+ 1 t.p и т Л2р t.p соответственно.

Если t.p вепрвводимо, то все представления 'Ф вполне приводимы,

что позволяет найти неприводимые предстввлевия <р, для которых

инвариантные l-когомологии ЭТИХ пучков нетривиальны. Для вы

числения соответствующих пространста H1U~1, 72р)С используют

ся точная последовательность когомологий и G-эквивариантнос'1Ъ

гомоморфизмов i и о: из (3). В случаях t.p = pl2)0(-2, p~2)0(-2 до

казать тривиальностьпространстваН1 (М, 72)С этим способом не

удается, и вычисленияпроводятся в коцепном комплексе алгебры

Ли п., (см. изоморфизм (7)). Это самая трудная часть доказатель

ства.

Выведем теперь из сказанного выше наш основвой результат.

Теорема 4. Пустъ t.p : Р -> GL(E) - неприводимое голо

морфнос предстаепение. Нерасщепимое однородное комтяексное

сипермногообраеие (М, О) с ретректом (М, Л Е<р) существует то

гда и то.л.ъ'JCО тогда, когда t.p ~ т*. Любое однородное 1Со.мn.л.е1Ссное

сцпермногообраеив с ретрахтом (М, Л Er. ) = (М; П) игоморфно

П-с'u.мметрическоми суnерграсс.маu.'иану П Gr414,212'

Доказательство.Пусть (l\tf, О) '. однородное комплексное су

пермногообразие сретрактом (1\1, Л Е<р). Тогда супермногообра

зие (А1, Л Е<р) также однородно. В частности, (М, Л Е<р) допускает

градуированвое аналитическое действие компактной группы Ли

80(4), которое индуцирует ее стандартноедействие на М и под

нимается до аналитическогодействия на (М, О). Если (М, О) не

расщепимо, то по теореме 1 имеем Н1(М, 72р)С -f {О} дЛЯ веко

торого р :::: 1. Кроме того, расслоение Е<р' порождается глобаль

ными голоморфными сечениями. Поэтому из теоремы 3 следует,

что t.p ~ л:", Таким образом, ретракт изоморфен супермногообра

зию (il,.{, П). Все супермвогообразвя с этим ретрактом описаны в
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А.л. Городениев, С'.А. КУЛе'шов, А.Н Руда-к;ов

1. Мотивация понятия стабильности

Пусть А -- абелева категория когерентных пучков на гладкой ал

гебраической кривой. Для построения многообразия модулей сво

бодных от кручения пучков с фиксированными топологическими

инвариантами на основании геометрической теории инвариантов

вводится понятие (полу)стабильного пучка, а именно, наклон пуч

ка положительного ранга определяется как

" degE
J..L(E) = rkE'

где rk - рапг, а deg - степень пучка па кривой.

Пучок без кручения Е называется (nолу)стабuл'Ь'Н·ы.м, если для

любого его собственного подпучка F С Е выполнено условие

Наклон пучка на кривой - отношение двух аддитивных функ

ЦИЙ, т.е. для любой точной тройки пучков О --;. Е --;.р ---t G --;. О

выполнево равенство degE + degG = degF, rkE + rkG = rk Р.

Поэтому простое наблюдение

de~ < ~.:g' {=} I deg
rk rk' rk

deg' I< о
rk'
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влечет

Свойство 7I:а'Ч,елс'U. Для любой точной тройки пучков О -; Е -;
F -; С -; О выполневыследующиеэквивалентности

J.l(E) < jJ.(F)
J.l(E) = J.l(F)
J.l(E) > J.l(F)

<=} J.l(F) < J.l(C),
# J.l(F) = J.l(С),
# J.l(F} > J.l(C).

Свойство качелей позволяет вывести важные следствия:

(i) Пот(Е, F) = О, если Е и F J.l-полустабильны, и J.l(E) > J.l(P);
(Н) любой свободный от кручения пучок Х допускает канони-

ческую фильтрацию Гардера-Нарасимхана:

Х = РОХ -=' р1Х --.:> .. , -=' Е"Х -=' Fn'i-lx = О,

!! !
со

(вертикальные отображения здесь - это правые стрелки точных

последовательностей: О --;. Fi+1X -; FiX -'--+ Ci -'--+ О), где все фак

торы Ci = F iXjFi+1X - J.l-полустабидьны и J.l(Ci ) < J.l(Cj ) \/i < j.

2. Абстрактное определение стабильности на абелевой ка

тегории

А. Рудаков [1] предложил следующее определение стабильности

для произвольной абелеВОй категории.

Определение (А. Рудаков). Структурой стабильности на абе

левой категории А называется предпорядок ::5 на множестве ОЬА,

со свойством качелей: V О -'--+ А -; В -; С -; О выполнено

1) А -< В # А -< С # В -< С;

2) А >- В # А >- С # В >- С;
З) А х В <=} А х С # В ;::; С.

Неиулевой объект А Е А называется полустабильвым, если для

всякого собственного подобъекта В С А выполнено неравевство:

В ::5 А.

Теорема (А. Рудаков). Если на абелевой категории А задана

cmP1J1l:mypa стабильности, то
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1) Нош(В, А) = о a,f/,J! всех nо.лустабu.л:ьн'Ых А, В с А -< В;

2) ес.ли цеnач1ro объектов 'UЗ А:

A1 :::> А2 :::> Аз :::> •.. , с A1 -< А2 --< Аз -<
А1 С А2 С Аз с , с А1 -< А2 --< Аз -<
А1 с: А2 С Аз с , с А1 >- А2 >- Аз >-

стобнлиеириются, то VХ Е А существует каноничесхая Ф'/l,.л:Ь

траЦ't.lЯ Гврдера-Наросимхвна обьсета Х с полцстабнльными фа1\;

торами С., и неравенствами С., --< Gi +1 V i.

Итак, предпорядок на объектах абелевой категории, обладаю

ЩИЙ свойством качелей, с некоторыми естественными условиями

конечности позволяет определить класс полустабильных объектов

и построить для каждого ненулевого объекта каноническую филь

трацию Гардера-Нарасимхана. В частности, классическое понятие

стабильности, имеющее смысл лишь для пучков без кручения, про

должается на все пучки. Единственно, что для этого нужно, - это

упорядочить все объекты категории. Традиционным ипструмея

том такого упорядочивания является векторный наклон.

Определение. Пусть А - абелева категория и КО (А) - ее груп

па Гротендика. Линейно независимая система аддитивных функ

ций (Хо, ... , х,.) Ко(А) -t Z называется положитепьной, если

VА Е А выполнены условия:

хо(А) ~ О,

хо(А) = О=?- хl (А) ~ О,

хо(А) = Хl(А) = О => Х2(А) ~ О,

хо(А) = .,. = Х,.-l(А) = о => х,.(А) > О.

Положительная система полна, если хо(А) = '" = хт(А) = О =>
А=О.

Имея положительную систему адцитивных функций {xi} на А

(не обязательно полную), определим наклон ненулевого объекта

А Е А относительноэтой системы как вектор

(
Хв+l (А) х,.(А»)

т(А) = ~, хв(А) , ... , хв(А) ,
s
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где s = nlini{X'i(A) I О}, и введем на множестве таких векторов

лексикографический порядок. Предпорядок на оь А вводится по

правилу:

А -< в {о} I'(A) < I'(B).

На А возникает структура стабильности, 'Uндуv,Ulюваu1tа-я накло

НОМ.

Например, (rk, deg) - полная положительная система на ка

тегории когерентных пучков на гладкой алгебраической кривой;

(rk, (!eg, х(ов, . )) полная положительная система на категории

когерентных пучков на гладкой алгебраической поверхности S с

числом Пикара 1.

Хотелось бы обобщить понятие стабильности на трвангулнро

ванные категории. Важный пример таких категорий - производ

вые категории.

3. Ограниченнаяпронаводнаякатегория

Основнаяидея производнойкатегории- замена объектов абелевой

категории А подходящими классами эквивалентности их резоль

вент. Более точно, объекты в ограниченной производной категории

пЬ(А) :с.. эТО конечные комплексы

О -.-.. СП -.-.. сn+1 -- ... -.-.. Ст -.-.. О,

с с' Е А. Такие комплексыизоморфны в Db(A), если существует

морфизм J : С· -7 С'О, индуцирующийизоморфизмкогомологий

f* : -'[·(С·) ~.HO(C'·). В частности, гомотопическвя эквивалент

ность комплексов - изоморфизм. При этом невозможно корректно

определить понятия ядра, коядра, подобъекта и факторобъекта в

Db(A). Однако там есть хороший аналог точных последовательно

стей, а именно, отмеченные треугольники.

На Db(A) определен функтор сдвига

Если С· ". комплекс, цредставляюшяй объект из Db(A), то в·

CO[l] определяется как н: =с СНl.
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Для каждого морфизма f : А -t В В Db(A) существует конус

С(!) и отмеченныйтреугольникотображений

; Лi] . g['i] . 8, .
'" -- А[2] -- B[·t] -- C(J)[zJ -- A[z +1J·· "

где А[О] =, А, В[О] = В, Си)[о] = С(Л, A[i] с= TiA, и g['iJ о J[iJ =

oi[J[iJ Jli + l]()i = О. Обычно этот треугольник (последователь

ность отображений) обозначается как

С(!)

~ ..
В-А

f

в некогором смысле класс отмеченных треугольников в производ

ной категории заменяет класс точных троек в абелевой. В частно-

сти, для любото объекта D Е Db(A) возникаютдве точных после

довательности

-t Horn'(D, А) -t Horni(D, В) -t Horni(D, С) -?

Н ·i-Ч (·D А)-? . оrn ' , -? ...

-t Horni(C, D) -? Horni(B, D) -t Horni(A,D) -....
-? Horni.-t-l(D,А) -? ... ,

где Homi(D, А)= Ноrn(п,A[i]).
Поскольку объектыD =, пЬ(А) реализуются комплексами, су

шествуют когомологические функторы н
; : D -? А, сопоставляю

щие объекту его когомологиа,

3.1. с-структура

в любой производной категории можно выделить две подкатего

рии:

Dzn = {С Е Db(A)1 нчс, = О для i < n},

о> = {С Е пЬ(А)! нчс, = О для i > n}.

При этом

(1) DSo С DS,-l = .0::::0[1], DZo ~ DZ1 = 1/?0[-1];
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(2) ношО(D~О, D?.l) = О;

(3) VХ Е D включается в отмеченный треугольник

с Х?"l Е п?.l И Х<:;О Eп~O.

(4) vХ Е о найдутся такие т, n Е Z, что

Х Е п?.тпп~n.

Более того, пересечение п~Опп?О совпадает с абелевой катего

рией А. Эта пара подкатегорай п~O, п?.О называется стандартной

ограниченной t-структурой на Т).

Можно определять и другие т-структуры на п, выбирая пару

подкатегорий з:». Т?О, со свойствами (1)~(4).

К одной из классических задач теории цронзводвых и триангу

лированных категорий относится классификация ограниченных ъ

структур. Мы предлагаем метод ее решения, который оказывается

эффективным по крайней мере для пЬ(А), когда гомологическая

размерность А равна 1.
Определение т-стабвльноств сформулировано для триавгулн

ровавных категорий, обобщающих класс ПроИЗВО,П,ных категорий.

Но для наглядности я ограничусь производными категориями.

4. Т-стабильность

Наше определение стабильности на Т) = пЬ(А) обобщает определе

ние Брвджленда [2, 31. Однако, экономя время, я не буду вапомн

нать первоначальную версию, а перейду сразу к нашему варианту.

Определение. t-стабильность на Г) = Db(A) состоит из ли

нейно упорядоченного множества Ф и полных подкатегорий П<р

I;j <.р Е Ф, таких что

(1) 3 биекция т: Ф ---+ Ф с т(<.р);::: <.р V<.p Е Ф и ПТ(<р} = П<р[1];

(2) V<.р > 'ф Нош(П<р, П..р) = О;

(3) VХ Е D, Х i- О 3 <.ро < ... < <рn Е Ф и система Постникова
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Х"'О Х"'1 Х"'''
" .. ~ .. " '"Х -+-- -plХ __ р2Х .,- ... _ Е"Х __ О,

где Хер; Е П"". Ф - множество нахлоное. Х:р, Е П", - 'nо.луста

бильный. обгезет. наклона <р, последовательность отмеченных тре

угольников называют фвльтрацией Гардера-Нарасамхана объекта

Х (ГН-фильтрация).

Введем короткое обозначение .цля этой фильтрапии:

Х"'" (Херо"" ,X",J.
Предложение. Филътраиия Тордера-Норасимхона обвехта Х.

определена однозначно с точностыо до единственного изоморфиз

ма систем Постникова.

4.1. ФункториальностъГН-фильтрации

Фиксируем с-ствбильностъ(Ф, {П",}", Е Ф) на производнойкатего

рии D и будем рассматривать множество наклонов Ф как катего

рию с одной стрелкой <р -- 'ф для каждого яеравенства <р < ф,

Тогда ГН-фильтрацию

q" .Х",о "... Х"" ,,'" Х'Рп'" .. "'~ .. "', ,
х=рО _p1X _р2х_ ... _рnх~o

/1 '/2 /,,+1

можно считать локально постоянным непрерывным слева ковара

антным функтором Ф .!!'.!5- D:

ГХ('У) = о,

РХ(7) = РХ('РО) = Х,

Fx('Y) = F;!('Pi),
Рх(а t- /'1) =Л о··· о 1т,

при

при

при

при

'Рn < 'У,

'у ::; 'РО,

'Pi-l < 'У ::; 'Pi,
'Pk-l < а ::; <Pk,
<Рт < jЗ ::; 'Рт+ 1 .

с ЭТОЙ точки зрения множество всех ГН-фильтраций - полная под

категория F(Ф, D) С Fun(Ф, D) в категории функторов Ф-t D.
Морфизм ТJ : рх -j. Ру в F(Ф,D) - естественное преобразова-

ние функторов, т,е. семейство отображений РХ ('Р) ~ Еу (<р) с
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очевидным коммутативным квадратом для каждого неравенства

tp < 'Ф.

Предложение. Сопоставляя Фун:к:mору РХ, представляюше

м,у ГН-фu.Л'ьтро:цu'Ю обэекта Х, сам обвеют. Х, м,ъt nО.l/,учае.м фуun-

тор :F(Ф,D) ~ D. В частности, ГН-фu'!/'ътра'Ц'uяобьехта Х
фуunтОPUаА'ьuапо Х.

5. Примеры т-стабильности

1. Любая ограниченная т-структура (Ds,o, D?O) индуцирует t-ста

бнльностъ с Ф = Z, и Пn = ог-» n DS,-n.

2. t-стабильность, IЩдуцированная: с абелевой катего

рии. Пусть на абелевой категории А фиксирована структура ста

бильности, индуцированная наклоном, с множеством значений Г.

Определю..{ Ф = Z х Г с лексикографическим порядком и введем

набор подквтегорий

П(n,'у) = {А[n]1 А Е А - полустабилен, ,(А) = ,}.

Тогда Ф и {др} задают t-стабильность на Db(A). Действительно,

Ноm(П(k,JL),П(n,JL') = О при (k, т) > (n, ,'), 0=1 Х Е D канонически
фильтруется своими когомологиями

к; X i 1 х.;
; , * , .; "

Х -- F 1X _р2х - ... -Р"Х-О
о .".

с X i j Е A[ij ] , и VX i j "",·:(Xi j , .. · X i/) вмеетГй-фвльтрациюкак

сдвинутый объект из А. Комбинируя эти филътрвции.лполучаем

искомуюГН-фильтрациюдля Х.

3. Исключительная t-стабильность. А _. категория коге

рентных пучков на JP'f> и D = Db(A). По теоремеБейлинсоналюбой

венулевойХ Е D функториально представляется в виде

СО с1 СП

/'./" /
х __ рlХ -+- ... __ Е"Х __ О,

где

а! = Е9 V;.k ~ O(i)[-kJ
kEZ
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с подходящими векторными пространствами v,k. Положим П, =
{И· Q9 ои)}, (i = 0,1, ... ,n), где u· - градуированное векторное

пространство. Так как для любых k и т

Hom(O(i)[k],O(j)[т]) = Ext;"-k(О(i), ои» = о

при О S:; j < i S:; n, мы получаем т-стабвлъноотъ с n + 1 полуста

бильными подкатегориями. Будем называть такую t-стабилыюсть

искллочитепьной,

6. Связь в-стабильности с t-структурами

Мы видели, что ограниченная t-структура индуцирует т-стабиль

ность. Покажем, что т-стабильностъ (Ф, {П'Р}<РЕФ) определяет се

мейство t-структур.

Фиксируем 'Ф Е Ф и рассмотрим

D<;'O =с {Х -v-+ (Х<РО' , Х'Рп) I 'ро ~ 'Ф},

D~1 = {Х -v-+ (Х<РО, , х<Рп> I ерп < 'Ф}.

Тогда Hom(DSO, D~1) = о. Для построения Отмеченного треуголь

ника

Х<;'О -4 Х -4 X~1

С Х2':1 Е о> И X so Е D<;'o из определения т-структуры рассмотрим

ГН-фильтрацию Х -v-+ (УФО' ... , УФп)'

'Фп < 'Ф =} Х = X~1, Х<;'О = о,

'Фо ~ 'ф =} о = X~1, Х"50 = Х,

'Фi ~ 'Ф > 'l/Ji - 1 =}

Xs:o -v-+ (Хфi , ... ,ХФJ, X:;>:1"-"t (ХФО J " " ХФi_l)'

Таким обра.зом, зная все ъ-стабвльности, мы знаем все т-структуры,

и наоборот.

7. Частичное упорядочение t-стабильностей

(Ф, {П<р}<РЕФ) t-стабильность на D. Предположим, мы нашли в

некогорой п, две подкатегории НЬр с п, с условием:

IIоm(II+<р, П_<р) = о и

\fХ Е П, :30ТМ. тр. Х+ -4 Х -+ х: с Х± Е П±<р'
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Тогда можно построить новую t-стабильность С ф' = {-r.p, +r.p} U
(ф \ {'р}) с очевиднымпорядком. Это ваблюдевие можно обобщать.

Определение. Пусть (Ф, П<j:», (Ф, Р.,,) - т-стабильноств на D,
а функтор сдвига действует на Ф и \fJ автоморфизмами ТФ и TiJr.

Скажем, что ъ-отабильвостъ Ф тонъше, чем Ф (а Ф грубее Ф), обо

значив Ф ~ Ф, если существует такое наложение т Ф -4 Ф, что

1) ттф = TiJrTj

2) 'р' > 'р" ~ т('р') 2: Т('р");

3) V \fJ-полустаби;1ЬНОГО Х." ГН-фильтрация отн. Ф имеет вид

Х." -v-t (Х<Ро,"" X<pJ, r.pi Е т~l('Ф).

7.1. Тончайшаяt-стабильность

Можно сказать, что грубая t-стабильность получается из более

тонкой «СКJIеиванием~ рядом стоящихполустабильныхкатегорий

в одну. Отношение тоньше-грубеезадает частичный порядок на

множествевсех т-ствбвльвостейданной категории. Миввмвльный

элемент относительноэтого порядканазываетсятончайшейt-cтa

бильностью.Очевидно,что тончайшиеt-стабильностинесут в себе

наиболее полную информациюо t-структурах.

Предложение.Т-сmа6uлъностъ(Ф, {П<р}",ЕФ) 1и), Db(A), ин

дуu,uрованная cтP'!Jl'mypou етабильностн (в C.M:blc.ne А. pyaa'ICOBa)

па абелевой категориа А uамелЪ'Чается до тон'Чаuшеu стебиль

nости.

Следствие. Модулярная t-стабuдъnостъ на производной кс

тегopuu когерентных nУ'Ч'lCов на глад'lCoй влгебреичесхой 'qJUб0U,

т.е. ъ-стабильноеть, обобщающая стабильность .Ма,мфорда- Та

кемото «огерентныа: nУ'Ч'lCов, измельчается до тончайшей t-cma
бильности.

8. Категория, порожденная исключительной парой

Фиксируем векторное пространство Н, dimН = h и рассмотрим

абелеву категорию модулей Кронекера с объектами V1~Н~
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V2 , гдеУ; - конечномерные векторные пространства. Морфизмы в

ней - это коммутативные квадраты:

V1---+H(9V2

fl t i idH<2J!,

V{ -- H(9V;

Обозначимчерез Ph пРоизводную категорию от категории мо

ду.•ей Кронекера. Пусть Ео = (е --+ Н(90) И E 1 [- 1] = (О --+ Н(9С).

Объекты Ео и Е1 образуют исключительную hоm-пару, Т.е.

Z =J,
-i = О, j =O~ 1,
i = 1, j =0.

Известно, что Ph порождена парой (Ео , Е1 ) как триангулирован

ная категория. При h = 2 Р2 эквивалентна D b(CoblF'l).

Как следствие, любой объект Х Е Рн получается как конус

морфизма

(1)

где V;. - градуироваввые векторные пространства, а V· @ Е =
ЕВ."

Г
' @ E[-i]. Таки:м образом, на Рь возникает исключительная

t-стабильностьс множествомнаклонов {О, 1} и полустабильными

категориями П, .= {Ео[n] I n Е Il}.
Мы можемразмножатьисключительные.пары (и исключитель

ные t-стабильности)рекуррентнымобразом:

E'n-l ----- Нот(Еn , En+ 1) (9 Еn --+- Еn+ 1,

E n - 1 ----- Hom(En- 1,Еn ) * (9 Еn -- Еn+ 1 .

При этом \:In;k Е Il (En[k],E'n+l[k]) - всключятельная hоm-пара и

может быть подставлена в (1) вместо (Ео , Е1 ) . Других ИСКЛЮЧИ

тельных hоm-пар в Ph нет. Все исключительные t-стабильности (с

точностью до измельчения и переупорядочивания наклонов) пара

метразуются целым числом n.
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8.1. Тончайшаяисключительнаяt-стабильность

ФакторыГН-фильтрациив (1) можно переставить так, что соглас

но нумерации факторов будут выполняться неравенства:

и мы получаем t-стабильность с множеством наклонов Z и по

лустабильными категориями

k = 2n,
k = 2n+ 1,

где V - конечномерные векторные пространства. Сдвиг действует

на Z автоморфизмом т : n 1--> n +- 2. Очевидно, это тончайшая

t-стабильность.

Посмотрим на t-структуру и ее ядро, индуцированную такой

t-стабильностью.

Ds,o = {Х """' (Xko , . " ,Хkп)1 ko ~ О}, х.; ЕПki;
D~o = {Х """' (Xko , ••. , Xk n )! kп. < 2}.

А = Ds,o n D~o = {Х """' (Хо, X1)} .

Х Е А {:} V1 Q9 E 1 [- 1] -+ Х -+ Vo Q9 Б«,

То есть А -- категория модулей Кронекерас Н .= Нот(Ео , Е1 ) .

На А есть две аддитивные функции uo = dim VO,Ul :=-'с dim V1 . И

возникают два наклона: Е: = :~~ и р. = :~. Любопытно, что лю

бой наклон; эквивалентен одному из этих, т.е. -у-полустабвльвый

модуль Кронекера либо V-, либо JL-полустабилен.

Существует только 2 v-стабильных: модуля Кронекера: Ео и

E l l- 11, т,е, и-стабильвосгъ .- исключительна. А р.-стабильность

совпалнет со стабильностью модулей Кронекера, приходящей из

гсометрической теории инвариантов, и мы можем строить модули

/1-1!(1.rу,·та(,н;rblIblХ объектов. Причем можно указать все классы в

}\'I) ( А). реал нзующиеся р.-полустабильными объектами.
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ио WlstabIe
агеа

unstable агеа

E![-l] и!

Можно доказать, что любая другая т-стабилъностъна Ph по

лучается огрублением (измельчением) или переупорядочиванием

полустабильных категорий этих двух.
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Перестройки стабильных систем на поверхностях

Б.в. Карпов

Введение

Пусть S - гладкая проектввная поверхность над С, Н -- обиль

ный дивизор на S такой, что Н . КВ < О. Конечно, существование

такого обильного дивизора накладывает сильные ограничения на
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поверхность; этим ограничениям удовлетворяют, в частности, по

верхности дель Пеццо, рациональные линейчатые поверхности, а

также некоторые другие классы поверхностей (например, разре

шения особенностей особых поверхностей дель Пеццо},

в данной статье мы описываем конструкцию перестроек систем

стабильных пучков на поверхности 8, являющуюея В известном

смысле обобщениемперестроек исключительныхпучков ([1, 2, 4,
81), и некоторые применевия этой конструкции. Используемое по

вятие стабильности - стабильность по Гизекеру относительноН.

В отличие от исключительвых пучков, перестройки стабиль

ных систем определены не всегда, и условия, которые естественно

наложить, являются арифметическими, а не когомологическими.

Самый ранний известный автору источник, где используются ана

логичные арифметические условия при работе с расслоениями на

кривых и где доказываются простейшие аналоги предложений 1 и

2 (см. ниже), - статья [101.
Пусть Е - когерентный пучок на 8. Степеньюи нахлоном пуч

ка Е назовем соответственновеличавы

иdeg(E) = degH(E) := Cl(E) .Н (Е) '= deg(E)
J1- . rk(E)'

а образ Е в Ко(8) мы будем задавать вектором

vEv(E) = (rk(E), С1 (Е), -х(Е)) Е Z Е9 Pic 8 EIЭ :;1:.

Для произвольного элемента v Е Z EIЭ Pic S EIЭ Z обозначим через

М (v) многообразие модулей (возможно, пустое) полустабильных

пучков Е с v(Е) =L'.

Если Е - пучок без кручения (каковыми по определению яв

лаются полустабильные пучки), то имеет место каноническое вло

жение пучка [ в его рефлексивную оболочку г->. Положим QE =

[VV / Е, это пучок с носителем на нульмерной подсхеме поверхности

S.

Описание перестроек

Определение 1. Назовем блохам упорядоченный набор

i = (Е1 , ... , Ет) стабильных пучков, имеющих одинаковые ран
ги, одинаковые степени и попарно веизоморфные рефлексивные
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оболочки. Числа пъ, rk(E) := rk(t:i ) и deg(E) := ~eg(t:'i) назовем

соответственнодлиной рангом и стеnе'Н'Ью блока Е.

Этому определениюудовлетворяет,в частности,блок исключи

тельных расслоений на поверхностидель Пеццо в смысле [41.
Определение 2. Влочной системой [стабильных nу'Ч,,,,ов) на

зовем триаду вида (j = (E,F,(Vij)), в которой Е - блок дли

ны т, F = (F1 , ... ,Fn ) - блок длины n и (Vij), i Е р, ... ,т},
.i Е {1, ... , n}, -- набор векторных пространств, если выполнено

одно из следующих условий.

а) deg(F) rk(E) _. deg(E) rk(F) = 1, и зафиксированы вложения
lr~j "---+ Нот(Ei , F j ) . в этом случае (j называется системой типа

110т.

Ь) deg(F) гk(Е)-dеg(Е)rk(F) = -1, и зафиксированывложения
1.-~] '-> Ext1(Ei , F j ) . В этом случае (j называется системой тина

ext.

Левую перестройку такой системы можно представлятъ себе

как "перенос налево" пучков F 1 , . , . , Fn через блок Е; при этом
возникают новые пучки Cj , которые могут, в свою очередь, обра

зовывать блок c. 1

Таким образом, ключевым моментом является "перенос пучка

через блок", и для левой перестройки достаточно рассмотреть си

стему (j при n = 1; при этом мы будем писать F вместо F 1 и lr~

вместо Vil.
Итак, пусть имеется блочная система стабильных пучков

(j = (E,F, (Vi)); (1)

положим r == rk(E) и т' = rkF.

Предложение1. Пустъ (j - система типа hom. Рассмотрим
соответствующuе морфизмы <f'k : Vk ® г; -> F и их су.м.му <f'
Е9;'=1 (Vk ® Ek) ---t F. Имеют. .место следующие утвер:жде'Нu'я'.

10днако ВОЗМОЖНЫ ситуации, когда пучки Cj оказываются попарно ИЗО

морфными.
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1) При L:;;'= 1 dim Vk < г'/г морфизм /f' шсгехтивсн, nодnу"-tо-к;

'К:руч,еu'ия Т(coker ({') С coker /f' является nодпу"-t'К:ОЛf, EIЭ~"= 1 (~Tk 0QEk)
'и фа-к;тор-nу"-tО'К: (coker ({')/Т(coker ((') стабилен.

2) При L:;;'=1 dim Vk > 'г' /г морфизм /f' сюргехтивен в кораз

мерности 1 1J, Щ)"-tо-к; ker /f' стабнлен.

При 'т = 1 в случае, когда Е1 локально свободен, доказатель

ство с очевидными изменениями повторяет доказательство п. (2)
леммы 2.1 статьи [91. При не локально свободном Е1 используется

каноническое вложение в рефлексивную оболочку и далее приме

няется индукция по 'т. Отметим, что в условиях п. 1) если все Ei

локально свободны, то все QE; = О, откуда T(coker/f') = О и пучок

coker /f' стабилен.

Предложение 2. Пцсть а -- система типа ext. Рассмотрим
соответствующее 1tабору поопростренсте (1;], ' .. , V~n) расшире

ние
т

О -~ F ---> С ---> E9(Vk 0 Ek) ---> о

k=1

Тогда для стабильности nу-ч.-к;а С 1tсобход11..мо и достаточно, что

бы

Vk n Hom(Ek , Q:F) = {О}, k = 1, ... , "L, (3)

где пересечення рассматриваются внутри пространсто Ext1 (Ek , F).
В частности, если F ло-к;алъ1tО свободен, то С стабилен.

Случай т = 1 разобран в [5, 61. Доказательство проводится

индукцией по m.
Сформулированныевыше два предложенияпозволяютопреде

лить левую перестройкусистемы (1).

Определение 3. Левой перестройкой системы а называется

система La = (С, Е, (ViV ) ) , задаваемая следующим образом.
1. Если система а - типа hom и L::~1 dim vi > г' /Т', то С за

дается как ядро канонического отображения ({', а V;V естественно

отождествляются с подпространствами в Ноrn(С, Ei ) , так что J"a
имеет тип hom.

2. Если а - система типа hom и L:;:1 dim vi > 1,I/r , то левая

перестройка определена только при отсутствии кручения у пучка
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с := coker ер. При этомV;V естественноотождествляютсяс подпро

странства-мив Ext1 (С, Ei ) и система L(j имеет тип ext.
3. Если (j - система типа ext, то левая перестройка определе

на при условии (3), и С получается в результате расширения (2).
Проотранства И" естественно отождествляются при этом с под

пространствамя в Нот(с, E,i), так что L(j имеет тип 110т.

По аналогии с перестройкамиисключительныхпучков в слу

чаях 1, 2 и 3 перестройку называют соответственно делением, от

С'Х;О1\;О-М и расширением.

Достаточвым условием существования левой перестройки си

стемы (j Б случае 2 является локальная свобода пучков Ei , i =

1, ... , т, а в случае 3 - локальная свобода пучка F.
Правыеперестройкисистем вида (С, Е, (ViV) (т. е. "перенос пуч

ка направо через блок") определяются аналогично.

Примеры и применении

Внимательное рассмотрение самого простого случая m = 1, т.е,

когда имеется не "блочная", а "простая" система стабильных пуч

ков u= (Е, F, V), приводит к следующей теореме об оценке числа

глобальныхгомоморфизмовhO(E, F)= dimHom(E, F).

Теорема 1. Пуст'ь Е и F - стабильные nУ'Ч.1\.'и, имеюшив

'и(Е) = (r'Cl,8)uv(F) =, (r',ci, 8'), 1J]J"и'Че.Аtdеg(ЕV0F) = 1 'и

Н . [(5 < р.(Е) < J.L(F) < О. Тогда справедливы следующие утвер

ждения.

1) Бсм: Е ловальна свободен, 1 < r < г' 'и 5'/8 < lr' /"'J, то 60

всех слу'Ча.ях, кроме

Сl' н = -1 и v(F) = V(05) + r8'/81 v(E),

'имеет место оче'Н1\.а

2) ЕСЛ!l 5'/5> rr'/rl !lЛ'и 8' > 0,5
хроме

О, то во всех СЛУ'Ча.ях,

С1' Н == 1 + тН· Ks и v(F) = Гг' /rl'u(E) - v(Ks),
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u.м.eern место о'ЦеН1Са

3) Ес.л:и r > 'r' > 1 и б / д' < Lr/Т'J, то 60 всех СЛУ"I,CJ.Ях, ~РО.ft,LС

c~ .н = 1 + 'r'Н· Ks 'и v(E) = v(Ks) + r(j/(j'l v(F),

'u.м.eeт место о'Цен-х;а

4) Еспи Е ло1са.л.ъно свободен и д/д' > rr/r/l нли д' = О, д> О,

то во всех случаях, хроме

c~· н = -1 'и v(E) ,== rfJ'/fJl v(F) - 'и(Ов),

имеет место о'Цен-х;а

Доказательство опирается па следующий простой факт, выте

кающий из свойств стабильности.

Лемма 1 (о неотрицательности). Писть С - стабильный 1ty-

"I,О1С, удовлетворяющийодно'м'У 'из трех уСловий:

а) Н . K s < р.(С) < О,

Ь) rk(C) = 1, deg(C) ==О и С -f Оя,
С) rk(C) = 1, deg(C) == Н .КВ 'и С -f Ks.
Тогда -Х(С) ~ О.

При 1 < r < т', если отношение д'/д заключено (нестрого) меж

ду нижней и верхней целыми частями т' /r, то общие методы дока

зательства теоремы 1 не применимы, и оценка hO(E, F) становится

нетряввальвойзадачей. Однако в некоторых случаях эта задача

решаетсяпосредствомприменении перестроек систем стабильных

пучков.
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Пусть S = !Р'2, Н = ОР2(1). Рассмотрим последовательность

{гп } , заданную рекуррентным соотношением и начальными усло

виями

т-1 = То = 1 . (4)

Элементам этой последовательности соответствуют исключитель

вые расслоения Еп , задаваемые аналогичным образом в категории

пучков. А именно, начальные условия имеют вид

(5)

а роль рекуррентного соотношения играет каноническая точная

последовательвость

задающая как левые ((Еп , Еп н) ~ (Еп- 1 , Еп ) ), так и правые

((1.':П-1, Е,,) ~ (Еп , Еп-н ) ) перестройки в силу канонического
изоморфизма

Имеем:

и при n = О тройка (6) является точной последовательностью Эй

лера, подкрученной на (-2). В частности,Е1 = TIP'2( -2) = ПIP'2(1).

Пользуясь начальными данными (5) и последовательностью

(6), легко показать, что

rk(En ) = ««, и (7)

Кроме того, имеет место соотношение

I
ТП

Гп-1
1= -1,
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из которого следует, что последовательностьнаклонов р.(Еn )

-Тn-] /Тn возрастает. Разрешая рекуррентвоесоотношениеиз (4),
ветрудно видеть, что lim р(Еn ) = -з-;у'5, откуда

n--t~oo

-3 < р.(Еn ) < О, Vn.

Таким образом, наклоны всех исключительныхрасслоенийЕn за

жаты между наклономканоническогокласса jp'2 и нулем, и в силу

стабильности исключительных расслоений мы имеем:

последнее равенство - следствие обращения в нуль эйлерсвой ха

рактеристики (см. (7)).
Каждое из расслоений Еп в свою очередь является начальным

членом последовательностимногообразвймодулей

где

При этом Мn(О) состоит из одной точки Еn. По последовательно

стям многообраэиймодулей определяютсястепенные ряды, участ

вующие В математическомтестированиигипотезы В-двойственно-

сти (см. [31).
Основным случаем будет n ~ О, тогда 2 :( "'~±l < lirn Т n+l ==

1 n n.~+oc с.;

3+215 < 3. Случай n :( -1 являетсяв векоторомсмысле двойствен
ным.

Предложение3. Пустъ Е Е Мп(о), F Е Л1n-+ 1 ( о' ) , причем Е

.лО1\:a.ttыtO свободен. Тогда имеют место с.ледую'Ш,ие оценхи:

1) hO(E, F) = О при о' /0 < 1;
2) hO(E,F):( 1 при 1:( o'jд < 2;
3) hO(E,F):( 2 при o'jд ~ 2 и при О == О, о' > О;

4) lLO(E,F) = 3 при о = о' = О.
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.Докаэательство. Утверждения 1) и 2) следуют из п. 1) теоре

мы 1. Оценка утверждения 3) при 6'/6> 3 и при 6' > О, 6 == О сле

дует из п. 2) той же теоремы. Пусть 2 :::; 5'/6:::; 3, и V - трехмерное

подпространство в Нот(Е, F). Тогда левые перестройки системы

а == (Е, F, V) в силу рекуррентного соотношения из (4) приводят

К пучкам, ранги КОТОрЫХ принимают последовательно значения

'rrl-l, 1',,-2, .... Точнее, если Lka = (Ek, Ek- 1, ~-Vk), то diш ~Vk = 3,
rk(Ek ) = Tn-k И cl(Ek) == -Tn-k-l. Поскольку Е = ЕО локально

свободен, то таковыми являются и все Ek , k ;3 О, в частности, Еn ,

имеющий rk(E,,) = то = 1 и Cl(E,,) = -T-l = -1.
Таким образом, Е" == 0(-1) и -х(Е,,) = О. Это обстоятель

ство поможет привести к противоречию, т.к, по условию О <
-х(Е) < -X(F). Действительно,рассмотримнаименьшееk такое,

что -Х(Еk) = О, тогда -Х(Еk-l) > о и из точной тройки, задающей

левую перестройку системы Lka, следует, что -х(Еk+ 1 ) < О. Это

невозможно из соображений стабильности.

Утверждение 3) доказывается аналогично 2) при 6' /6> 3: пред
положение о наличии трехмерного подпространства 1/ С Нош(Е, F)
левой перестройкой системы (Е, F, V) приводится К противоречию.

Утверждение 4) - известный факт из теории исключительных рас

слоений, оно приведено для полноты картины.

Опишем теперь некоторые применения перестроек стабильных

систем к изучению геометрии многообразий модулей. Пусть

Лшпр , (v, v')- локус на произведениимвогообразиймодулейМ (v) х
М(т!'), состоящий из пар пучков (E,F) таких, что hO(E,F) ;3 k.
Рассмотрим естественные морфизмы

l]ik : JUmpk(V,'U') -+ M(v'), (E,F)~ F.

Пусть wiOJ
- ограничение l]ik на прообраз ф;;l (M(oJ(v)) открытого

подмножества,состоящегоиз локально свободныхпучков.

Всюду далее мы будем предполагать,что

и v' = (T,,+J, -'Г", 5'),
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считая по-прежнему n): О.

Предложение4. 1) при 1 :::;: 1)'/1) < 2 отображение Ф~О) яв.ля
ется вложением;

2) nри б' > 31) отображение Ф2 является вложением, а от

носительна Фl каждая точка ие M(v') может. иметь не более

двух прообрагов.

Доказательство.Докажем от противного первое утвержде

ние. Предположим, что найдутся такие Е1,Е2 Е M(O)(v) и F Е

M(v'), что hO(Ei,F) f О. Зафиксируем одномерные подпростран-

ства v; С Hom(Ei , F) и рассмотримблочную систему

(8)

тина Ьош. Поскольку Ei локально свободны и rk(E1 ) + rk(E2 )

2'гn < Тn+1 = rk(F) , левая перестройка системы а определена и

имеет тип отскок. Это означает, что канонический морфизм

(9)

инъективен и в системе

пучок С = coker ер стабилен. Но тогда -Х(С) = 1)' - 215 < О, Проти

воречие,

Чтобы во втором утверждении доказать, что Ф2 является вло

жением, достаточно показать, что не существует систем (8) типа

hom, где уже Е1 , &2 не обязательно локально свободны, dirn vi с= 2
и dirn V2 = 1. Пусть существует такая система. Поскольку

левая перестройка системы а - деление, морфизм (9) сюръективен
в коразмерности 1 и пучок С = ker ер стабилен. Но тогда -x(im ер) ):
1)' и -Х(С) :::;: 31) - 1)' < О, г.е. мы опять получаем противоречие.

Остается показать, что в п. 2) каждая точка из M(v') может

иметь не более двух прообразов относительноФ1, Т.е. исключить
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существованне систем

типа Ьот, гдеdi.m У'; = 1. Если такая система существует, то в силу

неравенства

левая персстройка т является делением, это приводит к противо

речию так же, как и в предыдущем рассуждении.
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Дистрибутивностьрешетки интервальныхохрутлений

тэ. Каминсхий, А.л. Крюкова

Истоки алгебраической теории скруглений содержатся в работе

Кулиша [1], который рассматривает их как отображения R --> R,
удовлетворяющие некоторым естественным требованиям. Более

удобной и нагляднойбазой для построениятеории округлений яв

ляется интервальнаяарифметика [2].

Определение [3]. Интервальным ок;руг.леН7lе.м (I-округле

нием) называется отображение 'Р : IR ---t IR, удовлетворяющее

следующимаксиомам;

1. (VA Е IR) (А ~ 'Р (А)),

2. (VA, В Е IR) (А ~ В=} 'Р(А) ~ 'Р(В)) ,
3. 'Р2 0= 'Р.

Примерамиинтервальныхскругленийслужатследующиеотоб

ражения:

1. 'P(k,l) ([а; Ь]) = [а!:; ь"(] , где а!: - (соответственно ЬN - резуль

тат обычного (числового) округления а(Ь) до k-ro (l-ro) десятично

го разряда по недостатку (по избытку) (А:, l - любые целые числа).

Такие Гокругления называются регилярными. Множество всех ре

гулярных округлевий, дополненное тождественным отображением

Е: и отображениями 'P(k,oo) ([а;Ь]) = [а!:;Ь] и 'P(oo,l) ([а;Ь]) = [а;ьп,

обозначим ф(Z).

2. 'РМ (А) = [- тах (Ial, Ibl); тах (Ial, Ibl)] .
3. Пусть u= [и; v] фиксированный отрезок, содержащий нуль:

и < О < v. Положим

. (]«; Ь]) = { [11; Ь],
'Ри, [miп (а, и); тах (Ь, v)],

если [а; Ь] n И = О,

если [а; Ь] n И i= 0.



135
Каминский т.э., Крюкова А.Л. Дистрибутивность решетки

интервальных оКру_гл_е_Н_и_I_I _

4. Выберем и зафиксируем действительное число 6 > О, тогда

результат округления определяется формулой:

{

[6, Ь],

ер ([а, Ь]) == [а, -6] ,
[а,Ь] ,

если а ~ 6,
если Ь ~ -6,
в остальныхслучаях.

Примеры2, Э, 4 показывают, что множество Ф всех I-округлений

весьма обширно: кроме естественно понимаемых округлевий, в нем

содержатся отображения, мало похожие на округления, понимае

мые в естественном смысле. Поэтому возникает задача отсекания

из множества Ф подобных патологических отображепвй. Подхо

ды к решению этой задачи связаны с заданием на множестве Ф

некоторых алгебраических и порядковых структур и содержатся в

работах [3] и ряде сообщений авторов [4--61.
Легко убедиться в том, что произведения ep'IjJ и 'Фер двух ре

гулярных скруглений ер и 'ф совпадают и являются регулярными

округлевиямн, иными словами, алгебра (ф(z),.) является комму

тативной полугруппой. В то же время округления чгм и ери с регу

лярными округленияма не коммутируют и, следовательно, не по

падут ни в какую коммутативную полугруппу I-округлений, содер

жащую множество ф(Z). Это обстоятельство показывает, что при

изучении множеств I-округлений целесообразно рассматривать на

них алгебраическую структуру, связанную, в частности, с опера

цией умножения (композиции) отображений. Разумеется, при этом

нужно потребовать замкнутости такого множества относительно

рассматриваемых операций. В работе [3] показано, что

10. Если I-округления ер1, ер2 коммутируют: ер1ер2 = ер2'Рl, ТО их

произведение является I-округлением.

20. Если оба произведения <{'1ер2 И ер2<{'1 двух I-округлений яв

лшотся I-округлениями, то <{'1, <{'2 коммутируют.

з0. Отображение <{' : IH ---; IR, действующее по правилу <{' (А) =

4='1 (А) n 'Р2 (А), где ij."1, 'Р2- l-округления, является I-округлением.

В этой же работе показано, ЧТО, задавая на множестве Ф всех

Гокругленвй отношение порядка ~ условием

'Р1 ~ :Р2 {=? (У А) (1{'2 (А) ~ 'Рl (А»,
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мы получим верхнюю полурешетку, в которой (У1 V уз) (А) =
yl (А) n уЗ (А).

Пусть Ф --подмножество в множестве Ф всех I-округлений, удо-

влетворяющее условиям:

~ любые два округления, содержащиеся в Ф, коммутируют,

~Ф(Z)<;;:;Ф,

~ Ф замкнуто относительно операций

Назовем такое множество Ф R-множеством. R-множества в множе

стве Ф существуют: примером может служить ф(Z). Разумеется, са

мо Ф R-множеством не является. Опираясь на лемму Куратовского

Цорна, легко показатъ, что существуют максимальные R-множест

ва. Обозначим через Ф одно из них.

Теорема 1. Мохсимальнов R~.N!Ho:JICecmeo Ф является решет

кой,

В самом деле, алгебра (Ф, .)является коммутатвввой полугруп

пой идемпотентов, В такой полугруппе, как хорошо известно, мож

но ввести так назыввемое отношение естественного порядка ~1

условием

у1 ~1 у2 <==? у1 у2 = у1,

относительно которого Ф является нижней полурешеткой, в кото

рой операция 1\ определяется условием '1' 1 1\ у2 = у1 '1'2' В работе

[3] показано, что в полугруппе (Ф, -) отношение естественного по

рядка ~1 и отношение ~ (см. 30) совпадают. Так как Ф замкнуто

относительно сложения и так как ('1'1 + '1'2) (А) = у1 (А) n '1'2 (А) ~,

= (У1 V у2) (А), то '1'1 V'P2 Е Ф.

Теорема 2. Решетха <Ф, v, 1\) дистрибцтиена.

Действительно,

(у 1\ (1/J v х)) (А) = ('1' (1/J V х)) (А) == (1/J v х) ('1'(А)) =
= 1/J ('1'(А)) n х (у (А)) = (y1/J)(А) n ('Рх)(А) = ('P1/J v 'Рх) (А) =

= (('1' 1\ 'Ф) v ('1' Л х)) (А),

следовательно, '1' Л (-ф V х) = (r.p 1\ 'Ф) v ('1'Л х)·
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Об одной задаче классификации матриц

lО.и. Болыиахов, Б. Райхимпейн

В настоящей работе речь пойдет о следующей задаче классифика

ЦИИ матриц. Пусть СО - группа унипотентных верхних треуголь

ных теплицевых матриц, Т.е. матриц вида:

с
-Xl -Х2 -Хз -xn--l

)1 -Xl -Х2 -Хn--2

О О О 1

с элементами Х; Е С.
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Мы будем обозначать эти матрицы символом

Множество Х, на котором действует группа, представляет со

бой некоторое подмножество n Х n матриц, именно, Х == {Н Е

сnхn / Н'" = Н, detH l' О}. Группа СО действует на множествеХ

по следующему правилу: (Н)Т = TtHT, где Т Е СО, Н Е х. Для

всякой матрицыН Е Х мы определимпару чисел (k, l) следующим
образом: для номера k: h i j = О ДЛЯ всех i + j ~ k, но существует

индекс i, для которого hi ,k - . ·i+ 1 l' О; номер l = min{i/h·i ,k - i + l l' О}.

Заметим, что k = k(H), l = l(H),HO, как показывает непосред-

ственный подсчет, числа k, l, и hk,l являются инвариантами при

действии группы СО на множестве Х, что следует из матричного

соотношенияF = тtНУ или в скалярной форме:

~=p-1 7='1-1 ~=p-17=q-1

jpq == h pq- L hp-'f3,qХ~- L h p,q-7X -y+ L :L hP-~,Ч--УХ!3Х7'
~=1 7=1 [3=1 ~,=1

(] )
Рассмотрим следующую систему уравнений:

{
.fl,q = О, q= k + 2 - l, k + 3 - l, ... , n, ( )
Л+1-1, t = О, t = n + 2l - k, n + 2l - k + L, ... , n. 2

Из этой системы можно достаточно легко найти следуюш;ие па

раметры:

Х1 == X~, Х2 = xg, ..., Xn-l = X~_l'

при следующем ограничении:

n + 3l-1
k < 2 (3)

Случаи l = 1 и l= 2 очевидны. Рассмотрим лишь l = 3 и l = 4.

Лемма. Всяпая mеn.rl.1.Lчева матрииа Т=Тр(l, Х1, ;1:2, ... , Хn - 1)
может быть одноэномно предстаелена в виде: Т = PQ = QP ,
где

Р=Тр(10 ... OZmZm+l ... Zn-l), Q=Tp(lzl Zm -1 О ... О).
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Формула (1) может быть переписана (с учетом gр-{З,q---у = О) в

следующем виде:

{3=р-1

1рч = 9рч - L 9p-jЗ,qZ{З
jЗо~n-l+l

-у=ч-l

L 9p,q--уZ-у.
-у=n- 1+1

(4)

Формула (4) не содержит переменных Zj степени два при всех

j ;? n-l+1, однако урч = 9pq(Zl, Z2,···, Zn-l) = 9рч(Х~, xg, ... ,X~_/)'
Случай l = 3. Прежде всего заметим, что каноническая форма

р содержит элементы !ц, которые удовлетворяют (2). Число т.

единственным образом определяется из условий: 9k+1,1 = 9k+2,1 =
••• , с=с Ут-1,1 = О, но 9т,1 # О.

(3.1) Пусть число m удовлетворяет двойному неравенству k +
1 ~ т. ~ n- 2, тогда мы потребуем, чтобы fm,n-1 = О, 1т,n = О,

откуда однозначно найдем пару чисел Zn-2 = Z~-2 И Zn-1 = Z~_l

соответственно. И каноническая форма Е имеет два дополнитель

ных нуля 1т,n-1 = О, fm,n = О. Здесь St(F) = 1.
(3.2) Пусть m = n -1, тогда мы определимчисло т следующим

образом: 9k,2 =, 9k+1,2 == = 9т-1,2 = О, но 9",2 # О. Если

число т удовлетворяет двойному неравенству k ~ 'r ~ n - 2, то мы
положим 1."п = О, fn---1,n = о и найдем переменвые Zn-2 = Z~_2 И

Zn-1 -,,, Z~_] соответственно. И каноническая Форма Е имеет два

дополнительных нуля j~,n = О, И 1n-1,n = О. Здесь St(F) = 1.
(3.:3) Пусть т. == т = n -1, т,е, 9i,1= 9j,2 = О для k + 1 ~ i ~ n

2; k ~ j ~ n - 2; но 9n-1,1 i О, 9n-1,2 i О. Положим 1n--1,n-1 = О

и получим, что Zn--2 = at+b, t Е R, а # О, равенство же J'n--1,n = о

дает значение Z'п-l= ct +d; с, d Е С, с # О. Может случиться, что

1n,n(Zn-2, Zn-1) = const, тогда в подобной ситуации каноническая

форма имеет два дополнительных нуля 1n-1,п-1 = О и 1п-1,n =
О. Здесь St(F) = Тр(1, О, ... , at, ct), где а # О, t Е R. Если же

J'n,n(Zn--2, Zn-1) = ut + v Е R, и i О, то 3! to, удовлетворяющий
соотношению f",n= uto + 1} = О. Тогда каноническая форма Е

имеет три дополнительных нуля fn--1,n-1 = О, 1п-1,n = О и 1n,n =
О Здесь St(F) == 1.

(3.4) Если т. = n - 1, т С'= n, то возникает ситуация, полностью

аналогичная пункту (3.3).
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(З.5) Пусть теперь параметр m = п, т,е, 9';1 = О, если k +- 1 ::;;
i ::;; n - 1, но 9n,1 i О. Если 'г удовлетворяет двойному неравенству

k ::;; 'г ::;; n - 2, то МЫ положим последовательно Jrn == О И Jn n = О

И найдем соответственно Zn-2 == Z~_2 И Zn-1 = at -~ Ь, t Е R, ~ i О.
и каноническая форма F имеет два дополнительных нуля Jr,n =, о
и fn,n = О. Здесь St(F) = Тр(1, О, ... , О, at), а i О, t Е R.

(З.6) Пусть m = п, 'г = n -1.
а) Если при этом, 191,nl i !9n-1,21,тогда 3!Zn--2 = Z~_2 И

такой, что имеет место fn-1,n = О. Равенство !n,n = о дает

Zn-1 = at +- Ь, t Е R, а i О. Тогда каноническая форма F со

держит два дополнительных нуля !n-1,n = О и fn,n = О. При этом

St(F) = Тр(1, О, ... , at), t Е R, а i О.

Ь) Если же 191,nl = 19n-1,21, то 3! элемент 1'n-1,n = 1'~--1,n И та
кой, что 11~-1,nl = dist(O, Iт!n-1,n), и Zn-2 = at +- b,t Е R, а i О.

Равенство 1n,n = О приводит К следующему выражению Zn--1 ==
рэ: +- qt +- в, У, t Е R, р i О. Каноническая форма F имеет дополни

тельно как один экстремальный элемент 1n--1,n = !~--1,n> обладаю

щий свойством 11~-1,nl== dist(O, Iт1n-1,n), так и нулевой элемент

1n,n = О. Здесь St(F) = Тр(l, О, ... , О,рт +- qt, at). Заметим, что

случай m = r = n исключен, поскольку det G i О. Пусть числа m
и 'г удовлетворяют следующим условиям: h k+ 1,1 == h k+2,1 = ... =
h=--l,l = О, h=l i О; hk2 = h k+1,2 = ... = h r-- 1,2 =-= О, h r 2 i- о.

Случай l = 4. Каноническая форма F содержит такие fi,j, ко

торые удовлетворяютравенствам(2).Определимтри натуральных

S,'r и 'т следующимисоотношевиямв:

9k-1,3 = 9k,3 = ... = 98--1,3 = О, но 98,3 i- О; k - 1 ::;; s ::;; п;

9k,2 = 9k+1,2 = '" = 9т-1,2 = О, но 9т,2 i- О; k ::;; 'г ::;; п;

gk+1,1 == gk+2,1 = ... = 9=-1,1 = О, но g=,l I О; k +- 1 ::;; m ::;; п;

(4.1) Пусть m есть произвольное натуральное, удовлетворяю

щее двойному неравенству k +- 1 ::;; m ::;; n - З, тогда мы потре

буем, чтобы 1=,n--2 = О, 1=,n-1 = О, и 1=,n == О, что сразу при

ведет к решению Zn-3 = Z~_з, Zn--2 = Z~-2 .1 Zn-l == Z~-l' По

этому каноническая форма F содержит дополнительно три нуля

Iщn -2 = О, 1=,n-1 = О и 1=,n = О. в этом случае St(F) = 1.
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(4.2) Пусть элемент rn = n - 2 , т.е, gj,1 = О для всех k + 1 :(:
j :(: n - 3, gn-2,] 01· О. Если для параметра т выполняется двойное

неравенство k :(: т :(: n - 3, то, полагая последовательно Ir,n-1 =
О, Ir,n = о и 1"-2,n =с О, мы найдем Zn-З .= z~_з, Zn-2 =, Z~_'2'

иzn 1 = Z~_1 соответственно. И каноническая форма Е имеет

дополнительно еще три НУЛЯ Ir,n-1 c ,c О, Ir,,. = о и In-2,n = О.

Здесь St(Р) = 1.
(4.:3) Пусть т = n - 2,11 - 2 :(: т :(: 11, k- 1 :(: s :(: n - 3, '1'0

гда, полагая последовательноIs,n = О, 1,.-2,n--1 = О, И 1"-'2,,. = О,

мы однозначно найдем тройку чисел Zn-З = Z~_з, Zn-2 = г~_2' И

гn -л =" z~ _], .:И каноническаяформа F получит три дополнитель

ных нуля 1s,,. = О, 1n- 2,n-1== О, In-2,,, с.", О. Здесь St(F) = Т.

(4.4) Пусть m =, n - 2 и т- элементы, удовлетворяющие нера

венсгвам n - 2 :(: т :(: 11, n -- 2 :(: s :(: 11, тогда мы положим

In-2,n ..2 = О, 1",-2,n-1 = О, И In-2,n = о и найдем тройку чисел

Zn·З == at + Ь,;';n-2 .= pt + q и Zn-1 = ut + v, где а # О, t Е R.
Если, далее.все три параметра Jn-1,n-1, 1п-1,n и 1п,n не зави

сят от t Е R, то каноническая форма F имеет три дополни

тельных нуля /п-2,n-2 =, О, 1n.-2,n-1 = О, и 1n2,n = О. Здесь

St(P) = Тр(l,О, ... , at, pt, ut). Если же, например, 1n-1,n зави

сит от t , то :J!to Е R такое, что 11n-1,n(to)! = dist(0,Irn1п-1,n),

и наличие экстремального элемента 1n-1,n(tО) служит четвертым

дополнительным условием для вида канонической формы Р. Здесь

St(F) = 1.
(4.5) Пусть т = n - 1, а параметр т удовлетворяет двойно

му веравеяству k :(: т :(: n ..- 3, тогда, полагая последовательно

1т ,.--1 == О, 1т n = О И 1n-1,. = О, мы однозначно найдем невз

вествые Zn-З ~ Z~_з, гn-2 ~ Z~_2 И Zn-1 = Z~_1' И каноническая
форма Р имеет три дополнительных нуля Jr,"--1 = О, 1т,п = о и

J11-1,n = О. Здесь St(P) = 1.
(4.6) Пусть rn = 11 - 1, т = 11 - 2, а элемент s удовлетворяет

двойному неравенству k - 1 :(: s :(: 11 - 3, тогда, полагая последо

вательно fs,n = О, J"-2,n = О И 1',.-1,n = О, мы однозначно найдем

неизвестные Zn---З = Z~ __ з, гп--2 = Z~"2 И г,,-1 .". Z~._1' И канониче

ская форма Р имеет три дополнительных НУЛЯ [ь;« = О, 1n-2,,, = о

и 1"'1,,."" О. Здесь St(F) = Т.
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(4.7) Пусть 'т'= n -1, r = n - 2 и s ~ n - 2. Если 191,п-11 f
19п-2,21, тогда, полагая последовательно In-2,n-1= 0,1'11-2,.. ==0 И

1'11-1,.. == О, мы найдем однозначно неизвестные Zп-З = Z~_з, z.. -2 ==

Z~_2' И Zn-1 = Z~_l' И кановвческая форма Р имеет три допол

нительных нуля 1'11-2,..-.1 = О, 1..-2,'11 = О и 1'11-1,'11 0= О. Здесь

St(P) = 1. Если 19'11,..--11 = 19'11-2,21, то, согласно одной из тео

рем Дополнения 3! 1~-2,n-1 обладающий свойством 1/~-2,n-11
dist(O, [mln-2, ..-1) и, за счет этого, z..-з = at -+- Ь, а f О. Тогда,

полагая последовательно 1тъ -2,'11 == О И 1..-1,.. = О, мы найдем неиз

вестные: z..-2 = pt -+- q и zn-1 = ut -+- v. Если оба элемента In-1,n-1
и 1'11,.. не зависят от параметра t Е R, тогда каноническаяформа

Е имеет два нуля 1'11-2,.. = О И 1"-l,n = О И еще один экстре

мальный элемент In-2, тъ -1 = 1~-2,n-1, для которого IJ~-2,n-11 ==
dist(0,Imln-2,n-1)' Здесь St{P) == Тр{l, О, ... , at, pt, 'ut), а f о

Если, например, 1'11-1,'11-1 зависит от t, то 3to Е R,ln-1,n--1 == О,

Это четвертое дополнительное условие ,ЦЛЯ канонической формы

Р. Здесь St{P) = 1.
(4.8) Пусть т = n - 1, r ~ n - 1. Полагая последовательно

In-2,n-1 = 0,1'11-1,'11-1 = О И 1'11-·1,'11 = О, мы найдем неизвестные

Zп-З = Z~_з, Zп-2 = at -+- Ь и Zn-1 = ct -+- d, где а f О, t Е R. Если

элемент 1'11,'11 не зависит от параметра t Е R, то каноническаяфор

ма Р имеет дополнительноIn-2,n-1 = 0,1'11-1,'11-1 = О И 1'11-1,'11 = О.

Здесь St{P) = Тр{l, О, ... , at, ct), а i О. Если же /п,п зависит от t,
тогда 3!to Е R такое, что 1'11,'11 = О. Каноническая форма Р имеет

четвертое дополнительное условие 1'11,'11 = О. Здесь St(F) = 1.
(4.9) Пусть т = n, k ~ r ~ n - 2. Полагая последовательно

1т,n-1 = О, 1т,n = О и [п, n = О, мы найдем неизвестные Zn-З ==
Z~-з, Zn-2 = Z~_2 И Zn-1 = kt -+- Ь, k f О, t Е R. Каноническая

форма Р имеет дополнительно три нуля Ir,n-1 = О, Jr,n = О и

f-",n = О. Здесь St(P) = Тр{l, О, ... , kt).
(4.10) Пусть т = n, r = n - 1, k - 1 ~ s ~ n - 3 и пусть

191,'111 f 19'11-1,21· Полагая последовательно Is,n = О, 1'11-1,'11 = О

и 1'11,'11 = О, мы найдем неизвестные Zn-З = Z~_з, Zn-·-2 = z~-2

И Zп-1 = at -+- Ь, t Е R, а f О. И каноническая форма F имеет

три дополнительных нуля 18,'11 = О, 1'11-1,'11 = О И 1'11,'11 = О. Здесь

St(P) = Тр(l,О, ... , at). Если же т = n, r = n- 1, k - 1 ~
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s ~ n .- 3 и 191,пl = 19П-1,21, то, полагая !8,.. = О, мы найдем

"п-з = "~-3 И по ( 1) 3' элемент !~-1 ", обладающий свойством
0·- '1.f..-1,,1 = dzst(0,lm!n-1,n), что приводит к значению Zn-2 =

at + Ь, а =1= О, t Е R. Требование !п,п = О по ( 1) дает значение
"п-1 = тр + tq + т, р =1= О,р ..1 q и t Е R. И каноническаяформаГ

имеет дополнительнодва нуля !8,п = О, .fn,n = О и, кроме того, со

держит элемент .fn-1,n = !~~-1 п' удовлетворяющий соотношению
о· 'l.fn - 1 .. 1 = dzst(O, 1m,{n-1,n). Здесь St(F) = Тр(1, О, ... , at, рт + чt).

(4'.11) Пусть, наконец, m = п, r ='n -·1, s = n - 2.
а) Если 191,пl =1= 19п-2,зl и 191,пl =1= 19п--1,21, тогда, полагая по

следовательно 1п--2,п = О, In--1,,, = О, ,{..,п = О, мы найдем перс

менные z..-з = z~_з, Zn-2 = Z~ __ 2 И Zn-1 = at + Ь, а =1= О, t Е R. И
каноническаяформа имеет дополнительнотри нулевых элемента

,{..-2,.. = О, 1"-1,n = О И ,(..,,, = О. Здесь St(F) = Тр(1, О, ... , О, al).
Ь) Если 191,..1=1= 19,,-2,з1, 191,,,1 = 19п-1,21, тогда, полагая 1.. --2, .. ' ..с

О, мы найдем Zп-З = Z~ __з. тогда 3!ln-1,n = .f~-1, .. с 11~-1,nl _С
clist(O, Тт]...-1,п) и Zn--2 = at + Ь. Требование 1..,.. = О ПО вто

рой части теоремы 5 дает значение Zn-1 = тр + [·ч + т, р /-' О, р ..1
Ч, t Е R. И каноническаяформа F имеет дополнительно два НУ;IЯ

1тъ-·2,.. = О, 1",,, = о и, кроме того, элемент In-1,,, = 1~-1 ", об

ладающий свойством 11~-1,nl = dist(0,1mln_1,,,), Здесь Si(F) =
Тр(1, О, ... , at, ру -+ qt).

с) Если 191,,,1 == 19"-2,зl, 191,,,1 =1= l!Jп--1,2!, тогда 3!/"-'2,,, =
1~-2 ", обладающеесвойством1/~-2nl = (list(O, 1ml"-2,..) и ",,-з =
at + 'ь, а =1= О, t Е R. '

с.1) Если In-1,n-1 = const, тогда, полагая последовательно

1"-1,n = О И In,n ,= О по ( 1) мы получим Z,,-2 = mt + n и по

второй части Теоремы 5 Z,,-1 "'_С тр+ tq +т. И каноническая форма

F имеет два дополнительных нуля 1"--1,n = О И In,n = О, она со

держит элемент 1"-2,,, == 1~-2,n, обладающий свойством 1/~-2,,,1 =
dist(0,1ml"_2,n). Здесь 8t(F) = Тр(1, О, ... , at, mt, рт +qt).

с.2) Если In--1,,,-1 = ut + v Е R, и =1= О, тогда, очевидно,

3!to Е R : In-1,n--1 = О. Полагая последовательно 1"-1,n = О п

In,n = О, мы найдем неизвестные Zn-2 =с Z~_2 И "п--1 = рт --J.-- Ч, Р =1=

о, т Е R. И каноническаяформа F имеет три дополнительных ну

ля 1п-1,п = О, 1п,п = о и In-1,n-1 = О, и она содержит четвертый
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дополнительныйэлемент 1n-2,n = 1~-2,n, обладающий свойством

11~-2,nl = dist(O, [mj",.-2,n). Здесь St(P) с-= Ур(l, О, ... , рт).
d) Если 191,nl = 19n-2,зl = 19n-1,21, тогда существует един

ственный элемент 1~-2,n С 11~-2,nl = dist(0,Im1n-2,n) и по ( 1)
Zn-3 = pt + ч, р f О, р л, ч. t Е R.

d.1) Пусть 1n-1,n-1 = const и 1n-1,n = -91,nZn-~2 - 9n--1,2En-~2 +
tu + v. Если векторы и и ei<.p ('Р = ~(ar9 91,n + ату 9n-1,2) ли
нейно независвмы, то по ( 1) существует единственный пара

метр to, обладающий свойством 1..-1,n'= О. Кроме того, 2n~~2

ао + Ь (а f О, а.1. Ь, а Е R). Требование1n,n= О по ( 1) получим
2 n-1 = 771) +ат+ в, и) f О, т, а Е R. КаноническаяформаР имеет

дополнительнодва нуля 1n-1,n = О и fn,n = О и обладает третьим

дополнительным элементом f~-2,n, что If~-2,nl = dist(O, .fn-2,n).
Здесь St(F) = Ур(1, О, ... , оа, ТШ + ат).

Если 'и = /\oe'i<.p, то по ( 1) существует единственное чис-

ло f~--l n с If~-l nl = dist(O, 1m/n-l,n (t = О» и Zn-2 = oq +
tm + l, 'q f О, o,'t Е R. Требование fn, .. с= О по ( 1) получа
ем Zn-1 =~ аа + bt + со + d, а f О, а, t, о Е R. Канониче

ская форма F имеет дополнительно один нуль /n,n = О, И она

имеет два дополнительных элемента f~-2 п и f~-l n с условиями

If~2,n!= dist(O, [mfn-2,n); 11~-1,пl = dist(O, 1m!n-l,n (t = О).
Здесь St(F) = Yp(l, О ... , О, pt, qo + mt, аа + bt + сО).

d.2) Пусть теперь fn-1,n-1 = ut + v Е R, и f О, тогда су

ществует единственное вещественное число t = to и такое, что

fn-1.n~-1 = О. Далее, существует единственный элемент f~-l n Е

1mf;,-l,n с If'~-l.nl == dist(O, 1mfn-l,n). Кроме того, zтъ-2 = PT'+q.
Тогда, по ( 1), требование 1n,n = О дает нам Zn--1 = uо +vт+ш. Ка
ноническая форма F имеет два дополнительных нуля f .. -1,n-1 ", О

И fn, .. = О и два дополнительных элемента f~-2,n И f~-l, тъ , об

ладающнх свойствами If~--2 nl = dist(0,Imfn-2,.. ); 1J~-1 ..1

dist(O,1mfn-l,n). Здесь ' ,

St(P) = Ур(1, О, ... , рТ, ·/Ю + 1JТ).

Используя инварианты n, k, l, т., r и в, ветрудно показать, что

в списке канонических форм, приведеином въппе, нет двух эквива

лентных.
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р-группы с пятью нелинейныминопринодимыми

характерами

Е.И. Чанхов

Пелинейвымнепряводимымхарактеромгруццы называетсяее не

приводимыйхарактер степени больше 1. Пусть п(С) ~ число пели

нейиых неприводимых характеров группы С. Конечные группы с

заданным числом п(С) начал изучать Г. Зейц, Конечные группы с

п(С) ~ 4 и ненильцотевтные группы с п(С) = 5 были классифици

рованы я.г. Берковичем [1, 2J. в докладе будет изложен результат,

касающийся вильпотентных групп С с п(С) = 5. Вопрос о ниль

потентных группах с заданным числом неприводимых характеров

сводится к случаю р-групп. Пусть Zi = '{х Е CI!C :GG(x)! = pi}l,
(i == 0,1, ...); 11'1' (С) - множество веприводамых характеров груп

пы С, а Lin(C) С Т1'1'(С)- линейные характеры группы С (т.е.

характерыстепени 1). cdС= {1, рС!, ... , рСn } -- множество степеней

неприводимых характеров, lli- количествохарактеровстепенирС' .
(Обозначения взяты из статьи [1J). е - нейтральный элемент груп

пы.

Основной результат работы следующая

Теорема. I1уст'Ь п(С) == 5, тогда IC! = 2б , IC'I = 2:{, cdC =

{1, 2, 4}, а1= 2, а2= 3 "u (zo, Zl, Z2) = (2,2,20).

Примеромгруппы G с п(С) = 5 служит группа вида

G =, (а, Ь, с)

с соотношениями
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а4 = Ь4 = с4 = е, [а, Ь] = е

с-- 1ас = аЬ

с- 1Ьс = а2Ь

Докажем предварительно некоторые вспомогательные леммы.

Утверждение. Пусть С - р-груnnа с n(С) = 5, тогда р == 2,
'СI = 26, 'С'I = 23 'и

(ZO,Zl,Z2) Е {(4,4,О); (4,0,12); (2,6,8); (2,2,20)}.

Доказательство.Так как n(С) нечетно, то р = 2 и 'С'I =1 2.
Показатель степени коммутанта не может быть четным числом,

потому что 5 =1 О( mod 3). Из [1] известно, что если Н - 2-группа

и n(Н) (4, то ,Н'I (23, значит 'С'I = 23. Пусть ICI = 22k+1
, тогда

22(k -- 1) + L х2 (е ) = 22k +1 ,

XElrr(C)\Lin(C)

возьмем равенство по модулю 3: 1 -f-- n(С) == 2( mod 3), т,е, О ==
2( mod 3), приходим к противоречию.

Пусть Е ( Z(G) n С' такая, что 'ЕI = 2. С = С/Е, IC'I = 22,
следовательно, n(С) = О (mod 3), т.е, n(С) = 3. Из [1] получаем,

что 'СI = 25. Имеем 'СI = 26 и 'С'I = 23. для нахождения Zi (i =
0,1,2,3) составляемсистему:

{
Zo + Zl + Z2 + ZЗ = 26;
Zo + Z~ + Z~ + -';i' = 23 + 5.

Получаем 7zo + 3z 1 + Z2 = 40. Пусть Zo = 4 :::} 3z1 + Z2 = 12,
тогда (ZI, Z2) Е {(4, О); (О, 12)}. Пусть Zo = 2 :::} 3z 1 + Z2 = 26, тогда
(Zl, Z2) Е {(6,8); (2,20)}.

Разберем теперь каждый из четырех случаев в отдельности.

Лемма 1. Гpynnъ! G с (zo, ZI, Z2) = (4,4, О) 'Не существует.

Доказательство. Возьмем 9 Е С : ICc(g)1 = 25. Обоэва-

чим Н = Cc(g). IZ(H)I = 8, но, с другой стороны, ДНЯ лю

бого х Е С \ Z(H) IСс(х)1 = 8 и, следовательно, ,ДЛЯ любого

х Е H\Z(H) /Сн(х)! ( 8. При:х:одим К противоречию.
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Лемма 2. ПцстъР - 2-гРllnnа nор.яih:а 32 'и IZ(P)I = 4, тогда:

1. n(Р) = 6 'Р'I = 22 и (zo, Zl, Z2) = (4,12,16);
2. Ф(Р) С P'Z(P) и ехрР ~ 8.
Кроме того, группа Р обладает обелевой nодгр1jnОU порядка 16.

Доказательство. Так как IP : Z(P)! = 23, 'ГО ДЛЯ любого

Х Е Iтт(Р) х2 (е ) ~ 2. Поэтому n(Р) Е {4, 6, 7}, но при n(Р) =
4 IZ(P)I = 8, а при п(Р) = 7 IP'I = 23, т.е. Р - группа макси

мального класса. Значит, IP' I = 22. Из системы двух уравнений

.::0 + zl + z2 = 25 И Zo + Zl/2 + 22/4 = 23 + 6 (в которой по условию

20 == 4) находим 21 и Z2. Рассмотрим следующие два возможных

случая:

i) Z(P) = Р', тогда P/Z(P) ~ Е8 =} Ф(Р) = Z(P) и ехрР ~ 8.
ii) Z(P) ef. Р', тогда Р = P/Z(P) ~ D 8, следовательно Ф(Р) =

]5'. Поэтому Ф(Р) С P'Z(P), и если Ф(Р) = Р', то ехрР = 8,
в случае Ф(Р) = P'Z(P) Ф(Р) ef. Z8, Т.к. Р' # Z(P) и значит

ехрР ~ 8.
Пусть элемент ,q Е Р такой, что IG1'(g)1 = 24, тогда Ср(п) 

абелева группа, поскольку порядок ее центра больше четырех.

Лемма 3. rpynnoы G с (zo, Zl, Z2) = (4, 0,12) 'Не существует.

Доказательство. Рассмотрим произволькую максимальную

подгруппу Н ~ с. IHI = 32 и IZ(H)I == 4. По лемме 2 Б Н есть

абелева подгруппа порядка 16, а такая подгруппа в G единствен

на: R = {В Е С I IGG(s)l? 16}, что видно из строения группы С.

Поэтому Ф(С) == R. Далее Z(H) = Z(G) ~ С' и Н' ~ С', а так как

Ф(Н) С H'Z(H), тогда (J1(H) = Ф(Н) ~ О'.

В силу того, что Н -- произвольная максвмальная подгруппа,

то U1 (C ) ~ С', Т.е. IU1(C)1 = 8. Но Ф(С) = U1(C), пришли К

противоречию.

Лемма 4. Груrш-ы С с (zo, Zl, Z2) = (2,6,8) 'Не существует.

Доказательство. Предположим, что С' содержит класс со

пряженных элементов длины 4. Пусть элемент s Е С \ С' такой,

что IGG(s)1 = 25, тогда jZ(GG(s)1 = 4, поэтому < в, х; :9 С, где

з: Е Z(O) и I < в, х;1 = 4. Так как s 1- С', то ILin(C/ < в, х;)1 ~ 4.
Поэтому С/ < -", х; - группа максимального класса, по тогда
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С/ < 8,.т) имеет три неприводимых характера степени 2, тогда

как в С: их только два, приходим к противоречию.

Значит, С состоит из центра и трех классов длины 2, пусть

h1,'~2, h·з ~ представители этих классов. Обозначим Н; = C;a(hi )

(i '-се 1,2,3) IHil == 25 и IZ(Hi)1 = 4. По лемме 2 группы Н; содержат

абелеву подгруппу порядка 16, а в G такая группа единственна,

поэтому IП:=1 Hil " 16, следовательно, с = U:=1 н; и так как
expHi ~ 8 =? ехрС ~ 8.

Если IФ(С)I = 16, значит, существуют только три указанные

максимальные подгруппы, но опять Z(Пi ) ~ С' И Н.; ~ С/, тогда

U1(Ifi ) ~ С', следовательно, U1(C) ~ с', И приходимК противоре

чию.

Поэтому IФ((;)1= 8, т.е, Ф(С) == С' =? d(С) = 3. Рассмотрим

группу С = C/Z(C), ICI == 25 п(С) == 3, и Т.к. Z(C) < 0', то

d(C) = 3, значит, Ф(С) = С'. Ввиду того, что IZ(<<';) I = 2 =? С' ::::
Z4, поэтому ехр С =, 8. Отсюда следует, что в с; СУШ,ествуют такие

элементы 8, что 84 r.t Z(C), т.е., иными словами, И2 (С ) 1= Z(C).
Известно, что ехрС ~ 8, поэтому С' :::: Z4 х Z2' И1(С) = С' и

И2 (С) С И1 (С') , а так как d(C') = 2, то 'И1 (С' ) I == 2 и, следова

тельно, О2(С) = U1 ((;'). О2(С) ~ нормальная подгруппа н С, но

С содержит только одну нормальную подгруппу порядка 2 - это

Z(C), приходим К противоречию.

Наконец, последний случай группы С с (zo, Z1,Z2) -= (2,2,20).
Возьмем элемент g Е С: ICa(g)1 == 25. Обозначим Н1 =

Са(у), тогда IZ(H1)1= 4. Из леммы 2 (zo, Z1, Z2)Hl = (4,12,16) и

существуетабелева группа R = {8 Е Н1 I IСн1 (8) .?:О 16}. Посколь
ку Н1 \ R состоит из классов сопряженных элементов в С длины

4 или 8, то R<1G.
Предположим, что Ф(С) ~ R; пусть v Е С \ Н1 И расемот

рим группу V = (H,1J), Т.К. v2 Е Ф(С;') ~ R, то !VI = 32, а также

IZ(V)I -== 2. Так как Zo + Z1 + Z2 =.се 24 < 32, то !V'I > 2, поэтому для

группы V имеем две возможности n(V) = 7 или n(V) = 3. Если
n(V) = 7 =? V- группа максимальногокласса. R -- максимальная
абелева подгруппа в V, следовательно, R:::: Z16, тогда приходим к

противоречию с тем, что ехр Н1 ~ 8. Если n(V) =с 3, тогда суще-
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ствует Х Е I-rr(V) такой, что х(е) = 4, в то время как 1'"''' : RI = 2,
приходим К противоречию.

Значит, Ф(С) i Н, поэтому IФ(С)I == 16 и ф(с) n н =со С/.

Ф(Н1 ) ~ С/, следовательно, существует такой элемент с Е С, что
-э rf

C~ 'F Н. R нормальна в С, поэтому действие сопряжением с на

[-l задается некоторым автоморфизмом, причем должно быть, что

G' = (Н,с). Пусть R == (a,bl[a,b] = а4 == Ь4 = е), т.к. (1(С) = 2,
то, например c'-lac = аЬ, или же с- 1ас ,= аЬ3 . Зададим действие с

следующим образом:

Пусть Н записана аддитивно: Н = (а, Ь 14а = 4Ь = О), ТОГ,Л,а уцомя

путое действие с на Н задается матрицей

[с] = (~ ~).

Найдем центр группы G' ('l~e. множество элементов группы R,
остающихся веподвижными под действием с)

Находим, что lco О и rn Е {0,2}, следовательно,Z(G') = {е,ь2 } .

[с]4 единичная матрица, тогда IGI = 26. Найдем неподвижные

элементы относительно с2 .

Получаем l Е {0,2} и пъ Е {0,2}, поэтому в G только ОДИН
') с (? ")класс сопряженных элементов длины 2 _. (а-) J и S = о.", Ь- <J С.

Рассмотрим фактор-группы G = G / S:

G = (а,Ь,с),

а;2==ь
2=.сс4 = е ,

(;--1 ас = аЬ (;-11;(; = Ъ.
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(С ~ группа Мнллера-Морено с лвумя нелинейнымн неприводимы

ми характерами степени 2) и С = CjZ(C):

С = (а,Ъ,с),

а;4 = ъ
2

= с4 = е,
c-1ac = аЪ c--1bc = а2Ъ.

(на эту группу мне указал Л.С. Казарин как пример группы по

рядка 32 с двумя порождающими и с тремя нелинейными неприво-

димыми характерами).IZ(С)[= 2 и CjZ(C) :::::: С; пусть Х - точный

характер группы С, покажем, что х(е) = 4, тем самым установим,
- ') - ? -

что n(С) = 3. Группа (a~, ь, c~) :::::: Е8 <JС.(Е8 - абелева группа экс--

поненты 2 порядка 8). Предположим, что точное представление р,

отвечающее характеру Х, имеет степень 2, но тогда для любого

х ЕЕ8

(. (±1 О)
р х) = О ±1 '

т,е, р(х) может принимать только четыре различных значения, '1'0-

гда как в Е8 восемь элементов, приходим к противоречию с тем,

что р - точное. Получаем n(С) = 3 и cd С = {1, 2, 4}.
Вернемся к группе С, и в ней есть подгруппа (а2 , Ь2 , с2 1 [а2 , ь2] =

[а2 , с2] = [Ь2 , с2 ] = а4 = ь4 = с4 с== е), изоморфная Е8 , поэтому

любой точный характер имеет степень 4. Пусть Ф - множество

неприводимых характеров С, не содержащих в своем ядре Z(G),
тогда из равенства

I.: Ix(e)12 = JGI-IC[ = 32
ХЕФ

получаем IФI = 2. Таким образом, n(С) = 5, и теорема доказана.
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о некоторыхвопросах аксонометриив r

Л.Н Медведева.

Тема данного исследования может быть отнесена к теоретическим

основам многомерной начертательной геометрии. Более точно, в

работе получены некоторые обобщения теорем центральной аксо

нометрии.

Проблемы центральной аксонометрии аналогичны задачам па

раллельвой аксонометрии, решение которых дается теоремой Поль

ке-Шварца и ее многочисленными обобшевиями [2-8].
Основная задача состоит в следующем [lJ.
Пусть в F с введенной в нем метрикой заданы два проективвых

репера: невырожденный п-мервый репер - оригиная и вырожден

вый, расположенный в k-мерной плоскости, - обравеи: их задание

определяет отображение пространства F на k-плоскость jp>k С Р".

Возникают вопросы:

1. Можно ли найти такую k-плоскость проекций и (n - k - 1)
мерный центр, чтобы при центральном проектировании ори

гинала из этого центра на плоскость проекций получить изоб

ражение, связанное с образцом преобразованием наперед за

данного типа (проективным, аффинным,... )?

2. Какого максимального "сходства'[между образцом и изобра

жением можно достичь, если не налагать никаких условий на

соответствие, связывающее изображение и образец?

3. Каким условиям должно удовлетворять соответствие, опре

деляемое заданными реперами, чтобы при центральном про

ектировании получить изображение, конгруэнтное (метриче

ски подобное) образцу?
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Как известно, за систему координат (репер) в F можно при

нять упорядоченную систему n + 2 точек общего положения или

дезаргову конфигурацию -- фигуру, состоящую из точки О, n пря

мых, проходящи-х через точку О, и двух точек Ai и В, (отличных

ОТ О) на каждой из них.

Исторически первой теоремой центральной аксонометрии бы

ла теорема Круппа. В работе [61 она сформулирована следующим

образом.

Если в WЗ даны произвольная дезаргова конфигурация D, то

всегда можно выбратьцентр и плоскостьпроекцийтак, чтобы про

екцией конфигурацииD служила плоская конфигурация, проек

тивно эюзивалентная ПЛОСКОй конфигурации DO, при этом центр

проекций определяется однозначно, а за плоскость проекций мо

жет быть взята любая плоскость, не проходящая через центр.

Большинство обобщений этой теоремы на HJ)n касается случая,

когда системы координат заданы в виде дезарговых конфигура

ций.

Задачу о возможности проектирования репера, состоящего из

n + 2 точек пространства jp'n, на гиперплоскостъ в изображение,

проективное образцу (системе n+2 точек общегопложенияв Ipn····l),
впервые поставил и решил Н. М. Бескин [31. Полученный им резуль

тат не совпадает с тем утверждением теоремы Круппа, которое

касается центрального проектирования лезарговой конфигурации

на гнперплоскостъ. Если при центральном проектировании дезар

говой конфигурации пространства IP'" требование проективности

изображения и образца однозначно определяет (n -- k - l)-мерный

центр проектирования, то при проектировании репера из n + 2 то

чек на гиперплоскость F-J С jp'n В систему точек, проективную

образцу, множество точек-центров проектвровання составляет в iP'"
нормальную рациональную кривую степени 'п, проходящую через

все точки оригинала. Гиперплоскость проекций при этом, как и

в случае утверждения Круппа, может быть выбрана провзвольно,

лишь бы она не проходила через центр проекций.

Случай проекгированвя репера из n + 2 точек на !P'k (k < n - 1)
в изображение, проективное образцу, нигде не обсуждалея.

В этом направлении нами получены следующие результаты.
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Теорема 1. Для любого nатуралЫiOгочисла k (А: < п) суще

ствует (п - k)-пара.метр-u"tес-к;ое мnо:ж;ество (п - k - l)-Mepn'blx
плосхостей, каждая нлосхостъ которого, за некоторым 'UС'К;/l,ю'че

нием, может слу:ж;'uт'Ь иентром проехтироеання[Р'" па (p'k С IP'n,

зцп: котором проекпьивньей репер Ai (i = 1, n + 2) пространства

JP'n отображается в системи то"tе-к; A~ (i = '1, n + 2), нроехтив

'Но эхвиеалентнию образчу (системе n + 2 ТТЮ"tе-к; Ti общего по

ложечия в IP'k). Пяоскостью прое-к;чии может слцжить любая

к-мерная nлос-к;ост'ь, 'Не 'u-меющая с иентром проектированця об

Щ'ИЗ; точек, в том числе 'и любая из c~1~ k-плос-к;осте'u оригинала

[9, 10].

Следует отметить, что если в случае k ~ [~] доказательство

удалось получить конструктивно с использованием координатно

го метода, то в случае k > [~] при доказательстве использо

вались теоремы о пересечении циклов Шуберта на грассмавиане

С(п - k, n + 1).
Доказанный результат ставил вопрос о структуре многообра

зия центров проектированвй, при которых репер, состоящий в [Р'"

из n -+- 2 точек общего положения, переходит в изображение, проек

тивное образцу. При ответе на этот вопрос искомое многообразие

изучено при k сс= n - 1, n -- 2, n - 3 [11--131.
Общий результат дает следующая теорема.

Теорема 2. Множество (т - l)-мерН'blх п.ласхостей, сду

жсшиз: иентрами проектировиний простраnства IP'n на !Р'n-т.

(т < п), которые отображают. проехтивный репер A i

(-i 1,-n-+ 2) в систему n + 2 точек A~ Е [Р"'-т, проективно экеи

ваяенлннцю образчу Т; Е [Р"'-т, является:

1) многообразием, параметривцемым точками т-пяосхости,

при n =--= 2т;

2) семейство-м подмногообраэий (Т:,,+~, на грассманиане

С(т, п+1), параметриэцемым точхамн (п-т)-мерuои нлос

хости, еслн 0< n - m ~ m - 1 (n ~ 2т - 1);

i\) многообразием, параметриеиемым то'Ч-к;а.МU раиионального

мпогообрсзия F;::+ 1 С F+l степениm + 1 пр-и n = 2т + 1;
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4) при n > 2т + 1 многообрагием параметривиемым точхами

многообрагия, которое ,Я,вJl.Яетс.я пересечением n - 2т гипер

'ICO'ttycoe К; С пm--
т

раемерности n - т - 1: патраслякпиими
этих 'К:о'Н,усов с.лУ:JICат поверхноетцп:1 С !F'7'+1, а вер

шинами являются сnе'ЦиaJl,'ЬН'Ы.м образом расположенные в

пm-т (n - 2т - 2)-мерН'Ьte nл.ос'К:ости.

Доказательство. Пусть в F заданы проективный репер А-;

(i = 1, n + 2), а внекоторой (n - т)-мерной плоскости 0!F'n-m
- образец, система из n + 2 точек Ti (i = 1, n + 2), никакие

п > т + 1 из которых не лежат в одной (n - т -1)-IIiIерной плос

кости. В качестве (n - т)-плоскости цроекций возьмем !F'n-m ==

(A 1 ,А2 , ... ,Аn-т , An - m -t-l ) , Тогда при центральном проеК"I'ирова

нии f : !F'n ~ !F'n-m f(Aj ) = А] дЛЯ j =.= 1, n - т. + 1. Ес

ли теперь за проекцию точки Аn-т+2 взять какую-нибудь точку

A~~т+2 Е F-m
(A~-т+2 fe Аз ) , то проекцив Aj Е !F'n-m точек А]

(j = n - т + З, n + 2) однозначно определяются в силу проектив

ной эквивалентности изображения А'; и образца Т, (i = 1, n + 2).
Центр проектирования J должен пересекать прямые (AjAj)

(j = n - т + 2, n + 2) и не иметь с !F'n-m общих точек. Множе

ство (т - 1)-мерных плоскостей, пересекающих в !F'n т+1 прямые,

представляется на грассманиане С(т, n + 1) (т + 1)-кратным пе

ресечением циклов Шуберта (Jn-т, то есть многообразием (J:,+~.

Последнее непусто, если (n - т)(т + 1) :( т(n - пь -+ 1), то есть

если n:( 2т.

Заметим, что при n = 2т (J:--t-,;, == (J;::+l = (J'm+l •... m+I (индекс

т +1 повторяется пъ раз). Это говорит о том, что выбор точки

A~-т+2 = A~+2 Е r - проекции точки Аn-rn+2 при отображе

нии f : JP'2m ~ r однозначно определяет центр проектирования

J, и следовательно, в этом случае многообразие искомых центров

цроектирования параметризуется точками т-мерной плоскости.

Если n < 2т, то точка A~-т+2' взятая в р,--т, определяет уже

не единственный (т - 1)-мерный центр проектирования, а мно

гообразие центров проектировавия, и таких многообразий будет

(n - m)-параметрическое множество.
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Если 11 ;:? 2т + 1,то многообразие (Т:.+~ пусто, то ссть не су

ществует (т - l)-плоскостей, пересекающих прямые АуА) и·,

11 - m + 2,11+ 2). Отсюда следует, что точку A~-m+:] в Ipn~m вы

брать произвольно нельзя. Ее необходимо взять так, чтобы ли

нии связи АзА) (j == 11 - т + 2,11+ 2) имели хотя бы одпу общую

(т- l)-мерную секущую плоскость.

В [10] доказано, что если точка A~-'Тn'"2 Е !Р'n--m выбрана так,

что т-плоскость

содержит точку L = !Р'n-m n JP"", JP"" = (An--rn+:J,"', .4,,+:J), 1'0

линии связи AjAj (j = n - m + 2,11+ 2) имеют конечное число

общих секущих плоскостей.

Для ответа на вопрос, какое множество описывает в этом случае

точка A~ ..m+:J' а значит и многообразие т-плоскостей ;Pm, найдем
условия, которым удовлетворяют координаты точки А~l--m+:J'

Рассмотрим сначала решение задачи при n = 2т + 1. За плос

кость проекций ВОЗI,мем плоскость JP""+1 ,= (А1 , A:J, .. . , Aтn+:J):

Хm+3 = Хm+4 = ... = Х2т+2 = О.

Будем считать, что в репере пространства O!P'тn+1, состоящем из

точек Т; (i = 1,т+ 3), координаты точек Ту (j= т+4,2т+3)

равны соответственно(aj 1 : aj:J : ... : ауm+2). Теперь можно най

ти формулы проектирования f : !P':Jm+1 --t ]Р'т+1, при котором

1(А) = Ai ,

1(Аm+з) = А~.-'.з,

f(A j ) = Aj,

если i =, 1,т +2;
где A~+з(a1 : а2 : ... : ат+2 : О: . " О);

если j = т + 4, 2т + 3.

Заметим, что здесь координаты точек Aj однозначноопределяют

ся требованием проективной эквивалентностиизображения A~ и

образца Т, (i = 1, 2т + 3):

Матрица проектирования f имеет вид
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р Р:m+заm-+2 Рт.-наrл+2 0'тn+ 4 т+ 2

О О О
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р о

о р

А] = О О

О О

() Р,п!3а ,

О Pm+за2

р"" ~- 4,йl0..n. .:. ..t 1

Pт+4a2aтn+ 4 2

Р'1т-.. { ').п1 0'2.,.-.... \ 2 1

Р2т+:;:а2а2т+22

P2tn--\·2аПl+20'Ъn+2 пt-+2

О

. (1)

о о .. , о о о о

Условие f(А2m+з) = А;m+З приводит к системе

Р2m+за·i0!2m+:З·i = р + Рm+заi + pmt-4аiО!m+4 i + ... +
+P2m+2ai0!2m+2i, -i = 1,т+ 2.

(2)

- аI0!2m+31

- а20!2m+32

аIО!т+41

а2йт+42

При заданных а,; эта система содержит m + 2 уравнения с m + 2
перемевными р, Рrn+З, ... ,Р2m+3, которые не могут принимать ну

левые значения. Это значит, что определительсистемы (2) равен

нулю:

1 а!

1 а2

Разложение определителя по первому столбцу и введение соответ

ствующих обозначений приводит к уравнению

А1а2аз. ,. аш+2 +А2(lI(lЗ ' .. ат+2 +.. +
+A m + 1 (l 1(l 2 . , . ат+2 +- Am +2a l (l 2 ... ат+l = О,

(4)

которое определяет в jp'm-ll гиперповерхностьстепени т. + 1; обо

значим ее через Р;::+ 1.

Условие (3) является необходимым и достаточным условием

принадлежности точек

(1,1, ... ,1, О,. , ., О), А~+з, A~+4" .. , A~rn+3

одной тn-плоскости, принадлежащей плоскости проекций jp'ш+l.

Оно также означает, что точка А~+з Е jp'тn+l не может быть вы

брапа проиэвольно: она должна быть взята на гиперповерхвости

Рш+lrn .
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Нетрудно увидеть, что выбор точки А~+з Е F;.,+l однозначно
определяет центр проектированияf : !P'2m+l ---+ !P'7Тt+l. Это означа

ет, что множество (т - l)-мерных центров, из которых репер А;

проектируется в систему из 2т+ 3 точек, проективную образцу T i

(i = 1,2т + 3), параметризуется точками многообразия p;::+l.
Рассмотримнекоторыесвойстваэтого многообразия.

1. Многообразие }~+ 1 однозначно определяется точками образ

ца; точки Ai (i = 1,т + 2) лежат на 1,~+1 и являются на нем

особыми кратности т.

2. Многообразие p;::C-1 проходит через точку 1 = (1 : 1 : ... : 1 :
'----v-'

т+2

О... О) и касается в ней гп-мервой плоскости

(Кт+4 , Km-j-S,' .. , K 2m-fS, 1), где K j имеют в репере простран

ства !P'm+l, состоящем из точек А 1 , А2 , . . . , Ат+2 , 1, те же ко

ординаты, что и точки 'Г, (j = т + 4, 2т + 3): K j (O'.j 1 : O'.j 2 :

'" : O'.jm-,-2).

3. Многообразие р;::+1 является рациональным.

Для доказательства свойства 1 достаточно убедиться, что все

частные производвые до порядка т включительно от левой ча

сти уравнения (4) обращаются в ноль в точках A i , но существуют

производвые порядка т + 1, отличные от нуля в соответствующей

точке.

Для доказательства свойства 2 необходимо написать уравнение

касательной гиперплоскостн к F
1",::+1

в точке I.
Для доказательства свойства 3 запишем уравнение (4) в виде:

А1 а2 -Аза4 А4а2 -ASU2 (_l)m-lАтна2 (-l)ffiА2аl

О аз а2 О О О

О О а4 as О О

= о. (5)

о о о о Ilт+l аl

(-I)m+l am-!-2 О О О
Ат±2

ат+2- А , ат+l
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Уравнение (5) можно рассматривать как необходимое и достаточ

ное условие существования невулевого решения однородной систе

мы линейных уравнений относительно переменных А1, /\2, ... , >'mt 1
с матрицей, определитель которой выписан в (5).

Приняв переменвые >'1, >'2, ... , /\т+1 за координаты точки в

пространстве JP7' и решив относительно них систему, получим ра

циональное отображение многообразия F:;::+l в !Р'rn. Формулы об

ратного к нему отображения получим, решив систему относителъ

но Щ (i = 1, m + 2). Обратное отображение будет также рациональ

ным, поэтому многообразие Р:;::+ 1 бнрациональво изоморфно :("'"
и, следовательно, является рациональным.

Докажем теперь теорему 2 при n == 2т+k, k > 1. В этом случае

n - m = m + k, и мы имеем проектирование f : !P'2m+k _-)о ?rn--k.

Пусть

JP'rn + k = (А А А ) . Х1,2,· .. , m+k+1 . m+k+2 = Xm+k-t-:! = ... ==

= X2m+k+1 == О.

По условию теоремы f(A i ) = A i для i = 1, m + k -t 1, J(Аm~Ч 2) ---'с

A~H,2(a1 : а2 : ... : ат+Н l : О : ... : О) и J(A j ) = А; для

j = m +-k + 3, 2т + k + 2, при этом координаты точек А; опреде

ляются, как и ранее, требованием проективной эквивалентности

изображения и образца:

в силу сказанного, матрица проектирования f в этом случае имеет

вид:

р о о Pm+k+2al Рmtktза, "m+НЗ , P~m+k+li11a:2m+k-:"ll

О р О Pm+k+2a2 Pm+k+з а2l}m тk+З2 P2m+k+l'~2a2m+k+12

О О р Pm+k+2amtk ../1 Рm+ktзат-i.k..:..I am t kt 3m+k+ I P2m+k~-l am+k+ 1l1'2m+k+1m+k+ 1 (6)
о о о о о о

о о о

A~m+k+2' то имеет место следующая
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система уравнений:

р + Pm+k+2 ai + Рm+k+за-iQm+k+З -i +... +
+P2m+k+1a-iQ2mt-k+1'i - P2m+k+2a'iQ2m+k+2i = О,
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(7)

где 1,m + );; + 1. Эта система зависит от m + 2 переменных

р, prn+k+2, ... ,P2m+kt-2, которые не могут принимать нулевые зна-

чения, следовательно,ранг системы r ~ 'т+ 1. Это значит, что все

миноры порядка т + 2 основной матрицы этой системы обраща

ются в ноль:

щ щат+Ао+31 al Ct2m+k+ll ~a1a2т+Ao~ 2 1

аl azCtm-k+32 azCt2m-j-k -Н Z ---аzOiZm+k+Zз

=0, (8)

1 am-f-l ат+1am-~--k.J..3 111+1 a m+l CtZm+k+l т+l --аm+ l CtZm-j- k+ Z m+ l

1 ат+l am +ICtm + k+3т+l am+I Ct2m+k+lm+1 -аm+ICt2m+k-I-2m Н

где (l= 2, k ~:I). Каждое из k уравнений системы (8) определяет

гилерконус К/т- 1 С r+ k степени т. + 1. Направляющей этого ко

нуса служит многообразие F:::;~l, расположенное в (т+ l)-мерной

плоскости, определяемой уравнениями:

(символ ат+1 здесь означает, что уравнение ат+1 = О в системе

отсутствует) .
Вершиной конуса к;n+l является (А: - 2)-мерная плоскость, ле

жащая в JP'm+k и определяемая системой уравнений

а1 = ... = ат+1 = ат-Н = am+k+2 = ... = a2m+k+1 = О.

Таким образом, доказано, что центр искомого проектирования од

нозначно определяется выбором точки

k+l

А' nкт+ 1
mt-k+2 Е 1'·

1=2

Это значит, что множествоцентров проектированияв случае n =
k-+1

2т + k (А: з2) параметразуется точками многообразия n к;п-ч.
1=2
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Вопрос полноты и неполнотыпроекционныхизображений

фигур расширенногоевклидона ть-цространства8 n

Е.В. Н'U'К:УЛ1Иtа

Статья посвящена проблеме полноты и неполноты проекционных

чертежей, играющей важную роль в теории изображений.

Рассмотрим вопрос о полных и неполных изображениях фигур

расширенного евклидова пространства 83 на 2-плоскости.

Под изображением (чертежом) фигуры пространства 83 на 2
плоскости 82 будем понимать ее параллельную проекцию на плос

кость 82.
Изображениеназовем полным, если на нем однозначноопреде

лены все общие элементы линий и поверхностей оригинала. Это

естественноеопределениегторождаетряд вопросов:
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• Вопрос о системе задания точек в плоскости проекций, при

водящей изображение к полному виду. Для случая, когда рас

сматриваются изображения фигур пространства 8З на плос

кости 82, он рассмотренв учебной литературепо геометрии,

содержащейраздел "Теория изображений".Решениемданно

го вопроса является, в частности, метод основнойплоскости,

предложенныйН.Ф. Четверухиным.Суть его заключаетсяв

следующем.

Выберем три точки фигуры-оригиналаи будем считать, что

они задают так называемуюосновную плоскость, Тогда вся

кую точку оригинала на чертеже назовем определенной (за

данной), если па нем дано ее изображениеи однозначноопре

делено изображение ее проекпии (центральной или парал

лельнойгнаосновную плоскость. Если плоскость (АС]]) вы

брать в качествеосновной (см. рис. 1), а точку В - в качестве

центра проецирования, то очевидно, что все точки изображе

ния будут определенными. Такое изображение является пол

ным. На нашем чертеже, например, можно построить точки

пересечения прямой КL со всеми гранями тетраэдра.

Рис. 1

• Вопрос о том, как неполное изображение сделать полным.

Решением данного вопроса является так называемый процесс

расширения полного изображения [11.
• Вопрос о том, можно ли рассматривать неполное изображе

ние фигуры пространства 8З как полное изображение фи-
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гуры пространства большего числа измерений. В качестве

примера рассмотрим изображение гексаэдра на рис. 2. Дан
ное изображение на 2-плоскости является неполным, если

его рассматривать как изображение фигуры пространства

s:!, но полным, если рассматривать как изображение фигуры

пространства S4. Теоремы, позволяющие обосновать данный

факт, также известны для случая, когда рассматриваются

неполные изображения фигур пространства s:!.

D

А

Рис. 2

в общем случае, когда рассматриваются изображения фигур

расширенного евклидова n-пространства на плоскости произволь

ной размерности, меньшей 'п, первые два вопроса полностью ре

шены [1, 2]. Наша задача состоит в том, чтобы доказать теоремы,

позволяющие неполный чертеж фигуры пространства Б" на плос

кости sm рассматривать как изображение соответствующей фи

гуры, помещенной н пространстве другого числа измерений. При

проведении доказательств мы опирались на понятия и результаты,

содержащиеся в [1] и [21.
Под изображением (чертежом) фигуры расширенного евкли

дова пространства SN (далее-- пространства s"') на плоскости Б"'
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(т < п), как и в случае изображения фигур пространства 83, бу

дем понимать параллельную проекцию фигуры па т-плоскость.

При парвллельном проецировании фигуры пространства Б" на

плоскость 8т (т < п) через проецируемые точки проводятся па

раллельные между собой (п - т)-плоскости. Все проецирующие

(п - т)-плоскости параллельны между собой. С проективной точ

ки зрения парадлельвое проецирование -- это центральвое проеци

рование с (п - т - l)-мерным несобетвенным центром.

Будем рассматривать изображение фигуры через изображение

векоторого связанного с ней симплекса Т(п + 1) пространства Б":

Как известно, симплекс Т(п + 1) пространства Б" определяется

n + 1 вершиной общего положения и ограничен n + 1 симплек

сами Т(п). Рассмотрим изображение фигуры пространства 8" на

пъ-плоскости8т (т < п), полученное в результате параллельного

проецирования фигуры на т-плоскость проекций. Выберем какие

либо п-} 1 точки чертежа, которые являются изображениями точек

общего положения фигуры-оригинала в пространстве 8 n
, в каче

стве вершин основного симплекса. Всякую новую точку оригинала

на чертеже будем задавать ее изображением и изображением цепи

ее оснований относительно основного симплекса. Цепь оснований

С-'1'роится следующим образом. Пусть АIА2 ...АnАn+l -- симплекс

пространства Нn, построим цепь оснований точки 1\1, лежащей в

пространстве 8" (рис. 3, n = 4, т =се. 2).

Рис. 3
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Назовем нулевым основанием точки М саму точку М: МО == М:
Назовем i-M (1 ~ i ~ п-1) основанием точки М точку М; пересече

ния прямой (Ai M i -- 1 ) с (п-i)-плоскостью (Ait-1оооАn+1): плоскость

(АНlоооАnt1) и прямая (A i Mi - 1 ) лежат в (п - i + l)-плоскости, но

не лежат в (п - i)-плоскости. Заметим, что на чертеже достаточно

указать изображения оснований lvfo,М1 , 00" Nln - m , поскольку по-

еле их задания точки Мn-т+1 , 000, Мn-- 1 определяютсяоднознач

но. Точки М1 , о .. , Мn-т образуют цепь оснований. Таким образом,

точку М оригинала будем считать определенной или заданной на

чертеже, если на нем задаво ее изображение и может быть одно-

значно указано изображение ее оснований (далее - цепь оснований)

относительно основного симплекса. Чертеж, содержащий только

определенные элементы, является полнымо

Предположим далее, что чертеж содержит как определенные,

так и неопределеиные точки относительно основного симплекса

А100.Аn+1. Неспределенной будем считать точку, если вся цепь

ее оснований или некоторые из оснований не могут быть одно

значно указаны на чертеже. Все определенвые точки вместе с

н-симплексом представляют полное изображение, которое обозна

чим (А1о.оАn+ 1 ) . Рассмотрим какую-либо неопределенную точку Х

изображения, которая, очевидно, не входит в полное изображение

(А100.Аnн ) . Для того, чтобы включить точку Х в полное изоб

ражение, следует задать те ее основания, которые однозначно не

определяются на чертеже, учитывая при этом, ЧТО одни (неопре

деленные на исходном изображении) основания могут однозначно

определяться после задания других. Арифметически, чтобы опре

делить положение основания на чертеже, нужно задать опреде

ленное число цараметров, не являющихся следствием уже данных.

После этого цепь оснований точки Х однозначно определится на

чертеже, и точка Х станет определенной на нем, а полное изоб

ражение (А1о.оАn + 1 ) расширится. Может случиться, что при этом,

кроме точки Х, окажутся определенными и другие элементы чер

тежа, которые не входили в (А1 о ••Аn+ 1 ) . Присоединяяих и точку

Х К (A 1oooAn ,-1), получим полное изображение (Aloo.Antl, Х):
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Если после этого изображение полным не стало, продолжим нача

тый процесс до тех пор, пока чертеж не станет полным, т.е. бу

дем задавать основания неопределенных точек, подсчитывая при

этом число требуемых параметров. Указанный процесс называется

процессом расширения полного изображения. Если процесс коне

чен, то, задав в результате произвольно k независимых парамет

ров, сделаем чертеж полным. Число k называется коэффициентом

неполноты чертежа. Данное число не зависит ни от выбора основ

ного симплекса, ни от выбора оснований неопределенных точек в

процессе расширения полного изображения.

Далее будем рассматривать чертежи, для каждой точки кото

рых или можно построить все ее основания относительно основ

ного симплекса, или нельзя построить ни одного. Очевидно, что

все чертежи, изображающие объекты пространства 83, относят

ся к рассматриваемому типу, так как для точки пространства 83
достаточно, кроме изображения самой точки, задать изображение

одного ее основания, чтобы точка стала определенной. Определен

ные точки вместе с точками основного симплекса образуют полную

часть изображения. Задав для неопределенной точки Р все ее осно

вания, можем включить эту точку в полную часть изображения.

Возможно, что при этом станут определенными и другие, ранее

веопределевные точки. Если не было задано условий, связываю

щих основания неопределевных точек, то при включении точки

р в полную часть исходного изображения не может получиться

ТОЧКИ, дЛЯ которой можно построить лишь часть ее оснований.

Возможно, что после задания точки Р еще останутся неопределен

ные точки. Тогда зададам основания еще для одной неопределен

ной точки Q. Если этот процесс расширения полного изображения

конечен, 'го после включения К точек приведем изображение к

полному виду. Число К называется точечной неполнотой изобра

жения. Это число не зависит ни от выбора основного симплекса,

ни от выбора точек, включаемых в полное изобрвжение, и связано

с коэффициентом неполноты изображения следующим образом:

k = (n -т)· К.

Вместе с n + 1 вершиной основного симплекса включенные точки
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образуют систему из n +К + 1 точек, которая называется точеч

ным базисом изображения. Точечный базис обладает следующими

свойствами:

1. Точки базиса являются независимыми, Т.е. если любые n + 1
точки базиса выбраны в качестве верпшн основного симплек

са, а К - 1 из остальных К точек будут определены своими

основаниями относительно основного симплекса, то послед

няя точка базиса останется неспределенвой.

2. Если n+1 любые точки базиса выбрать в качестве вершин ос

новного симплекса и определить основаниями относительно

него остальные К точек, то чертеж станет полным.

Далее перейдем непосредственно к доказательству теорем, поз

воляющих неполный чертеж фигуры пространства В" на плоско

сти вт рассматривать как изображение фигуры, помещенной в

пространстве другого числа измерений.

Теорема 1. Точечный базис игоброжения фигур'ы Ф" про

странстваВ" С точечной неполнотойК можно рассматривать

'х;а1\; изображениевершин с·u.мn.ле-х;сапространстваВК+п.

Доказательство.Предположим, что мы имеем точечный ба

зис А1, А2 , ... , Аn+К t 1 векоторого изображения фигуры Ф" про

странства 8
п

, точечная неполнота которого равна К. Докажем,

что любую точку базиса можно рассматривать как изображение

вершины симплекса пространства 8К+n. Для этого надо показать,

что каждая точка, изображаемая на чертеже точкой базиса, не

лежит в пространстве, определяемом остальными точками, изоб

ражаемыми на чертеже точками базиса.

Допустим противное. Пусть, например, точка A s лежит в про

e'I'paHcTBe, определяемо:мостальнымиточкамиА1 , ... , As - 1 , A st 1, ... ,

An t k - 1, изображаемыми точками базиса. На чертеже это означа

ет, что для точки As может быть построена ее цепь оснований

относительно симплекса Т(n + К): Al ...As--IАsн ...Аn+кч,
Далее выберем в качестве основного симплекса Т(n+ 1) на чер

теже фигуру А1 ...Ап+1 и определимотносительнонего остальные

точки базиса, кроме точки A s . Таким образом, мы получим полное
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изображение (А 1 ...Аn+ 1 , Аn+2 , ...,Ав- 1 , Аs-ч , ..., Аn+к+ 1 ) . Нетруд

но видеть, что точки, образующие цепь оснований точки A s отно

сительно симплекса Т(n +- К), окажутся включенными в получен

ное полное изображение, поскольку принадлежат определенным

элементам, значит, включенной в него окажется и сама точка Ав .

Между тем, точка A s как точка базиса изображения фигуры Ф"

пространства sn является независимой от остальных точек базиса

указанного изображения и, следовательно, неопределенвой отно

сительно основного симплекса Т(n + 1).
Полученное противоречие показывает, что точка A s не может

лежать в пространстве, определяемом остальными точками, изоб

ражаемыми на чертеже точками базиса. Это верно и для любой

другой точки, изображаемой на чертеже точкой базиса.

Итак, совокупность n+К +-1 точек базиса можно рассматривать

как изображение вершин симплекса пространства sn+K.
Теорема доказана.

В [2] сформулировано без доказательства следующее утвержде

ние.

Теорема 2. Пустъ тач,е'Ч'Н,aJI. неnол'Н,ота данного изображения

фuгуръt Фn1 пространства snl (nl > т) равна К, тогда это иэоб

роженив можно рассматривать -к;а-к; изображение фuгур'ы ф
п

2

пространстве Sn 2 С точечной неполнотой К+ (nl - 'п2) при усло

вии, 'Что n2 > т.

Автор предлагает следующее доказательство этого утвержде

ния.

Точечный базис изображения ф
п

l состоит из nl +- 1 +- К точек,

он может рассматриваться как изображение вершин симплекса

Т(nl+1+К) пространстваs п1 +К (теорема 1). Покажем, что любая

точка-оригинал изображения фn' лежит в этом пространстве.

Допустим, что это не так, и какая-нибудь точка N не лежит в

указанном пространстве sn+K. Это значит, что на чертеже точ

ка N допускает включение в пространство в-:К при помощи

произвольно выбранной цепи оснований относительно симплекса

Т(nl + 1 + К). Допустим, что мы выбрали некоторую цепь основа

ний точки N, тогда после приведения точечного базиса к полному
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ВИДУ относительно основного симплекса Т(Пl+1) мы сможемопре

делить цепь основанийточкиN относительно симплекса Т(Пl + 1).
Но если мы выберем другую цепь оснований ТОчки N относитель

но симплекса тещ + 1+ К), то после приведения точечного базиса

к полному виду относительно Т(Пl + 1) получим уже другую цепь

оснований точки N относительно симплекса Т(Пl + 1), T.e.ТO'I

ка N останется неспределенвой относительно основного симплекса

T(nl + 1). Но это противоречит свойству точечного базиса изобра

жения фn1, после приведения которого к полному виду все изобра

жение становится полным. Таким образом, сделанное допущение

неверно. Точка N должна принадлежатъ пространству sщ+к. Это

означает, что все точки изображения ф"J. являются определенны

ми относительно симплекса T(nl +- 1 +- К).
Рассмотрим изображение Ф"! как изображение фигуры Фn2

пространства Sn2 (п'] > т). Поскольку точечный базис изображе

ния Ф"! может рассматриваться как изображение вершин симплек

са T(nl + 1 +- К) пространства Snl тК, то любые П2 +- 1 точки ба

зиса могут рассматриваться как изображение вершин симплекса

Т(Л2 + 1) пространства Sn2. Выберем П2 + 1 точки базиса в ка

честве вершин основного симплекса Т(П2 + 1). Найдем точечную

неполноту исходного изображения, рассматриваемого как изобра

жение фигуры пространства Sn2 , используя процесс расширения

полного изображения.

Рассмотрим любую из оставшихся Пl + К - П2 точек базиса

изображения фnl. Она является неопределенвой на чертеже отно

сительно основного симплекса Т(П2 + 1), поскольку в оригинале не

принадлежит пространству, определяемому симплексом Т(П2 +- 1).
Определим ее, задав произвольно цепь оснований относительно

Т(П2 +- 1). На каждом следующем этапе в процессе расширения,

рассматривая очередную из оставшихся точек базиса изображения

Фn', убеждаемся, что в оригинале она не прннвдлежит простран

стну, определяемому основным симплексом Т(П2 + 1) и точками

базиса, определенными нами ранее, а потому не является опреде

ленной относительно Т(П2 + 1). Таким образом, в процессе расши

рения мы должны будем произвольво задать цепи оснований всех

указанных Пl + К ._- П2 точек. После этого все остальные точки
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изображения Фnl станут определенными, так как выше было до

казано, что любая точка изображения Ф"! является определенной

относительно симплекса Т(nl + 1 + k). Таким образом, точечная

неполнота изображения фигуры фrtt, рассматриваемого как изоб

ражение фигуры пространства Sn2
, равна К + (nз - n2)'

Теорема доказана.
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Об одном классе геодезических преобразований сасакиевых

структур

н.н. Доuдуnова

Теория геодезических отображений псевдоримвновых прострапств

составляет одно из старейших направлений римановой геометрии,

истоки которой восходят к трудам Т. Леви-Чввита, Г. Вейля и

других знаменитых математиков. Одним из наиболее популярных

реаультатов в этом направлении является результат Уэстлейка

и Яно, утверждающий, что келерово многообразие не допускает

нетривиальных геодезических преобразованнй, сохраняющих ком

плексную структуру.

В настоящей работе введено понятие контактво-геодезнческо

го преобразования почти контактной метрической структуры как

геодезического преобразования, сохраняющего почти контактную

структуру.

Получен один из контактных аналогов результата Уэстлейка и

Яно, а именно доказано, что многообразие Сасаки не допускает'

нетривиальных: контактно-геодезических преобразованнй.

Пусть М -- гладкое многообразие размерности 2n + 1; Х(Л.J) 
модуль гладких векторных полей на многообразии М; V -риманова

СВЯЗНОСТЬ метрики g.
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Определение 1 ([1J). Почти хонтахтной метрической (ко-

роче АС-) стру-к;тУРО11 на гладком многообразии М называется

совокупность {т), ~, Ф, 9 = < ',' >} тензорвых полей на этом мно

гообразии, где 1} - дифференциальная 1-форма, называемая кон

тахтной ФОРМОЙ структуры, ~- векторное поле, называемое ха

рахтеристичеспим вектором, Ф - поле тензора типа (1,1), назы
ваемое cтpy-к;тypн.ъLМ эндоморфизмом, 9 - риманова метрика на

11I. При этом

1) Т/Ю 'СО-, 1; 2) Ф(';) ~= О; 3) т] о Ф = О; 4) ф2 с_с, -id + 'г] ®~;

5) < ФХ, ФУ >=< Х, У> -'7](Х)'Г](У); Х, У Е Х(М).
(1)

Многообразие с фиксированной АС-структурой называется nо

чиьи. хонтааспиным. метрическим. (короче АС·-) многообраеием .
На таком многообразии внутренним образом определены распре

деления L = Гт. Ф = ker т] и М = ke-rФ = ker d'f] размерностей 2n
и 1, соответственно, причем Х(М) = L EJЭ М.

Определение 2 ([2J). Почти контактная метрическая структу

ра называется сасахиевой стру-к;mУРО11, если она характеризуется

тождеством

v х(Ф)У =< Х, У>'; - 'Г](У)Х; Х, У Е Х(М).

Определение 3 ([3]). Диффеоморфизм <р псевдорвманова мно

гообразия (М, g) на себя называется геодегичесхим преобразовани

e.At, если он любую геодезическую переводит в геодезическую. В

этом случае на М возникает новая псевдориманова метрика g =

.р" (g), которая называется геодезическим преобразованием исход

ной метрики, В силу симметричности тензора 9 существует самосо

пряженный вндоморфизм h, такой что ?}(Х, У)= g(X, hY); Х, У Е

Х(М). Называется этот эндоморфизм оператором геодевичесхой

деформаu,'u'u.

Введем понятие контаютно-геодееическогонреобразовения:

Определение4. Геодезическоепреобразование9 ...... g метрики

9 АС-структуры назовем контазгтно-геодееичесхим (короче с

геодеэичесхиму првобразованием. если четверка {Т], ~, Ф, g} также

АС' --структура.
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Лемма. Харахтеристичесхий вектор ~ AC--стРУ1Стур'ы яв

ляется собственным вектором оператора h - геодеэичесхой дс

фор.маv,1W с собственным еномением 1.

Доказательство. В самом деде, из (11,2,5) имеем Т](Х)

< ~,X ». С другой стороны,

1](Х) ,= g(~, Х) =< ~,h(X) >=< h.(f" Х > .

Сравнивая с предыдущим тождеством, в силу невырожденаости

метрики получаем, что h(~) = f,.

Как известно [3], если V- риманова связность метрики g, то
тензор аффинной деформации от связности v' к связности V име

ет вид

Т(Х, У) = VхУ - VxY = ~(Х)У + ~(У)Х; Х,}' Е Х(М),

где -ф - дифференциальная 1-форма, называемая формой геооези

'Ч,еС1СОго искажения. Если -ф = О, то преобразовавие 'Р является

тривиальным, то есть 'Р*V' = V'.
Вычислив ковариантную прои~водную структурного эндомор

физма Ф относительно связности V, получим

Vх(Ф)У = Vх(ФУ) - ФVхУ = V'х(Ф)У +ФVхУ + Т(Х,ФУ)

-ФVхУ - ФТ(Х, У) = Vх(Ф)У + Т(Х, ФУ) - ФТ(Х, У) =

= V'х(Ф)У + ~(ФУ)Х - -Ф(У)ФХ.

Таким образом,

Vх(Ф)У = V'х(Ф)У +~&(ФУ)Х --Ф(У)ФХ. (2)

Напомним, что в работе [1\ был введен в рассмотрение первый

cm~YPHЪ'Й тензор, который имеет следующий вид

В(Х, У) = -НФ о Vф2у(ф)(ф2Х) + Ф о Vфу(Ф)(ФХ)+

+ф2 о Vфу(ф)(ф2Х) - ф2 О V'ф2У(Ф)(ФХ)}; Х, У Е Х(М).

С учетом (2) и (3) получим

- 1 1 2 ')
В(Х, У) ,=В(Х, У) - 2-Ф(ФУ)ФХ - "2-Ф(Ф У)Ф-Х; Х, У Е Х(М),
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где В -- первый структурный тензор относительно {1],';,Ф, g}.
Так как первый структурный тензор сасакиевой структуры ра

вен нулю (см.[1Л, имеем

В(Х, У) =-~'I/:(ФУ)ФХ - ~'Ф(ф2У)ф2Х; Х, У Е Х(М). (4)

в [lI доказано, что первый структурный тензор обладает следую

щим свойством

< В(Х, }Т), Z > -+ < Х, В(У, Z) >= О; Х, У Е Х(М). (5)

Применяв его к 'геНЗ0РУ iJ с учетом (4), после упрощений по

лучим:

Следовательно,

Используя (14), имеем отсюда, что

(6)

в частности, с учетом (1з)

в силу чего, тождество (2) принимает вид

'V'х(Ф)У·= V'х(Ф)У - w(У)ФХ; Х, у Е Х(М). (7)

Далее, прнменив оператор 'vх к тождеству g(фу' Z)-+g(}~ ФZ) =
о, МЫ получим следующее тождество

g('V'х(Ф)У, Z) -+ g(Y, 'V'х(Ф)Z) = О. (8)

с учетом характеристического тождества сасакиевых многообра

зий и (8), соотношение (8) примет следующий вид

g(X, hY)1](Z) -1](У)У(Х,Z) - w(У)g(ФХ, Z)-+

+у(Х, frZ)1J(Y) -I](Z)fj(Х, У) - 'Ф(Z)g(ФХ, У) = О,
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где h - оператор геодезической деформации от метрики 9 к мет

рике g, или

g(hY, X)Тl(Z) - ry(Y)g(Z, Х) + "р(У)g(ФZ, Х)+

+g(hZ, Х)Т](У) --1](Z)g(У,Х) + "р(Z)g(ф}r, Х) = о.

Отсюда, в силу невырожденноств метрики Й,

h(Y)-ry(Z) - r/(Y)Z -+ "р(У)ФZ -+ h(Z)'ry(Y) - ry(Z)Y -+ "р(Z)ФУ с= О;

Х, У Е Х(М).

Положив здесь Z = Е, с учетом леммы и (12) получим

h(Y) = У - ~·(Е)ФУ.

Заметим, что h - самосопряженный эвдоморфвзм, то есть

g(h(X), У) = g(X,h(Y));

(9)

Используя тождество (9), получим отсюда, с учетом невырожден

ности метрики, что

"р(Е)ФУ = о.

в частности, если У Е L - венулевой вектор, '1'0

"р(.;) = О,

Следовательно, в силу (6), 1р = 0_
Доказана

Теорема. Многообразие Сасохи. не дОnУС1Сает нетривиальныа:

с-ееодевичесхиа: преобрагований метрихи.
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Анализ системы сингулярно возмущенных уравнений,

описывающих проведение возбуждения по нервному

волокну

в.в. Майоров, С.Е. Ануфрuен1f.О

в работе рассматривается модель импульсного проведения воз

буждения по нервному волокну, цокрытому особым веществом -
миелвном, являющимся хорошим изолятором. Такие волокна на

зываются миелинизированными, В мнелавовой оболочке есть раз

рывы (перехваты Ранвье) [1, 21. Сигнал по миелвнизированному

волокну передается скачкообразно. Модель основана на системе,

включающей в себя дифференциальные уравнения с запаздывани

ем и обыкновенные дифференциальные уравнения. Система иссле

дуется аналитически. Показано, что существует решение, при ко

тором перехваты Ранвье генерируют цепочку спайков. Рассчитаны

временные рассогласования между спайками соседних перехватов.

Рассмотрим участок нервного волокна, содержащий N +1 пере

хват Ранвье. Присвоим перехватам номера от О до N и обозначим

через 'щ(t) их мембранные потенциалы. Потенциал миелинизиро

ванного участка, находящегося между перехватами с номерами i
и i - 1, обозначим Vi(t) (i = 1, ... , N). Мембранные потенциалы

перехватов Ранвье и миелинизированны:х участков будем отсчиты

вать от уровня максимальной гиперполяризации, поэтому Ui(t) ? О

и Vi(t) ? О. Система, описывающая процесс распространения им

пульса по миелинизированному волокну, имеет вид [3]:

й; = >'[-1-JNa(Ui) +.fK(Ui (t-1))]Ui+E:+e-ЛО'(Vi- 2Ui +Vi-t-l)

i = О, ... ,N; vo( t) == 1to(t); VN-tl(t) == UN(t);

Vi = ..\(Ui-l - 2щ +Ui), i = 1, ... N.

(1)

(2)

Здесь параметр >. >> 1 отражает высокую скорость протекания

электрических процессов, параметр О < Е: < < 1 учитывает токи

утечки, проходящие через мембраны перехватов. Положительные

достаточно гладкие функции .fNa(U) И .fK(U) монотонно убывают к
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нулю при 11. -;. 00 быстрее, чем 0(11.-1). Они описывают состояние

натриевых и калиевых каналов мембран перехватов. Параметры

а = 1+ fNa(O) - IK(O) > О, al = fK(O) -1 > 1, а2 = fNa(O)+1 > а1,

О < а < al. Число fK(O) - fNa(1) - 1 > О связано с пороговым

значением: будем читать, что спайк i-гo перехвата начинается в

момент времени t s , такой что 11.i(ts ) = 1, Ui(t) < 1 при t s - 1 < t <ts '

Токи утечки через миелиновые оболочки не учитываются.

Система описывает последовательность перехватов Ранвьс, свя

занных между собой посредством миеливизированных участков.

Отметим, что система уравнений имеет устойчивое состояние рав-

новесия 11.i = Vi = 11.* ~ лЕ:а .

Зададим начальные условия:

иo(s) ,=, 'Po(s) Е S, s Е [-1,0];

щ(s) =11.*, SE[-1,0], i=1, ... ,N;

Vi(O) = 11.*, i == 1, ... , N.

Класс S состоит из непрерывных на отрезке s ~= [-1, О] функ

ций '1' (s), удовлетворяющих условиям: '1' (О) с= 1 и О ,,;: '1' (s) ,,;:
шах]ехр (.\as /2) 1 1//\).

Формулы, описывающие динамику мембранного потенциала

нулевого перехвата при отсутствии внешнего воздействия, имеют

вид [4]:

!
ехр(Лаl(t + 0(1))), t Е [6, 1- б];

ехр(Л(аl - (t - 1) + 0(1))), t Е [1-+ Jl + al - б);

11.o(t) = Е: ;,:~l), t Е [1 +al -+ б, 2 + а] - б];

Е: ~~l) t ~ 2 + а) + б.

(3)

Здесь О < б << 1 - произвольно малое фиксированное число,

0(1) -- слагаемые, которые стремятся к нулю при Л -;. 00.

Проанализируемсистему (1)-(2) при Л -;. 00. Из начальных

условий следует, что при t == О начинается спайк у нулевого пере

хвата. Кроме этого выполнены соотношения: 1}l(0) « 11.0(0) = 1,
11.1 (О) << 1. Из них следует, что на некотором промежутке при
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t > О последнее слагаемое уравнения (1) при i=O асимптотически

мало, и данное уравнение может быть проинтегрированонезави

симо от других. Имеем:

lLo(t) = еХР(ЛО:l(t + 0(1))).

Рассмотрим промежуток t Е [д, т - .5], где т -- первый корень

уравнения 1L1 (t) = 1. Скоро мы нокажем , что т < 1, поэтому спра

ведливы оценки: lLo(t) » 1, lLl(t) « 1. Запишем уравнение (2)
при i=" 1:

Главное слагаемое решения имеет вид:

Для нахождения т рассмотрим уравнение (1) при i=l. Учитывая,

что 'и] (t) = 0(1) и V2(t) = 0(1), запишем его в виде:

Его решение имеет вид:

и, и) = ~ + exp("(O:l t - д + 0(1))) - ехр( -"(o:t + а + 0(1))).
~ ло: "(о: + 0:1)

Найдем т из условия lLI(t) = 0(1): т = :, + 0(1) < 1.
Отметим, что при s Е [--1, О] выполнено условие 1L1(Т + s)

'P1(S) Е В.

Рассмотрим промежуток t Е [т t- 5, t2 - д]. где т <t2 < 1 и

для всех t < t2 справедливо неравенство: UI(t) < uo(t). Здесь урав

пение, описывающее динамику мембранного потенциала нулевого

перехвата, может быть проинтегрировано независимо от других,

Поэтому

Uo(t) = еХР(ЛО:l(t + 0(1))).
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Уравнение ДЛЯ Vl(t) сохранит свой вид, следовательно, не изме

нится и решение:

Уравнение для Ul(t) примет вид:

Его решение имеет вид:

Ul(t) = (1 + л~J ехр(.л(аl + 0(1))(t - Т))+

+(t - Т) ехр(.л(аlt - а + 0(1))) - Л~l.

Учитывая, что Т < t < 1 и Т = я: + 0(1), получаем:
"'1

Это значит, что Ul(t) ~ uo(t - Т) (с точностью ДО слагаемых (1)).
Поскольку t 2 произвольно, все формулы верны на промежутке t Е
[т+6, 1- 6].

Рассмотрим промежуток t Е [1 + 6,1 + Т - 6j. Здесь уравне

ния, описывающие динамику мембранных потенциалов нулевого и

первого перехватов, могут быть проинтегрированы независимо от

других. Имеем:

иo(t) = ехр(/\(аl - (t - 1) + 0(1))),
иl (t) = ехр(/\аl (t - т + 0(1))).

Мембранный потенциал нулевого перехвата убывает, а первого пе

рехвата - возрастает. Уравнение для Vl(t) примет вид:

Здесь следует рассмотреть два случая:

1) uo(t) > Ul(t),
2) uo(t) < Ul(t).
Случай первый. Имеем:

ехр(/\(аl - (t -1) + 0(1))) > ехр(.лаl(t·- Т + 0(1))),
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alT
t < t* + 0(1), t* = -- + 1.

al + 1

Заметим, что 1 < t* < 1 + т. Перепишем уравнение для Vl(t):

Его решение имеет вид:

Vl(t) = ехр(Л(аl - (t -1) + 0(1))).

Получили приближенное равенство: Vl(t) >:::: uo(t) (с точностью до

слагаемых (1)).
Случай второй: t Е [t* + б, 1 + т - б]. Здесь уравнение для Vl(t)

примет вид:

'Vl = -2>'Vl+>' ехр(>.аl (t-T+o(l))), Vl(Ц =ехр(Л(аl-(t*-l)+о(l))).

Его решение имеет вид:

Vl(t) = exp(/\al(t - Т + 0(1))).

Получили, что на данном промежутке справедливо приближенное

равенство: Vl(t) >:::: Ul(t) (с точностью до слагаемых (1)).
Дальнейшее исследование системы (1)-(2) показывает, что на

нулевой перехват влияние не оказывается при t > О, а на пер

вый перехват - при t > т. Это значит, что миелинизированные

участки не могут повлиять на перехваты Ранвье, когда те генери

руют спайки и в течение некоторого времени после спайка. Этот

временной промежуток называется периодом рефрактерности. Его

продолжительность TR = 2 + аl + 0(1). В указанный период каж

дое из уравнений (1) может быть проинтегрировано независимо от

других. Следовательно, мембранный потенциал нулевого перехва

га определяется формулой (3), а для первого перехвата при t > т

справедливо равенство: Ul(t) ~ uo(t - Т) (с точностью до слагае

мых (1)). Описанное явление имеет простой биологический смысл.

Известно [1], что миелинизированное волокно не может проводить
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импульсный сигнал большой частоты, потому что перехваты долж-

ны "восстановиться".

Формулы, задающие мембранный потенциал первого миелипи

зированного участка, имеют вид:

v](t)! =

exp(..\o:](t + 0(1))), t Е [б, 1- б];

exp(..\(o:]-(t-l)+o(l))), tЕ[1+б, t*-б];

exp(..\0:](t-T+o(1))), tE lt*+б, 1-tт-б];

ехр(..\(о:] -(t-T-1)+0(1))), tE 11+т+б, 1 to:] +т--б);

E~~~]), tЕ[1+0:1+т+б,2+0:]-б];
Е (<>+<>2)+ 0(1) tE[2+0: +15 2+0: -+т-б]'

2ла а2 1 , 1 ,

Е ";.~1) t ~ 2 + 0:1 + Т + 6.

(4)
Из приведенных формул следует, что

V](t) ~ uo(t) при О < t < t*,

Vl(t) ~ U1(t) при t > t*.

Тем самым, мембранный потенциал первого миеланвэированного

участка имеет две точки максимума

t~lax = 1 + 0(1),

t~ax = 1 + т + 0(1)

и находящуюся между ними точку локвльного минимума

tmin = t* + 0(1).

Рассуждения, аналогичные проведеиным выше, показывают,

что спайк i-ro перехвата Ранвье начинается в момент времени

t = iT -1- 0(1), а мембранный потенциал i-ro миелинизированного

участка получаетсявременнымсдвигомпотенциалапервого участ

ка:

Vi(t) ~ V1(t - (i -1)т) при t > (i - 1)т.
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Итак, доказана следующая теорема.

Теорема. Рассмотрим сиетеми (1) - (2) С начальными усло

виями

uo(S) = <po(s) Е 5, S Е [-1, О];

Ui(S)=U*, sE[-l,О], i=l, ... ,N;

v.,,(O) = Н*, i = 1, ... ,1V.

Тогда при. t > О ме,м,бран/н;ый пomеtt'Ц·Uал определяется фор-мулоu

(:З), мемброасный потенииал первого миелиниеированного у'Ч,аст

па - по формиле ('1), мембранные потеtt'Ц'uал'ы других перехватов

равны

'Ui(t) = uo(t - iT) при t > iT, i =L, ... , N,

мембранные потенииалы осталъtt'ЫХ мивлиниэироввнныа:у'Ч.аст

ков равны

'Ui(t) >=:::; Vj(t - (i - 1)т) приt > (i - 1)т, i = 2, ... , N.

Таким образом, при возбуждении нулевого перехвата Ранвье

по цепочке перехватов будет распространяться волна импульсов

(спайков) в направлении возрастания номеров перехватов. Если

возбуждается перехват в середине цепочки, то волна распростра

няется в двух направлениях. Возбуждение последнего перехвата

порождает волну импульсов, рвспространяющуюся в сторону убы

вапия номеров лерехватов. При одновременном возбуждении двух

крайних перехватов возникнут две волны, бегущие навстречу друг

другу, которые взаимно погашаются при столкновении.

Полученные результаты полностью соответствуют биологнче

ским давным.
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Взаимодействующиемарковекие процессы и гиббсовские

случайные поля

М.В. Аверuщ~ев

Весьма актуальнойявляетсязадача моделированияслучайныхпо

лей. Известно, что многие случайные поля являются гиббсовски

ми, т.е. описываютсясистемой потенциалов [1, 21. Таким образом,

задача моделирования случайных полей сводится к задаче модели

рования гиббсовских случайных полей. Для этого были предложе

ны различные методы [4, 5]. В настоящей работе предложен метод

моделирования с помощью двухкомпонентного случайного процес

са, который является дискретным аналогом пропессов с непрерыв

ным временем, рассмотренных в работе [3]. Следует отметить, что

предложенный метод является более простым с точки зрения ком

пьютерного моделирования, чем методы, рассмотренные в работах

[4,51·
Взаимодействующий марковекий случайный процесс описыва

ет эволюцию во времени системы взаимодействующих элементов.

Рассмотрим конечный граф Г = (V, И), где V - множество вершин,

И - множество ребер, занумеруем вершины номерами от 1 до .N,
V = {Vl,V2, ... ,VN}, при этом для любого V Е V ребро (v,v) Е U.
Каждая вершина графа отождествляется с некоторым элементом,

который может находиться в состояниях, описываемых конечным

множеством Х. В каждый момент времени рассмотрим конфигу

рацию, т.е. для каждого элемента 'и Е \-Т укажем его состояние
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:1; Е х. Задание конфигурации удобно записывать в виде функции

:1;(v), множество всех таких функций обозначается х". Предполо

жим, что элементы меняют свои состояния в дискретные моменты

времени t Е {О, 1,2, ...}. Изменения состояний элементов являются

случайными, при этом о характере этих изменений будут сделаны

следующие предположения.

Будем считать, что в каждый момент времени может изменить

свое состояние только один элемент, случайно выбираемый из мно

жества V Взаимодействие элементов является локальным в том

смысле, что состояние элемента в следующий момент времени за

висит только от состояний соседних элементов, при этом соседни

:УШ для данного элемента v Е V считаются элементы, соединенные

с v ребром, множество всех таких элементов обозначим Sv. Вза

имодействие характеризуется потенциалом U(x(Sv)), где x(Sv) 
конфигурация в точках множества Ви.

Для описания эволюции системы рассмотрим двухкомпонент

ный марковекий случайный процесс (Et, Vt), где Et Е X V , Vt Е V
Переходпые вероятности этого процесса

не зависят от времени, т.е. процесс однороден по времени. Первый

МНОЖИ'гель соответствует тому, что на каждом шаге с вероятно

стью i:t выбирается пронзвольный элемент множества V, второй

множитель соответствует вероятности изменения конфигурации.

Предполагается, что изменяется состояние только элемента щ, Т.е.

y(v) = x(v) при v # щ. Вероятности Fi(y( . )Ix(')) имеют специфи

ческий гиббСОВСЮ1Йвид, т,е.

где Н(у( . ))- функция, называемая гамальтоааавомконфигура

ции, Зi (х ( · ) ) - нормирующий множитель. Гамильтоннан равен

суммарному взаимодействию всех элементов системы, т.е. Н(х( . )) =
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I:: U(x(8v ) ) . Этот процесс является дискретным аналогом про
'vEV

цессов с непрерывнымвременем, рассмотренныхв [31. Основным
результатом работы является следующая

Теорема. Онисанный выше марковсюий нроиесс яелястся эрго

aи"!,eC'X:1t.М" а его предельные вероятности яеляются гиббсовскими;

т.е. имеют вид Р(х( . )) = ~exp{H(y( . ))}.

Так как рассмотренный марковский процесс легко моделиру

ется па компьютере, то полученный результат позволяет модели

ровать гиббсовские случайные поля с произвольным потенциалом.

Полученный результат дает простой способ моделирования конфи

гураций, имеющих гиббсовское распределение.
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о представлении функций из пространства L 2 их

интегралами Фурье

с. в. Зотиков

в статье рассматриваются условия сходимости почти всюду инте

гралов Фурье функций из пространства L 2 по отношению к скре

щенному произведению двух ортонормированных систем функций.
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в качестве следствия ОДНОГО из установленных результатов полу

чен контипуальный аналог теоремы Билларда О сходимости почти

ВСЮДУ ряда Фурье по системе Уолта функции f Е Е[О;1 К самой

функции.

Пусть на [О; 1[ заданы две произвольвые ортонормированные

системы фУНКЦИЙ (о.н.с.) 'Р = ('Pk)~o И 'ф = ('Фk)k=О' Положим

»н EN иVl EN(N=с{О, 1,2, ... })

'Pk(lt t) = 'Pk(t), 'Фk(l + t) = 'Фk(t), где t Е [О; 1[.

Скрещенным произведением о.н.с. 'Р на о.н.с.ф называется функ

ЦИЯ K<p'l/" определенная на Н{)х R o соотношением

где [aJ- целая часть числа а ERo (см. 11]). Легко видеть, ЧТО функ

ция К.'Р'ф может рассматриваться как континуальный аналог каж

дой из О.н.С. 'Р и 'Ф.

Если 'Р, 'Ф -- ограниченные О.Н.С., то функция К<р";', порожда

ет лля всякой функции f Е E~;+oc[ интегральные преобразованвя

вида

00

л j'лу)= f(х)К<рф(х;у)dх, у Е Ro
о

и
00

г(х) = Jf(у)К<р'Ф(Х; y)dy, х Е Ro,
о

которые ЯВЛЯЮТСЯ аналогами классического преобразования Фу

рье и которые мы называем преобразованиями Фурье фУНКЦИИ f
по отношению Е{ скрещенному произведению К<рТр' Очевидно, что

л

преобразование f является континуальным аналогом коэффици-

ентов Фурье функции f по О.н.С. 'Р, а преобразование f* является

континуальным аналогом коэффициентов Фурье той же функции

по О.Н.С. 'ф.
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для произвольной функции J из пространства E[o;too[ ее преоб

разования Фурье функции J по отношению к произвольному скре

щенному произведению К<Р'ф определены в работе [2! следующими
соотношениями:

00

л L2J -J(y) = f(х)К<рф(Х; y)dx

о

и

00

f*(x) ~JJ(у)К<рф(Х; y)dy.
о

л

При этом выполняются неравенства 11 f I1 ~ 11f\1 и 111*11 ~ IIJlI·
Если О.н.С. 'Р является полной, то при любой О.Н.С. 1jJ имеет место

л

равенство 11 f 11 = 11111· Если же полной является О.Н.С. 'Ф, то при

любой О.н.С. 'Р выполняется равенство IIJ*II = IIJlI (см.теоремы 1
и 2 в [2J). В случае, когда полна О.Н.С. 'Р, при любой О.н.С. 'lj} имеет

л

место формула обращения преобразования J (см. теорему 1 в [3J):

00

L2J Л
лх) = J(у)КЧ'.ф(х; y)dy,

о

если полной является о.н.с. 'Ф, то при любой О.Н.С. 'Р справедлива

формула обращения преобразования f* (см. теорему 2 в [3J):

Ниже рассматриваются условия сходимости почти всюду ин

теграла Фурье функции .f по отношению к К<Р'ф в правой части

первого из записанных выше равенств к самой функции f. Для

второго интеграла все рассмотренияаналогичны.

Итак, справедлива

Теорема 1. Пцсть ограниченная О.Н.С. 'Р 'и фун"'u,u,я, f Е

L[o;+oo[ таковы, 'Что р,я,д Фуръе ПО системе 'Р каждого сцже

ния fk = fI[k;k+1[> k = 0,1,2, ... nо'Ч,тu всюду схооится ". Л, а
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1\ L2 оо _

f(y) = J f(x)K:p1jJ(X; y)dx - преобразовомие Фур'ье фу'Н'/ru;uu f в nро
о

')

странстее L- по отношению 1> схрешенномц проиеведению K<p1jJ,
где 1./J -- проиявольная О.Н.С. Тогда имтеграл Фурье фун1>'U,UU f по

отношению 1>К<р',!' сходится nочтu всюду на Ro 1> самой фУН1>'U,'UU

f, т. е. спраеедливо предстаеление

со

J(з.:) ~.1 f(y)K<p1jJ(X; y)dy

о

Доказательство.Пусть о.н.с, 'р и функция f Е L~;+oo[ удо

влетворяют условию доказываемой теоремы 1, а 1./J - произволь-
1\ 1\ L2 оо

ная О.Н.С. Тогда определена функция J: f(y) = I J(x)K<p1jJ(x;y)dx
О

преобразование Фурье функции f по отношению к скрещенному

произведению K<p1jJ.
В силу теоремы 7 из [31 для любых функций f и 9 из L[o;i-

OO
[

1\

и их преобразоввний Фурье fи g* по отношению к пронзвольному

скрещенному произведению К<р,р имеет место равенство

00 00

Jf(y)g(y)cly= .1 J(x)g*(x)dx

о О

(1)

с целью использовать равенство (1) возьмем в качестве функции

g следующую финитную функцию

( ') == [ К:рф(х;у),у:( А
9 у О,у > А '

где А - произвольное фиксированное число Ro, а х - любое число

нз Ro. Покажем, что для любых А и х из Ro функция g принад

лежит пространству L:o;+oo[' Действительно,
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00 А

11gl\2 = J \g(y)12dy = JIK<pw(x; y)j 2dy =
О О

[A]~1 А

- I: J 1'P[y] (х)\2 . \'Ф[х](y)1 2dy +- J 1'P[y] (x)1 2
. \'Ф[х](y)1 2 (ly ."'.

i~=O [i;i+1 i [А]

[А]-l А

+ I: j'Pi(x)12 + I'P[A] (x)1 2 J i'Ф[хJ(у)1
2dу

~ ([А] + l)С<р <
i=O [л]

< +00, Т.К. С<р = вцр l'Pn(t)1< +00.
n,t

Теперь в силу теоремы 2 из [2] преобразовавие g* фУНКЦИИ g
по отношению к Кч,1j) также принадлежит пространству [0[0;+00['

Посколькуg _. финитная функция, то ее преобразовавне Фурье по

отношению к к.: В црострвнствах L~o., [и 1,10' L [совпадают. и
-в- 0/ l ,-Т'ОО l ,-I-I:x;J !

ДЛЯ и Е Ro имеем, используя определение K<p·dJ:

00 А _--,----,-
g*(u) = f g(y)K<p-ф(и;у)dу с-= {R'<p,;.,(x;y)K<p1j.,(u;y)(ly =

О О

iA1-1

't J 'Рlу](Х)''Ф[Х](У)''Р[у](и)''Ф["j(у)dу
k=O [k;k+ 1[

А

+'Р[А] (х) . 'Р[Аl (и) f 'Ф[х] (у) 1/-1[,,] (y)dy =
[А]

[
[11'Pk(X) . 4?k(U) + 4?[А] (х) . 4?[А] (и) {Г \'Фrх] (у)IЧу, [и] =О'. [х]
k=O О

{А}

'PIA](X) . 'P[AI(n) J 'Ф[х] (у) . 'Ф['Ul(у)dу, [и] ef [х],
О

!.'~)\~

где Х ~ произвольвое фиксированное число из Ro.
/\

Теперь подставим [; [; g и g* в равенство (1). Тогда

А 00Jf(y)K<p-ф(Х; y)dy = Jf(u)g*(u)dv;

О О
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Ввиду свойства о- аддитвваости интеграла Лебега и представ

ления (2) имеем:

00

J f(u)·g*(u)du = J f(u) . g*(u)du+
о [[х];[х]н[

00 __ [A]-l ([xJ+l ')
+ п~~; [n1+1[ f(u) . g*(u)du= k~O .. [!; J(u)'Pk(u)du 'Pk(X)+

00 nн {А}

+'Р[А](Х) I: J f(u)· 'Р[л] (u)du J -цl[X] (у) . 't/Jn(y)dy =
n=о n О

= 8{X[(x;f[:t]) + RA(X;/),
(''!)

где первое слагаемое есть [АJ-ая частичная сумма ряда Фурье по

о.н.с, 'Р функции f[x] = JI[[х];[х]+1[> составленная для точки Х. ПО

условию теоремы предел этой суммы при А -? +00 для почти всех

Х равен ЛХ). Конъюнкция соотношений (2) и (4) имплицирует ра

венство

АJf(y)K'P'I/J(X; y)dy
О

Покажем теперь, что для \fx ERo Цш RA(X; /) = О. для произ-
А->+оо

вольного М EN, с учетом ограниченности О.Н.С. 'Р инеравенства

Коши для интегралов, имеем:

/M-l 00

IRл(х; /)1 ~ С'Р\ n~o I[ ЛN + и) . 'Р[А] (u)dul+

00 n+l {А} ___)

+ I: I J /(и)· 'Р[ЛJ(u)dl.ll·j J -цl[x](y)· -цln(y)dyl .
n=М n О

Примевяя ко второму слагаемому в скобках неравевства Коши для

сумм и интегралов иверавенство Бесселя, приходим к соотноше

нию:

(

M - l 1

IRл(х; /)1 ~ С", .~ 1'[ЛN + l.l)'Р[А] (u)dul +
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Поскольку f Е L[o;+oo[' то второе слагаемое в скобках независнмо

от А может быть сделано меньше любого Е > О при соответству

ющем выборе М EN. При таком М первое слагаемое в скобках: в

силу теоремы Мерсера станет меньше заданного Е для \;fA > А(Е).

Таким образом, дЛЯ \;fE > ОЗА(Е) - такое, что при \;fA > А(Е) выпол

няется нерввенство IRл(х; ЛI < 2С.рЕ для \;fx ERo. Следовательно,
lim Rл(х;Л = О при любом х ERo.

Л-->+оо

Наконец,учитываявсе сказанноеи переходяк пределупри А --+

+00 в равенстве (3), завершаем доказательство теоремы 1.
Одной из самых замечательных о.н.с. в теории ортогональных

рядов является система Уолша w = (Шп);;О=о (см. ее определение

в [4]). В 1967 году П. Биллардом был доказан аналог для систе-

мы Уолша известной теоремы А.Л. Карлесона, утверждающей, что

ряд Фурье по тригонометрической системе любой функции из про

странства f Е L[O;27r] сходится к этой функции почти всюду. Таким

образом, справедлива (см. [4. С. 189-201]).

Теорема Билларда. Для любой фytt'К:'Цu'u f (00 I/~O-l[ частные

сцммы Sn(x;Л ее ряда Фуръе по системе Уолша сход;'тся 'к: f(x)
no"tтu всюду на [О; 1].

Уставовам континуальный аналог этой теоремы.

Контвнуальвый аналог самой системы Уолша строится на осно

ве конструкции скрещенного произведения двух О.Н.С. Kr.p,p. Взяв в

качестве одной из компонент скрещенного произведения Kr.p-l/.' о.н.с.

Уолша w = (wn);;o=o, мы получим ее контиауальные аналоги вида

К-ш,р и J(r.p-ш, где в квчествео и 'ф могут выступать любые О.н.С.,

в том числе и сама система Уолша, Ниже рассматривается лишь

функция К-ш,р.

ДЛЯ произвольной функции f Е Lfo;+oo[ ее преобразования Фу

рье по отношению к k-ш'ф определяются равенствамв

00

f(y) ~.1 f(x)K~,p(x;y)dx
о

00

и f*(x) ~ .1 J(y)K-ш.ф(х; y)dy.

о

Первое из этих преобразований мы называем преобразованием
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Фурье-Уолта функции f в пространстве L~;Tool' Интеграл .JA(J; х) =

Ал

J .f(y)Kw-ф(х; y)dy будем называть частным интегралом Фурье
о

Уолша функции f, а его предел при А -> +00 в метрике L2
, то

оол

есть l.i:rn .JA(J; х)= Г J(у)Кшф(х; y)dy будем называть интегра-
л-.+оо о

лом Фурье-Уолшафункции f Е L[o;+oo[' Поскольку система Уолша

полна, то имеет место формула обращения преобразования Фурье

Уолша
00

лх) ~~.I f(y)Kw-ф(х;y)dy.

о

Теперь из теоремы 1 и теоремы Билларда выводим континуальный

аналог результата Билларда,

Теорема 2. Пцсть f -- проиэвольная фу'н,'к;'Ц'uя из простралс-

л L" 00

ства L[O;+oo[' '1f' - любая О."Н.С., а лу) = J f(x)I(,v-ф(х; y)dx - пре-
о

обраэования Фирье-Уомиа фу"Н'IC'Ции f по отношению 1с Кwф' Тогда

интеерал Фиръе- Уомиа фупк;'Ц'u'u f сходится 1ю'Ч.ти всюду на Ro
1с самой фУН1С'Ц'uи f, то есть справедливопредставление

00

ЛХ) ~ .1 f(у)Кш'l'(Х; y)dy.

о

В теореме 1 .для представления почти всюду функции f Е

IJ[O;i-ссl ее интегралом Фурье по отношению к скрещенному про

изведению I(",-ф требовалась ограниченность первой компоненты

К'Р'ф' В следующем утверждении первая компонента К""ф может

быть инеограниченной о.н.с. Точнее, справедлива

Теорема 3. Пцсть О."Н.С. 'Р u'r/J и фУ'Н'IC'Ц'ия f Е L~;+oc[ таковы,
л

что для преобразования Фирье f фунr.:'u;u-u f по отношению 1с К""ф

почти всюду выполнено равенство
00

f(y) =с .1 J(х)К<рф(Х; y)dx.

о
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Если ряд ФУР'ье ПО О.Н.С. r.p любого су:.нсен·ия !k = Jllk;k+1[> k =
0,1,2, ... n.в. сходится "" fk, тno nО'Ч.Тn'U всюду па Ro и~Heern место

предстаеление
00

f(t) = Jf(у)К<,?ф(t; y)dy.
о

Доказательство. Пусть о.н.с. r.p И 'IjJ И функция f Е L[O;+oo
таковы, что выполнево условие теоремы 3. Оценим сверху модуль

разности между значением фУНКЦИИ f в ПРОИЗВОДЬНОЙ точке t ERo
и ее частным интегралом Фурье по отношению к K<p"l/J, вычислен
ным в точкеt:

Ал

If(t) - JJ(у)К<рф(t; y)dyl (:
о

[А] л А л

(: If(t) - J J(у)К<рф(t; y)dyl -+ I J f(y)K<p1/,(t; y)dyl
о [А]

(6)

Поскольку по УСЛОВИЮ теоремы почти всюду на Ro выполнено ра-
л 00

венство f(y) = J J(х)К<р'ф(Х; y)dx, '1'0 имеем с учетом соотношения
о

(2)

[А] 00 [А]

Jf(у)К<рф(t; y)dy = JЛХ) JК<рф(t; у) . К<рф(Х; y)dydx = SЩ(t; fщ),
о о о

s<x.?(tj 1[t]) есть [А]-я частичнаясуммаряда Фурье по о.н.с. r.p ФУНК

ЦИИ 1[t] = JI[[t];[tJ+l[' составленная для точки t. В силу условия

теоремы для почти всех t выполняется lim S([Xj)(t; f[t]) = J(t),
A~+oo

поэтому предел при А -> +00 первого слагаемого правой части

веравенства (4) для почти всех t ERo равен НУЛЮ.

Далее, оценивая с ПОМОЩЬЮ неравенства КОШИ квадрат второго

слагаемого правой части неравенства (4), получаем дЛЯ VA ERo и

дня Vt ERo:
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ИНТeJраlIами Ф.vрье J f):3

А

IJf(У)К'Р.ф(tj y)dy!2 :::;;

[А]

[AJ+l

!'P[AJ(t)1 2 J 1f(y)I:'\iy

[А]

(7)

Теперь покажем , что для почти всех t ERo сходится ряд

(8)

Для ЭТОГО рассмотрим соответствующий проинтегрированный ряд

по промежутку [jjj + 1[, j EN:

(9)

л

Поскольку функция f Е L[O;+oo[' ее преобразование Фурье f также
л

принадлежит пространству Чо;+ос[' причем 11 f 11 :::;; IIJlI· Таким
образом, ряд в левой части равенства (9) сходится. Но тогда в силу

теоремы Б. Леви почти всюду на [jjj+1[сходится ряд (8), а потому

при почти всех t Е [j j j + 1[ имеем

[AI~l

1'P[Aj(t)12 J If(y)1 2dy-+O при А-++оо.
[А!

Так как j выбиралась произвольпым из N, то последнее соотно-
00

тпение имеет место для почти всех t Е U [j;j + 1[= Ro. с учетом
j=O

этого, из неравенства (5) следует, что второе слагаемое правой ча

сти неравенства (4) стремится к нулю приА -+ +00 при почти всех

I ERo. Переход к пределу при А -+ +00 внеравенстве (4) завер

шает доказвтельство теоремы 3.
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Известно, что ряд Фурье по системе Хаара (см. ее определение

в [1]) всякой интегрируемой функции сходится почти всюду к этой

функции. Поэтому из теоремы 3 выводим следующее утверждение:

Теорема 4. Если х -- система Хаара, а О.Н.С. 4' ·u фуюr.u,IЫ/'
1\

f Е Lf<);+oo[ ma'ICoB'bt, 'Что дл'я преобраеования Фуръе-Хаара f фу1t.'IC-

'ЦИ11. f по отношению 'ICКх7/> снраведливо nо'Чтu всюду равенство

л п.е , ~ -_---
лу) = J J(x)Kx'l/Ax; y)dx, то фУН'IC'Цu.я f по'Чти всюду прооста

о

611.ма своим интегралом Фуръе-Хаара , т.е.

оо

f(t) п~.Jf(у)Кхф(t; y)dy.

о

Замечание. Утверждение теоремы 4 будет заведомо вьшолнево,

если в качестве О.н.С. 'Ф взять тригонометрическую систему 1/-!k(t)-
e211"n i t , t Е [О; 1], n EZ, или систему Уолша, т.е. 'Ф ="-= ш.
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о нелокальных бифуркациях векторных полей на бутылке

Клейна

в.ю. Ройтенберг

в работе описаны бифуркации в типичных однопараметрических

семействах векторных полей без особых точек на бутылке Клейна.

1. ОпредеJlения и обозначения. Мы предполагаем извест

ными основные понятия теории гладких динамических систем на

многообразлях [1]. Будем обозначать ХТ(К 2 ) .. банахово простран

ство векторных полей класса СТ с СТ-нормой на бутылке Клейна

к·\ Х';. = {Х Е ХТ(К2 ) : Vx Е К2 IX(x)1 > о}·· его открытое под

множество, состоящее из невырожденных векторных полей (век

торных полей без особых точек). В дальнейшем r ~ 11.
Пусть Е - числовой отрезок. Однопараметричесхим семей

ством вееторных полей па К2 (с базой Е) назовем Сk-отображение

EEE:f--+ Хе Е X~.. Будем обозначать его {Хе}еЕБ или {Хе } И рас

сматривать как элемент топологического пространства фk,т (Е,К2) =
Ck(E,XTj-)' в дальнейшем k ~ 7.

Семейство {Хе } Ефk'Т(Е,К2 ) называется слабо сmру-х;mурnо

усmm'1Ч'uв'ы,м, если существует такая его окрестность И, что для

любого семейства {Хе } Е и существует гомеоморфизм т:Е --+ Е

такой, что дЛЯ любого Е: Е Е векторные поля Х, И Хт(е) топологи

чески эквивалентны.

Обозначим }~~ - подмножество в X~., состоящее из грубых век

торных полей, ~-~~ - подмножество в Х';. \E~, состоящее из вектор

ных полей, все замкнутые траектории которых гиперболические,

за исключением одной, являющейся односторонним или двухсто

ронним двойным циклом (квазигвперболической замкнутой тра

екторией). Пусть E~1 - часть }~~, состоящая из векторных по-
~ ~ ",1 2 ",1

леи с одностороннимдвоинымЦИКЛОМ, u-t' ~ часть Lч, состоящая

из векторныхполей с двухстороннимдвойным циклом и хотя бы

С L> .. .. .. ",1,* _ ,,'1 \(,,~1.1 U ",1,2)
еще однои замкнутои траекториеи, а и+ .= L~+ и+ '-'+.

С [2] ,,~1 1 ..-,1 2 ",1 *
.огласно множества L~-t' ' и'; и u-t' являются погруженными

с
r
- 1 -подмногообразиями коразмерности один в Х+.
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Везде в дальнейшемокружностьSl=RjZ.

2. Определяющий диффеоморфизм. Пусть Х Е ~l( И

Г ~ двойной цикл векторного поля Х. Из [:З, 4] следует суще

ствование такого cr~З-диффеоморфизма h кольца (-1,1)хS 1 на

окрестность U(1') цикла г, что h({O}xS1)=l', а векторное поле

Xlu(r) имеет те же траектории, что и векторное поле Х*, име

ющее в циклическихкоординатах (и,8), задаваемыхh в U(1'), вид
Х* = Po(u)8j8u+18j88, где РО Е CT~3, Ро(и) == и2 + (и2 ) , Ро(и»О

при u 10. Выберем число d Е (0,1). Поскольку Po(±d»O, то за

мкнутые кривые 1'± = 1~({±d}xS1) являются трансверсалями для

векторного поля Х. Так как Г - единственное предельвое множе-

ство для траекторий поля Х, то определено отображение Г+на г

по траекториям поля Х: h(d,8) -+ h( -d, /(8)), где 1: S1 -+ S1
~ с:»-двффеоморфизм, меняющий ориентацию. Назовем J опре

депянпиим. дuффео,м,оpфuз,м,о.м векторного поля Х. Он зависит от

выбора диффеоморфвзмв h и числа d.

Лемма. Пустъ 1 и 1* - определякпиие дuффеО'л'tорфШJ,м,'/}! еех

торного поля Х. Тогда на'uдутся то'Ч,'Х:u а ES1, Ь ES1, ma-x:ue, 'Ч,то

для любого 8 ES1 1*(8) = /(8 + а) + Ь.

3. Бифуркационное многообразие ~~З. Пусть 1~ определя

ющий диффеоморфизм векторного поля ХО Е ~~*. Так как 1 меня

ет ориентацию, то для накрывающего диффеоморфизма I :R-+R
имеем f( 8+1) =--= f( s) - 1 при всех 8 ER.

Введем однопараметрическое семейство диффеоморфизмов

11' :S1 -+S\ J.LES\ 11'(8) = 1 (8)+J.L, и отображение М: S1 -+S1,
11-1(8) = 8 - 1(8), являющееся двукратным накрытием. Отметим,

что VJ.LES1M~1(J.L) состоит из двух точек, являющихся веподвиж

ными для 11" остальные периодические точки 11' имеют период 2.
Введем также кривую В на трехмерном торе ТЗ== S1 XS1 XS\

точки (х, У, J.L) которой удовлетворяют уравнениям 1j1.(X) == у,

11'(У) = х. Множество Bt;.={(X, У, J.L)E В: х = У} состоит из то

чек (х, х, М(х)), х ES 1 И является одномерным замкнутым под

многообразием в ТЗ. Обозначим Во== В\ Bt;.. Если точка (х, У, /1-)
принадлежит ВО, '1'0 симметричная ей точка (У, х, /1-) также при-
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надлежит Во.

Перечислим условия 10_40, определякпиие вехторные поля ия

I:~'З. Фактическиих смысл состоит В том, что семействолиффео

морфизмов f," находится "в общем положении".

1о. Существует конечное "шело точек .'1; ES 1 (i= 1,...п"}, G

которых f'(Si) = -1; 6 каждой UЗ низ: 1"'(Si) f О, Т;:·

~2f"'(Si) - З[J"(Si)]2 # О.

Очевидно, что п" = 2n > О. Обозначим J-Lli:=М(s;) и~1, .. ,2n).
Из условия 10 следует, что у диффеоморфвэма fJ1. негиперболиче
ская неподвижвая точка есть только при J-L =J-Ll'; и,~ 1,..,2n), и в

этой точке В; U;n'(8i) - 1 с" U~)"(Si) = О, и~)"'(B;) = Т; i- О.

Особыми точками кривой В являются точки, в которых

Tank (f~~) f~~) i) < 2, то есть Г(х) + 1 "" г(у) + 1 = О.
в силу условия 10 особые точки В, принадлежащие Bf;, это точки
(Si, Si, J-Ll-i ), i=1, ..,2n. Потребуем, чтобы других особых точек у В

не было:

~. В точках (х, у, J-L)ЕВо и'(х) + 1)2 + и'(у) + 1)2/ О.

Пусть 11: B-+S 1 ~ проекция: П(х, У, J-L)=J1.
зо . Отображение П [в., имеепь конечное чuело (1J,рu'Ч,е.м иев'Ы

рож:деииъ,х) 1qJuт'u'Ч,еС7{;UХ 1Тю'Ч,е'К: Pj=(Xj, Уз, J-L2j), j =1,2, ... ,Тn*:

dП(Рj)=О, d211(pj) /0.
В силу симметрии Во т*==2тn (т==0,1,... ). Кроме того, мы

можем считать, что точки пронумерованы так, что Xj+m = Yj,
УНт = Xj, J-L2j+m'-CCJ-L2j, J'(Yj) + 1 # о при j=1, ... ,т. Нетрудно

убедиться, что dП(Рj)=-=О {=} f'(Xj) f'(Yj)=--:1, d2П(рj) #0 {=} Pj 10,
где обозначено Pj= f"(Y.i)[J'(Xj )12+J"(Xj )J'(Yj)' С другой стороны,

U;J'(Xj) ,= J'UJ1.(Xj))J'(Xj), U;,)"(Xj) = Pj и, следовательно, усло

вия зо означают, что диффеоморфнзм fJ1. имеет негиперболические

периодические точки только при J-L =J-L2j и=1,2, ... ,2т), это точки

:Т j И Yj , и они двукратны.

Точки (8i, Si, J-L]'i ), ic=1, ..,2n, и Pj=(Xj, УЗ' J-L2j), j = 1,2, ... ,2т
назовем СnСЦ1.tалъu'ы.м.u точ'К:ами.

40. Еслм р' = (х', У', ,/) '11. р" = (х", у", J-L") -- рагличние несим

метричные сnе'Цuалъuъ,е точхи, то J-L' # р",
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В силу леммы условия 10-40 не зависят 0'1.' выбора определяю

щего диффеоморфизма и потому являются условиями, наложен

ными на векторное поле ХА.

отзсрыто 'и вс'ЮUy nлот-н.о в
~l,З

+Теорема 1. МНОЭfCество

»'>~+ .

4. Бифуркации векторных полей из ~:f'З' Пусть семей

ство векторных полей {Xe}le:~8 травсверсально пересекает }~~,з

при Е=О. Тогда двойной цикл Г поля ХА исчезает либо при воз

растании, либо при убывании Е : существует число 60 Е(О,д) и

окрестность Г, не содержащая замкнутых траекторий поля Хе , со

ответственно, либо при ЕЕ(0,60), либо при ЕЕ (-60,0).
Пусть! - определяющий диффеоморфизм векторного поля ХА.

Будем рассматривать бутылку Клейна как (Rх 81) / ~, где (х, 8) .~

(х-+ 1, -8). С помощьюконструкциинаДСТРОЙЮ1(см., например, 11.
С. 152])мы можем построить векторные поля V/l Е x~~4, непрерыв

но зависящие от pES1 , так, чтобы кривая, задаваемая уравнением

х = О, была для них трансверсалью, а функции !~,(s) = ! (S) -+ р
функциями последования на этой трансверсали. Векторные поля

V/l будут "моделями" векторных полей Х; при исчезновении двой

ного цикла.

Опишем бифуркации в семействе векторных полей V/l , pES1 ,

используя свойства диффеоморфизмов Е,; Бифуркационными зна

чениями параметра р (то есть эначениями, при которых "'~ Е

XTj-\~~) являются либо точки pli(i=1, ..,2n), либо точки P2j и=
1,2, ... ,т). Их чвсло 211, -+ т ~2.

Векторное поле V/l при р = pli(i==1, ..,2n) имеет единствен

ную негиперболвческую замкнутую траекторию '- односторонний
двойной цикл Г(рн), проходящий через точку Si трансверсали

х=о и устойчивый (иеустойчивый) при Ti < О (Ti > О). Кро

ме того, оно имеет одностороннюю замкнутую траекторию, про

ходящую через точку Si* трансверсалв х=О ({Si,Si*}=.iW-1(Рli)),

устойчивую (неустойчивую) при !'(Si*) -+- 1 > 0« О), и может

иметь двухсторонние замкнутые траектории, пересекающие транс

версаль х=О в точках s' и 8", для которых точка (s', S",P2j) ЕВа.
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При /1, достаточно близких к /11i, из Г(/1н) рождаются 1) в случае

TJ" (5,,) (/1 - J.l1j) < О односторонняя гиперболическая замкнутая

траектория, устойчивая (неустойчивая) при при Ti<O (г, > О); 2) в

случае Tif"(5i)(P, - /11j) > о односторонняя неустойчивая (устой

чивая) гиперболическая замкнутая траектория и двухсторонняя

устойчивая (неустойчивая) гиперболическая замкнутая траекто

рия при Т; < О (Т. > О).

Векторное поле VJ.' при /1 = J.l2j (j = 1,2" .. , т) имеет един

ственную негиперболическую замкнутую траекторию ~ двухсто

ронний двойной цикл r(/12j), пересекающий трансверсаль х=о в

точках Xj и :1Jj , Кроме того, оно имеет две односторонние за

мкнутые траектории, пересекающие трансверсаль х=О в точках

множества {{}, (]} с= М --1 (JL2j), устойчивые (неустойчивые) при

1"«(;) + 1> 0« О), и может иметь двухсторонние замкнутые тра

ектории, пересекающве трансверсаль х=О в точках 5' и s", для

которых точка (s', s", /12j) ЕВо, Если /1 достаточно близко к /12j,
то при Pj(j'«(j)-'-1))(J.l-/12j) > о двойной цикл r(J.l2j) исчезает, а

при Pjи'«(j)+1)) (/1-/12j) < О распадается на две гиперболические

заМЮlутые траектории -- устойчивую инеустойчивую.

Теорема 2. Пустъ семейство векторных полей {Xe } jEI';;; e5 транс

версаяъно пересекает. :Е~З при с=О 'и двойной 'Ц'и-к;л Г поля ХО
исченает при воврастании с. Тогда существуют числа до > о,

N o > О 'и отображение 9 : (0,00) Sl, являюшееся хомпоэииией.
меняющего ориентаиию дuффеО'морфUЗ'ма !J: (о, до) ---- (No, +00)
u стандвртной nрое'/G'ЦUU R S1 , со следуЮЩ'UJvt'U свойствами:

1) Для любого сЕ(О, 00) векторные поля Хе U Vg(e) тополо

гическн эхвивалентны.

2) Значение параметра е Е (0,00) является бuфурк;а'/l;ионн'ы.м

для семейства {Хе } тогда U топьхо тогда, когда вномсни« nара

метра JL = 9 (е) является бuфур-к;а'Цuонн'btМ для семейства {lt~}.

3) Есм, со Е (0,60) яеляется бифур-к;а'Цuонн'ымзначением nа

раметра для семейства {Х,}, то ХеО Е :E~,1 U :E1~2 'и, семейство
1 1 12

тренсверсалъноЕ'[ U:E-t' при с = '::0.

4) У векторного поля Х", ЕЕ(0,60 ) , не существует двухсто-



200 Глава 2. Математика в ее многообразии

ранней за.м/к:нутаu. траевтории, непрерывно эависяшей от е при

всех еЕ(О, до).

5) Дяя любого е Е (-до, О) вехторное поле Х; Е L:?f-' Оно 'имеет

две двухсторонние вамзснитые траехтории. Все остальные тра

еr;;mорш.t nредсл'ЬНU 'к: ним.

Приведем набросок доказательства утверждений 1)-3). Снача
ла делается замена параметра е = ао (е) и выбираются циклические

координаты (х, s mod 1) в окрестности Г так, что векторное поде

Хе имеет в этой окрестности те же траектории, что и векторное

поде

Х: = Р(х, s, е)д/дх+ 1д/дв,

Р(х, s, е) = е+ Ро(х) + еа(х, е) + ех2Ь(х, s, е),

где а и Ь - сЗ-функции. Далее черту над е будем опускать.

При достаточно малых d>O и е*>О замкнутые кривые l;- : х =
±d являются трансверсалямидля векторного поля Хе , е Е [0,10*),
и, следовательно, определен диффеоморфизм l: на l;; по траек

ториям Хе , имеющий в координатах вид (d,s) 1----+ (-d,J*(s,е)),

где J* Е сЗ, а J = J*(- , О) - определяющий диффеоморфизм

поля Ха. Если d и 10* достаточно малы, то в окрестности Uе ,

еЕ[О, 10*), цикла Г, задаваемой неравенством Ixl < 2d, определе

но векторное поле х;* = д/дх + (1/P(x,s,e))a/as, имеющее те

же траектории, что и векторное поле Хе 'ие " в координатах тра

ектория поля Х;*, проходящая через точку (-d, so), имеет урав

нение 8 = S(x, 8о, 10), Х Е (-2d,2d), где S Е сз , S(-d, 8о, 10) = 80.

Отображение <{(, е) = S(d, . ,e):R--4R является диффеоморфиз-

мом, накрывающимдиффеоморфиз:м<р(., 10) : S1 --4S1 - функцию

соответствия по траекториям поля Х; между замкнутыми транс

версалями l;и li. Функция М(е) = J-~ (е + JЪ(х))--Чх является

сЗ-диффеоморфизмом на (О, 00), меняющим ориентацию. Пусть Е

-юбрвтвый даффеоморфваи. Обозначим R(s, е) = ф(s, f:)-s-M(e),
FJ.'(s) = <Ри*(8, E(J-L)), E(J-L)), J-L Е (М(е*), 00). Диффеоморфизм

FJ.L: Sl --4S1 является функцией последования на трансверсали

l: по траекториям поля Хе , e=E(J-L). Представим накрывающий

его диффеоморфизм FJ.' в виде [,";..(s). = 1(s) + J-L + G(s, J-L), где
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0(8, р.) = J*(8, Е(р.» - J(s) + R(1*(s, Е(р.», Е(р.».
Далее будем использовать универсальную постоянную D>O,

конкретное значение которой не существенно. Из очевидной оцен

ки D-1(E +- х2) ~ Е + Ро(х) ~ D(E + х2) следует, что

Для функции R имеем следующие оценки

/a1'H(s,E)/a8P / ~ DEO. 5
, Р Е {О, 1, 2, 3}, (2)

lдН(s, Е)/дсl + la2 П(s, E)/asдCl ~ ое:', 'д2Н(s, Е)/дЕ21 ~ DE-2. 5
.

(3)
Докажем, например, (2) при р=l. Провэводная B~ удовлетво

ряет уравнению в вариаЦИЯХd~S~ = A(X,S,E)S~, где A(X,S,E) =

_p--2(x,O)(Ea~(O) + Ex2b~(x,O», (J = (S(X,S,E),E), И начально

му условию B~(-d, s, Е) = 1. Поэтому ~~(s, Е) = S~(d, s, с) =

eXPf_:A(x,s,c)dx. Нетрудно проверить, что IA(x,s,c)1 ~ DE(E+
x 2)- 1. Учитывая, что lexpt-11 < 3t при Itl < 1, получаем, что

IR~(s,c)1 = I~~(s,c) -11 ~ DEo,\ то есть имеем искомую оценку.

Из (1)--(3) вытекает, что при р ;;:'0, q )0, р + q ~2 ир =3, q =0

(4)

мы можем рассматривать {JJj} как семейство диффеоморфиз

мов, зависящих от параметра р.Е[АТ, АТ+11. Условия 1°-4° влекут

слабую структурную устойчивость этого семейства и трансвер

сальность бифуркационныммногообразиям.Тогда в силу оценки

(4) при достаточно большом N семейство диффеоморфиэмов {FJj}'
р.Е[АТ, АТ-!-11, слабо топологически эквввалентно семейству {JJ.1} ,
/.LE[N, ЛТ+11 и трансверсально бифуркационным многообразиям.

Это равносильно утверждениям 1)--3) теоремы.

Замечание. В работе [51 построен пример семейства {Хе } век

торных полей из Х+' для которого ХО Е ~~*, а при Е>О двойной
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цикл исчезаети х; Е I:~. В этомпримереХА ff. I:~З, а Хе разрывно
заввсит от с при с=О.

5. Слабо структурно устойчивые семейства векторных

полей. Пусть фk,r= фk,r([а, .81, К2 ) . Обозначим sфk,r множество

таких семейств {Хе }Еsфk,r, что

1) Ха Е I:~, X{j Е I:~.;

2) если со - бифуркационное значение параметра с, то есть

ХеО Е X~\I:~, то ХеО Е I:~k при некотором k Е{1,2,3}, и семейство
",l,k

трансверсальноZ-'+ при с = со.

Теорема 3. Множество sфk,r а) отхрыто 1l всюду нлотно

в фk,r; б) состоит из слабо стру-х:турuо устойчивъtх се.меЙств

вехторных полей.

Полные доказательства теорем 1-3 приведены в [6].
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Теория и методика обучения математике в школе

и вузе

Болонский процесс и стратегия математического

образования

В.А. Тестов

Вступление России в Воловский процесс поставило перед мате

матическим образованием вообще и математическим образовани

ем учителей в частности целый ряд новых проблем, Хотя провоз

глашенные европейскими министрами образования првнципы Бо

лонского процесса ВЫГЛЯ,дят довольно привлекатедьно (повыше

ние качества образования и установление совместимых общеевро

пейских критериев его оценки, введение единого для всей Европы

механизма учета освоенного студентом содержания образования,

создание условий для значительного повышения мобильности сту

дентов и преподавателей, введение двухуровневого образования),

тем не менее, педагогическую общественность тревожит вопрос о

том, насколько предлагаемые пути реализации этих принципов со

гласуются со стратегией образования и действительно будут ли

они способствовать повышению качества образования.

у преподавателей вузов, ученых-педагогов многих стран Евро

пы вызывает тревогу то обстоятельство, что предлагаются единые

пути для всех стран и народов без учета их традиций, достижений,

без учета особенностей их национального образования. Кроме то

го, не учитываются специфические особенности подготовки специ

алиста в конкретной области. Невозможно по одной схеме готовить

юристов и математиков, инженеров и педагогов.

Для российского высшего образования традиционной являет

ся моноуровневая система, которая ориентирована на подготовку

специалиста определенного вида профессиональвой деятельности.

,ДЛЯ этой системы характерна фундаментальная подготовка спе-
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циалвста, что сегодня является основой профессиональной гибко

сти, требуемой постоянно изменяющим:ися условиями современно

го рынка труда.

Фундамеятальная научная подготовка может быть осуществле

на только с учетом целого ряда дидактических привципов (научно..
сти, систематичности и последовательности и т.д.). На фундамен

тальность вузовской подготовки, особенно на младшах курсах, все

гда обращалось особое внимание в российской высшей школе. Как

отмечал в своем докладе на 7-м съезде союза ректоров В.А. Садов

ничий, в отличие от других наций, мы сразу стали учиться научно

мыслить и учить студенчество мыслить целостными, фундамен

тальными теориями и действовать в практике сообразно методам

получения таких фундаментальных знаний. На этой основе взрос

ли наша академическая наука, университеты, общеобразователь

ная школа. В этом ~ одна из важнейших национальных традиций

российского образования, которая сейчас оказалась под угрозой.

При переходе на двухступенчатое образование (бакалавривт -~

магистратура) необходимо учитывать специфику подготовки буду

щих специалистов. Так, предлагаемый переход наибольшие труд

ности создает для математического образования.

Сама по себе идея перехода на двухступенчатое образование не

несет в себе ничего деструктивного. Весь вопрос в том, по какому

принципу производить такое разделевие на ступени. Документа

ми, сопровождающими Болонский процесс, предлагается первый

цикл (ступень) высшего образования сориентировать на приобре

тение компетенций исполнительского типа, а второй- на разви

тие творческих способностей. Этот принцип вполне может быть

осуществлен при подготовке многих специалистов, прежде всего

гуманитариев. Не случайно в МГУ уже около 15 лет ведется под

готовка бакалавров и магистров на экономическом факультете.

Но насколько подходит этот принцип для математической под

готовки? Можно ли овладеть математикой только на исполвитель

ском уровне, оставляя на потом развитие творческих способно

стей?

Весь опыт преподавания математики в России, да и в ряде дру

гих стран, говорит о том, что это сделать нельзя, что необходимо

развивать творческие способности намного раньше, параллельно
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приобретению математических знаний, еще в школе и на первых.

курсах в вузе.

Причины таких особенностей стратегии обучения математике

кроются в следующем. Все сколько-нибудь серьезные приложе

ния математики требуют значительной первоначальной фундамен

тальной математической подготовки. Как указывал Л.Д. Кудряв

цев, "содержание общего курса математики не может быть опре

делено с чисто прагматической точки зрения, основанной лишь на

специфике будущей специальности учащегося, без учета внутрен

ней логики самой матемвтикв" [4. С. 881.
Как математик-професснопал, так и учитель математики долж

ны, прежде всего, получить широкий математический кругозор,

должны представлять себе структуру современной математики в

целом.

Принцип научности обучения требует, чтобы его содержание

являлось строго научным, объективно отражающим современное

состояние соответствующей отрасли научного знания и учитыва

ющим тенденции и перспективы его развития. В соответствии с

цринципом научности в ходе обучения важно обеспечить усвоение

не только научных фактов, законов, теорий, но и основных тенден

ций развития науки, единства и противоречивости, характерных

для современной науки процессов дифференциации и одновремен

ной интеграции научных знаний. для реализации этого привци

па в преподавании математики необходима научная строгость и

логическая последовательность курса математики, системность и

обобщенность математических знаний и опыта.

Однако в процессе освоения фундамента математических зна

ний возникают существенные трудности. Это вызвано специфиче

ской сложностыо предмета математики. Сложность математики,

как указывал академик А.Д. Александров, состоит в том, что она

абсолютизирует свои абс-тракции и предметом математики явля

ются идеализированные объекты. В абстрактности -- сила, общ

ность и универсальность математики, но в то же время и специ

фическая сложность ее усвоения [11. Поэтому принцип научности

обязательно должен дополняться привципом доступности обуче

ния.

Для учите.та фундаментальная математическая подготовка
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должна являться не целью, а средством, а потому должна быть

согласована с нуждами приобретаемой профессии. Это положение

А.Г. Мордкович назвал принципом фундаментальности. В соответ

ствии с ним в математическом образовании будущих учителей ма

тематики, кроме традицнонных курсов математического анализа,

алгебры и геометрии, важное место занимают курсы (или разде

лы) "Числовые системы", "Основания геометрии", "Теория изобра

жений" и т.п., не изучае);wе в университетах. В то же время ряд

университетских математических курсов, важных для приложе

ний, но далеких от школьного курса, в педвузах или не :изучается

вовсе, или :изучается совсем с другими целями.

Необходимость фундаментальности математической подготов

ки вытекает и из основных положений современной когнитивной

психологии, согласно которым чем лучше развита и структурно

органвзованв когнитивная система, тем дольше и прочнее сохра

нение материала в памяти. В более развитой и сложной по струк

туре когвитввной системе идет более глубокий и всесторонний ана

лиз поступающей информации. А это является одной из главных

предпосылок прочного и длительного запоминания любого мате

риала. Аналогичные мысли высказывал и американский психолог

Дж. Врувер. "Быть может, самое главное, что можно сказать о па

мяти человека после столетия интенсивных исследованвй, это то,

что до тех пор, пока какой-либо частный факт не согласован со

структурой, он быстро забывается. Отдельные детали материала

сохраняются в памяти посредством включепня их в определенную

структуру или схему... Обучение общим или основным привцвпам

способствует сохранению материала в памяти, позволяет нам вос

становить отдельные подробности, когда это необходимо. Хорошая

теория является не только средством понимания явлений, но и

средством их последующего воспроизведения в памяти" [2. С. 25--
261·

Фундаментализацая математической подготовки тесно связана

с реализацией принципа генерализации знаний, который означает,

что начинать построение курса надо с 'выделения основных струк

тур и понятий, и оргапнзовывать материал обучения в порядке

логического развертывания этих структур и понятий по мере их

актуализации в системе математической науки. Изучение конкрет-
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ных математических структур должно осуществляться таким об

разом, чтобы в первую очередь выявлялись наиболее их общие,

фундаментальные свойства; для этого следует начинать ознаком

ление с главного, с общего, не с элементов, а со структуры.

Используя этот принцип, можно сформировать не только от

дельные знания, отдельные качества какого-либо вида мышления,

но и всю его структуру, раскрыть внутренние связи и отношения

фундаментальных понятий, показать их проявления на конкрет

ных фактах и явлениях действительности.

Генерализация знаний позволяет обеспечить и лучшее понима

ние, поскольку порождает структуру, которая значительно силь

нее взаимодействует с новыми знаниями, чем отдельные факты.

А чем больше разных связей новых знаний с уже имеющимвся в

долговременной памяти может быть установлено, тем глубже и ши

ре понимание нового материала, тем лучше он усваивается. Ведь

для этого уже существуют необходимые когнитивные структуры,

которые должны развиваться дальше, усложнятьея и усовершен

ствоваться при усвоении нового.

Генерализация знаний при изучении математики, т.е, объедиве

ние разрозненных повятий на основе общей математической идеи,

необходима дЛЯ того, чтобы заложить прочные основы формирова

ния теоретического мышления. Следуя этому принципу, содержа

ние предмета должно представлятъ собой единое целое по научным

идеям и методам его изложения. Рассмотрение каждого отдельно

го факта только тогда будет эффективно, когда этот факт явится

частностью какой-то общей системы, но частностью, вытекающей

из общего.

С фундаментальностью математического образования тесно свя

зан еще один дидактический принцип ~ систематичности и после

довательности, который требует, чтобы знания, умения и навыки

формировались в определенном порядке, системе: каждый элемент

учебного материала логически связывался с другими, последую

щее опирается на предыдущее и готовит к усвоению нового. Дан

ный првнцвп допускает определенные варианты систем и последо

вательности обучения, но неизменным остается сохранение логи

чески стройного подхода к обучению, а не стихийного, не вытека

ющего из учета особенностей и внутренней логики предмета. К си-
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стемности содержания относится целостность построения каждого

из математических курсов и определенная законченность его раз

делов; построение частных вопросов курса математики вокруг его

ведущих идей; возможность логических обобщений по мере изуче

ния частных вопросов к более общим.

С определенной сложностью усвоения математики в вузах спо

собны справиться далеко не все выпускники средней школы. Как

отмечал А.Н. Колмогоров, картина современных представлений о

строепии математической науки несомненным образом слишком

сложна для школьников, даже проявляющим особый интерес к ма

тематике, и рассказать о ней можно лишь немногое. Для преодо

ления этой сложности в свое время в СССР была создана целая

система подготовки школьников к изучению фундаментальвых ма

тематических курсов. Это математические кружки, факультати

вы, математические классы и целые школы, заочные математиче

ские школы, летние математические лагеря, олимпиады и конкур

сы. Все эти формы работы со школьниками имели главной своей

целью развитие математического мышления, развитие интереса к

математике, развитие творческих способностей. Для математиче

ского мышления из всех математических структур особое значе

ние имеют логические, алгоритмические, комбинаторные, образно

геометрические и стохастические структуры, представляющие со

бой определенные качества математического мышления, являющи

еся схемами (методами) мышления, математической деятельности.

При формировании этих качеств важно не упустить время, исполь

зовать сенситввные периоды.

Многое из этой системы работает и в настоящее время. Эта

система прошла проверку временем и доказала свою эффектив

ность. Математические факультеты получали хорошо подготов

ленных выпускников, давая им фундаментальное математическое

образование и развивая дальше их творческие мвтематические спо

собности. Благодаря этой системе математической подготовки рос

сийские математики, а также физика, инженеры, программисты

получили всемирное признание и пользуются высоким спросом в

различных странах и крупнейших фирмах.

На изучение фундаментальных математических дисциплин, как

показывает практика, необходимо 3,5-4 года, то есть можно после
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этого давать диплом бакалавра математики, что и делают некото

рые российские вузы, но такие бакалавры для практической рабо

ты никому не нужны. Им необходимо сразу учиться дальше, ли

бо изучать отдельные приложения современной математики (ДЛЯ

профессионального математика), либо психолого--педагогические и

методические дисциплины (для учителя математвки).

Опыт зарубежных стран (Великобритания, США и др.) также

показывает, что бакалаврам, для того чтобы получить сертифика

ты, разрешающие работу учителем, необходимо еще пройти осно

вательную психолого-педагогическую и методическую подготовку.

Так, в Великобритании с 1995 г. степень бакалавра образования

не дает права преподавания в средней школе. Для приобретения

права на преподаваниев школе необходимополучитьуниверситет

скую степень бакалавра по какой-либо науке, а затем пройти спе

циальный курс педагогическойподготовки, в результате которого

он приобретает"Статус квалифицированногоучителя" и получает

специальный сертификат по педагогике. В США процесс серти

фикации школьных учителей еще сложнее. В 1996 г. здесь вышли

рекомендации Национальной комиссии по вопросам обучения, со

гласно которым минимальной степенью для подучения постоянной

лицепзии ДЛЯ работы учителем стала степень магистра [31.
В России сложившаяся система подготовки учителя фактиче

ежи очень близка к тому, к чему приходят эти западные страны.

При существующем пятилетнем сроке обучения в вузах последние

курсы обучения (1-1,5 года) используетсяДЛЯ получения различ

ных специализаций,для изучения отдельных приложевий совре

меннойматематики(в университетах)или для подготовкиучителя

(в педвузах). Именно на этом этапе происходитОсновная часть ме

тодическойподготовкиучителя, проходит педагогическаяпракти

ка. Отличие от того, что рекомендуетсядокументамиВолонского

цроцесса, с формальнойточки зрения небольшое, но по существу

весьма важное: на второй ступени математическогообразования

мы делаем то, что фактически нас призывают делать на первой

ступени >- происходитприобретениекомпетенцийисполвительско

го типа.

Опираясь на отечественный и зарубежный опыт, можно сде-
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лать ВЫВОД, что бакалавриат В условиях России не должен стать

завершающим уровнем математического педагогического образо

вания. После бакалавриата необходимо обязательно проводить до

полнительную профессионально-педагогическую подготовку дли

тельностью не менее одного года, которая должна включать в себя

психолого-педагогический и методический блоки, а также ивтен

сивное прохождение педагогической практики. Только прохожде

ние такой подготовки должно давать основание для присвоения

квалификации учителя математики и право работать В школе.

Такую подготовку наиболее целесообразно осуществлять прямо

в вузе, где есть необходимая база и подготовленные кадры. Поэто

му лучше всего наряду с созданием магистратуры в вузах на базе

бакалаврвата сохранить и существующую систему специалистета

(б-летняя подготовка специалиста).

Только при соблюдении указанных условий можно будет сохра

нить высокий потенциал отечественного математического образо

вания, его фундаментальный характер, не допустить снижения ка

чества образования при переходе к двухступенчатому образованию

в условиях общеевропейского образовательного пространства.
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Технологический подход к обучению в профессиональном

учебном заведении

О.Б. Епиияева

Одним из условий достижения основной цели модернизации рос

сийского образования -- его современного хечества [5, 101, как

показано во многих педагогических исследованиях [1, 2, 6-8, 111,
является теоретическая разработка и внедрение в практику ра

боты учебных заведений педагогической rnех1tол.огuu. Технология

обучения является развитием традиционной методики обучения

и, в отличие от нее, дает инструментарий достижения планиру

емых целей образования. Это объясняется тем, что она представ

ляет собой такой уровень методики, который трансформирует ее

теоретические закономерности в систему совместной nра'lCmu'Чес'/Соu

де.яmел.ъ1tосmu всех участников учебно-воспитательного процесса,

в проект методической систеNU~, содержаuций описание процесса

достижения планируемых результатов обучения (В.П. Беспалько,

В.М. Монахов) и цроцедур совместной деятельности учителя (пре

подавателя] и учащихся (студентов).

В профессиональном образовании проблема достижения высо

кого уровня подготовки компетентного специалиста обострилась и

в связи с вамеревиямв вхождения России в мировое образоввтель

ное пространство и повышением уровня требований к стандартам

инженерного образования. В качестве примера приводим разра

ботанный Ассоциацией инженерного образования России вариант

стандартов для аккредитации инженерных программ двух циклов

- первого (FCD) и второго (SCD). Эти стандартыпредставляютсо

бой адаптированныеи модифицированныеверсии формулировок

требований к выпускникам, используемыхв существующихсисте

мах аккредитацииевропейскихстран и в странахВашингтонского

соглашения. Результаты обучения по этим программам (как уме

ния выпускника) описываютсяв терминах задач и видов деятель

ности разногоуровня сложности, которыевыпускникидолжныре

шать ('габл. 1 и 2), применнмы ко всем инженерным программам

и должны быть дополнены специальными требованиями в зависи

мости от дисциплин [31.
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ТаБЛ1J/ца 1

А'lCадемu'Чесnue резулъmаmъt обу'Чсnuя

ОпредеJ-IЯТ-Ь-,--фо~-рму

лировать цроблему,

находить необходимую

литературу и решать

сложные инженерные

задачи, доствгая обос-

нованных выводов,

используя основные

принцилы математики

и инженерных наук

Bъtnyc'/i,'U'u'IC SCD
дол:»се'Н

Применять знания ма

тематики, естествен

ных, общеинженерных

и специальных наук

для разработки кон

цепций инженерных

моделей

Определять, форму

лировать цроблему,

находить необходимую

литературу и решать

инженерные задачи

средней сложности,

достигая обоснован

ных выводов, исполь

зуя аналитические

приемы в зависимости

от выбранной дисци

плины или выбранной

специализации

2. Анализ

проблем

1. Знания в

области

инже

нерных

наук

,--,..------.--=---------;:::-=с=--,--=---.-----

3. Проекти

рование

jBbIpa
ботка

решений

Находить решения для

задач средней слож

'l-tосmu и у'Ч,асmвоваm'ь

в проектировании си

стем, их компонентов

или процессов с уче

том вопросов здраво

охранения и безопасно

сти, культурных, соци

альных, экологических

аспектов

Находить решения

для сложных задач

и проектироватъ си

стемы, их компоненты

или процессы с учетом

вопросов здравоохра

нения и безопасности,

культурных, социаль

ных, экологических

аспектов

__L..-. ._....L.. -...L . ------'
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4. Проведе

ние

исследо

ваний

5. Использо

вание

совре

менных

методов

Проводить исследо

вания задач средней

сложности, система

тизировать, находить

и выбирать необхо

димые данные из

программ, баз данных

и специализированной

литературы; проекти-

I
ровать и проводить !

эксперименты для по

лучения обоснованных

выводов

Выбирать и использо

вать соответствующие

ресурсы, современные

методики и оборудова

ние, включая прогво

зирование и моделиро

вание для решения ин

женерных задач сред

ней сложности, с по

ниманием правильно

сти их прнменевия

Проводить исследова

ния сложных задач,

в том числе путем

проектирования экспе

риментов, анализа и

интерпретации данных

и синтеза информации

для получения обосно

ванных выводов

Создавать, выбирать

и использовать соот

ветствующие ресурсы,

современные методики

и оборудование, вкл~

чая прогнозирование

и моделирование для

решения сложных

инженерных задач, с

пониманием правиль

ности их применения

Таблииа 2
Личностные реЗУII.ьтаты обучеuия

._--

Виnус'll:UШСFCD ВыnусnuшсSCD
должен aOll.:>ICeu

1. Индивиду Эффективно работать Эффективно работать

альная как индивидуаль- по междисциплинар--

работа и но, так и в качестве ной тематике как

работа в лидера или члена индивидуально, так и

команде разнотипных команд в качестве лидера или

члена разнотипных

команд
~.
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2. Общение Эффективно общаться

с членами инженер

ного сообщества и

общества в целом в

решении задач средней

сложности: быть

способным понимать ,
писать рабочие от

четы, разрабатывать

документацию, де

лать содержательные

презентации, пони

мать и давать чеТКIlе

Эффективно общаться

с членами инженерно

го сообщества и обlЦе

ства в целом в решении

слажниз: задач: быть

способным понимать,

писать рабочие отче

ты, вести документа

цию, делать содержа

тельные презентацни,

понимать и давать чет

кие инструкции

инструкции

3. Вэвимо- Демонстрировать но- Демонстрировать по-

действие нимание социальных, пимавне социальных,

инже- культурных, юри- культурных, юри-

нера с дических аспектов, дических аспектов,

обще- вопросов здравоохра- вопросов здравоохра-

ством невия и безопасности и вення и безопасности и

4. Этика

5. Окружа

ющая

среда и

устой

чивое

развитие

осознание ответствен

ности за последствия

инженерной деятель

ности

Понимать ответствен

ность и следовать эти

ке и нормам инженер

ной деятельности

Понимать влияние ин

женерных решений в

социальном контексте

и демонстрировать по

нимание и необходи

мость устойчивого раз

вития

осознание ответствен

ности за последствия

инженерной деятель

ности

Понимать ответствен

ность и следовать ЭТИ

ке И нормам инженер

ной деятельности

Понимать влияние ин

женерных решений в

социальном контексте

И демонстрировать по

нимание и необходи

мость устойчивого раз

вития
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6. Управле

ние

проек

тами и

финансы

7. Межкуль

турные

компе

тенции

8. "Обучение

через

всю

жизнь"

Демонстрировать осве

домленность и понима

ние в сфере MeHe~

мента и бизнеса, такие

как риск, возможные

изменения условий и

понимание их послед

ствий

Работать в интернаци

ональной среде с по

ниманием культурных,

языковых и социально

экономических разли

чий

Осознавать необходи

мость и иметь способ

ность самостоятельно

учиться и повышать

квалификацию в тече

ние жизни

Демонстрировать осве

домленность и понима

ние в сфере менедж

мента и бизнеса, такие

как риск, возможные

изменения условий и

понимание их послед

ствий

Работать в интернаци

ональной среде с по

ниманием культурных,

языковых и социально

экономических разли

чий

Осознавать необходи

мость и иметь способ

ность самостоятельно

учиться и повышать

кввлафикацню в тече

ние жизни

Традиционная дидактическая система, которой исполнилось

350 лет, в настоящее время уже недостаточна для решения задач

модервнзацив образования, что объясняется такими ее особенно

стями, как а) ведущая роль теоретических знаний в содержании

обучения, б) преобладание объяснительно-иллюстративного спосо

ба обучения, в) как следствие - ориентация учебного процесса на

деятельность учителя (например, цели обучения выражены в дей

ствиях учителя - "ознакомить учаm;иxся с ...", "решить с учащииися

задачи" и т.п.] , г) как следствие - отсутствие акцента на учебную

деятельность обучаемых, и д) как результат, - доминирование у

НИ..'С памяти над мышлением, низкий уровень самостоятельности и

результативности учебной деятельности.

'Традиционность" существующей дидактической системы в ву-
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зе и привычка к ней преподавателей не позволяют сегодня по

лучить существенно лучшие результаты образования. Педагогика

высшей школы сегодня исходит из ТОГО, что методы обучения в

вузе, ориентированные на объяснение педагога, формируют интел

лектуальную пассивность и ограничивают творческие способности

студента; таким образом, время их обучения используется неэф

фективно.

Основной технологической цроцедурой является проектирова

ние обраговетельных 'Целей, которые являются ключом к проек

тированию всей технологии (всех ее технологических процедур).

Это соответствует и стратегии модернизации образования, которая

говорит о необходимости положить в основу обновления образова

ния планируемые цели (характеристики результата "на выходе") и

только после этого формировать само содержание образования "на

входе" [10. С. 15]. Цели обраэовавия должны быть представлены

не в объектно-знанневой, а в деятельноствой Форме (выражены

в действиях ученика или эталонах этих действий), что определя

ет деятельпостный характер образовательного стандарта и содер

жания образования [10. С. 251. При этом можно проектировать

три традиционные группы образовательных целей: 1) учебные це

ли (а не обучающие, т.к. они являются целями не учителя, а уче

ника, целями его учебной деятельности); 2) цели развития (раз

вввающие цели) и 3) цели воспитания (воспитательные цели). В

психолого-педагогических исследованиях давно показано, что эф

фективностъ достижения учебных (обучающих) целей образова

ния в значительной степени зависит от достижения развивающих

и воспитательных целей, а в новой концепции и стратегии модерни

зации образования последние являются приоритетными, т.к. их до

стижение определяет так называемую "обучаемостъ" ученика, т.е,

его способность к усвоению изучаемого материала. Если цели обра

зования определены и сформулировавы неверно, то по результатам

их достижения ни о каком качестве не может идти речь [9. С. 21J.
При конкретизации целей обучения в профессионалъном учеб-



Епиmева О.В. Технологический подход к обучению в

профессионаJIЬНОМ учебном заведении 217

ном заведении их необходимо также соотнести с особенностями бу

душей профессии (специальности). Результаты исследований сущ

ности профессиональной деятельностц показывают, что ее психо

логическая основа как система имеет такую же структуру, как и

учебная деятельность. Это - мотивы, цели, программа деятель

ности, информационная основа деятельности, принятие решений,

подсистема профессионально важных качеств и способностей лич

ности; при этом профессиональные способности рассматривают

ся как общие способности, приобретшие черты оперативности под

влиянием деятельности, что может быть ориентиром для проекти

рования целей развития и воспитания в этом вузе [121. Цели про

фессионвльного образования должны быть компонентами nрофес

сиональной 1\;О.м,nетентНОС1n'и сnе'ЦиалиС1nа и стандартов инже

нерного образования (табл. 1 и 2).
Вторая технологическая процедура - проектирование на основе

полученных целей содержания обцчения в деятелькостной форме,

которое получается переводом спроектированных целей в адекват

ные им предметные (математические, технические и т.д.) и учеб

ные задачи. Эти задачи предъявляются обучаемым в виде учебных

заданий во всех видах учебной деятельности; они должны состав

лять постоянно пополняемый ООН1\; у'Чебн:ых ваданий; из которого,

в частности, формируется и тестовый фонд.

Согласно прввительствевной стратегии обновления образова

ния - усилению деятельностного подхода к обучению, проектиро

ванне всех остальных компонентов системы обучения осуществля

ется также на основе этого подхода. В частности, необходима "дея

тельностная формулировка ключевых компетентностей' [10. С. 201,
проектирование всего хода учебного занятия, оценка текущих ре

зультатов, коррекция обучения, направленная на достижение обу

чаемыми запланированных целей [71.
После диагностики готовности обучаемых к учебной деятель

ности (входной контроль) проектируется у'Чебн,ъtЙ проиесс >- его

структура (этапы), содержание и методический инструментарий
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(методы, формы и средства его организации, контроля, коррек

циовной работы и оценки результатов обучения), организующий

учебную деятельность учащихся (студентов) с подготовленным

учебный материалом, направленную на достижение запланирован

ных результатов обучения. Выбор как структуры учебного про

цесса, так и методического инструментария определяется целями

и содержанием изучаемого материала; уровнями его сложности и

подготовленности обучаемых к его усвоению; сравнительной ха

рактеристикой возможностей, сильными и слабыми сторонами раз

личных методов, форм и средств обучения; особенностями само

го преподавателя; возможностями учебно-материальной базы вуза;

регламентом учебного времени.

Таким образом, технологический подход к обучению позволяет

не только декларировать, но и, как показывают научные исследо

вания и опыт их внедрения в педагогическую практику, на деле

достигать более высокого уровня качества обучения при условии

овладения преподавателем обязательными технологическими про

цедурами. Использование педагогической технологии и процесса

проектирования технологических процедур сокращает время овла

дения преподавателем процессом формирования собственной мето

дики (технологии) обучения своей двсциплине.
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А.Н. Колмогорово развитииматематическихспособностей

А .Н. Голихов, н.х. Розов

Задачавсестороннегои гармоническогоразвитияличностичелове-

ка делает совершеннонеобходимойглубокуюнаучную разработку
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проблемы способностей людей к тем или иным видам деятельно

сти. Разработка этой проблемы представляет как теоретический,

так и практический интерес.

Проблема способностей - это проблема индивидуальных раз

личий. Если бы все люди обладали одинаковыми потенциа.льными

возможностями для развития во всех направлениях и для заня

тий всеми видами деятельности, то не было бы смысла говорить

о способностях. Один добивается высоких достижений, больших

успехов без особой затраты сил и труда в сравнительно короткий

срок, другой при всем желании и старании не может подняться до

того же уровня или это сопряжено у него с большим трудом. В

этом смысле мы и говорим о более способных и менее способных

обучаемых.

Академика А.Н. Колмогорова глубоко интересовала проблема

выявления и отбора способных к математике школьников. Отме

тим несколько его идей, каждая из которых стала предметом об

суждения многих известных психологов и педагогов, основой ДJIЯ

дальнейших исследований.

Во-первых, он указывает, что математические методы н мате

матический стиль мышления проникают всюду. Трудно найти та-

кую область знаний, к которой математика не имела бы никакого

отношения. С каждым годом математика будет находить все более

широкое применевне в разнообразных областях человеческой дея

тельности. Принципиально область математики не ограничена [21.
Еще в 1962 году А.Н. Колмогоров отмечал, что развитие наук Б

последнее время характеризуется тенденцией к их математизации.

В связи с этим в нашей стране ежегодно возрастает потребность

в математиках. В последнее время потребность эта явно не удо

влетворяется, "математики стали дефицитны" [31. Таким образом,

А.Н. Колмогоров подчеркнул, что высокий уровень раЗБИТИЯ ма

тематики является необходимым условием подъема и эффективно

сти целого ряда важнейших областей знания. В связи с этим еще

в большей степени увеличиваются требования к математическим
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знаниям и способностям: специалистов, работающих над техниче

скими проблемами.

Во-вторых, А.Н. Колмогоров отмечает, что дЛЯ усвоения ма

тематики ("при хорошем руководстве или по хорошим книгам") в

объеме курса средней школы и даже элементов высшей матема

тики достаточны обычные средние способности. Но для успеш

ного овладения математикой на более высоком уровне, в каче

стве будущей специальности, требуются развитые математические

способности, так как известно, что "разные люди воспринима

ют математические рассуждения, решают математические зада

чи... приходят к новым математическимоткрытиям с различной

скоростью,легкостьюи успехом" [4J, а надо стремиться, чтобы спе

циалистам ~ математикам становились те, кто в этой области будет

работать наиболее успешно. "Талант, одаренность ... в области ма

тематики...даны от природы не всем" [5J. Обычным математиком

можно стать, выдающимся, талантливым математиком нужно ро

диться. Таким образом, А.Н. Колмогоров поставил цроблему выяс

нения генетической природы математических способностей, кото

рая до настоящего времени является важной задачей дальнейших

исследований в этой области.

В-третьих, в состав математических способностей А.Н. Кол

могоров включает [4]:
- способность умелого преобразова:ния сложных буквенных вы

ражений, нахождения удачных путей для решения уравнений, не

подходящих под стандартные правила, или, как это принято на

зывать у математиков, вычислительные, или "алгоритмические"

способности;

- геометрическое воображение, или "геометрическую интуи

цию";

.- искусство последовательного, правильно расчлененного логи

ческого рассуждения; в частности, хорошим критерием логической

зрелости, совершенно необходимой математику, является понима

ние и умение правильно применять принцип математической ин-
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дукции.

Далее, он говорит и о тех особенностях мыслительной деятель

ности, которые, вопреки распространенному житейскому мнению,

не имеют отношения к математическим способностям, например,

способности механически запоминать большое число фактов, спо

собности перемножать в уме многозначные числа. Многие выда

ющиеся математики не обладали сколько-нибудь выдающейся па

мятью такого рода.

Известный психолог В.А. Крутецкий, беря за основу и допол

няя данные А.Н. Колмогоровым личностные и мыслительные каче-

ства, характеризующие математическое мышление и деятельность

математиков при решении математических цроблем, задач, выде

лил основные характеристики математического мышления [9\:
1) способность к формализации математического материала, к

отделению формы от содержания, абстрагированию от конкрет

ных количественных отношений и пространственных форм и опе

рированию формальными структурами, структурами отношений и

связей;

2) способность обобщать математический материал, вычленять

главное, отвлекаясь от несущественного, видеть общее во внешне

различном;

3) способность к оперированию числовой и знаковой символи

кой;

4) способность к "последовательному, правильно расчлененно

му логическому рассуждению", связанному с потребностью в до

казательствах, обоснования, выводах;

5) способность сокращать процесс рассуждения, мыслить свер

нутыми структурами;

6) способность к обратимости мыслительного цроцесса (к пере-

ходу с прямого на обратный ход мысли);

7) гибкость мышления, способность к переключекию от одной

умственной операции к другой, свобода от сковывающего влияния

шаблонов и трафаретов;
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8) математическая память - ее характерные особенности также

вытекают из особенностей математической науки, Э'ГО память на

обобщения, формализованные структуры, логические схемы;

9) способность к пространственному воображению, которая пря

мым образом связана с развитием такой области математики, как

геометрия.

В-Че1.'вертых, А.Н. Колмогоров указывает, что математиче

ские способности проявляются обычно довольно рано и требу

ют непрерывного упражнения [4J. В июне 1964 года Миннстер

ством просвещевия РСФСР было проведено широкое совещание

по пробломам преподавания математики в средней школе. С ос

новным докладом выступил А.Н. Колмогоров, где он затронул про

блему дифференциации математического образования. На первый

план выдвигалась задача развития индивидуальных особенностей

каждого учащегося с учето~{ его интересов, способностей и жела

ний. Участники совещания, одобрив основные положения доклада,

все же выступили против различных программ даже в спецшко

лах. Отступление от утвержденных программ допускалось толь

ко в экспериментальных классах. К большому сожалению, ~ея

А.Н. Колмогорова об уровневой дифференциации нашла отраже

ние только в "Концепции развития школьного математического об

разования" 1990 года [7J.
В-пятых, математика в целом не может быть до конца акси

оматизирована, можно говорить лишь о системах аксиом отдель

ных математаческах теорий [1]. Таким образом, А.Н. Колмогоров

опровергал точку зрения, что аксиоматический метод распростра

няется на всю математику. Сочетание компонентов н индивидуаль

ных структурах математических способностей может быть различ

ным, что и образует различные типы структур, различные типы

математических складов ума. Имеет место известное многообразие

структур, Т.е. высокие достижения в математической деятельности

могут быть осуществлены различными комплексами способностей,

причем одни из них могут компенсированы другими [4J. Различ-
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ные стороны математических способностей встречаются в разных

комбинациях [4]. Существование различных типов математических

складов ума есть следствие не только индивидуальных и типовых

психологических различий между людьми, но и следствие различ

ных требований, которые предъявляют человеку разные разделы

математики.

В-шестых, А.Н. Колмогоров считал, что "до 1(}--12 лет - с до

вольно хорошим успехом заменим общим воспитанием сообрази

тельности и умственной актИБНОСТ~'. Он считал, что содействие

выдвижению математически одаренной молодежи является одной

из важных задач школьных математических кружков, математи

ческих олимпиад и других мероприятий по пропаганде матема

тических знаний и распространению интереса к самостоятельным

занятиям математикой. Однако в них "следует по возможности из

бегать установки на предопределение будущих профессиональвых

интересов". Но запоздание с усвоением строгой логики и специаль

ных математических навыков в 14-15 лет делаетсяуже трудно вос

полнимым [8J. С введением профильного обучения в общеобразова

тельных школах остается актуальным мнение А.Н. Колмогорова о

том, что недопустима ранняя специализация математических спо

собностей. Расширенное и углубленное обучение необходимо начи

нать с 12-13 лет.

Следует сказать, что подробный анализ работ и выступлений

академика А.Н. Колмогорова, связанных с цроблемой математи

ческих способностей,еще ждет своей всестороннейразработки.
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о концепции обучения математике учащихся начальной

школы на основеинформационно-категориальногоподхода

г.л. ЛУК;ШН%?J/Н, Т. Ф. Сергеева

Современныймир, включаяРоссию, вступил в ХХI - век образова

ния. Общество будущего - это общество с востребованным образо

ванием. Поэтому важнейшая задача настоящего эеапв модерниза

ции системы образования состоит в создании условий для развития

знаний и умений, формирования навыков и достижения учащи

мися необходимого уровня компетентности. Настоящий этап раз

вития сопиума характеризуется его вступлением в новую фазу .
"информационное общество". Уже сегодня можно предвидеть, что

главным общественным продуктом, обеспечивающим интенсифи

кацию всех сфер экономики, интеллектуализацию основных видов

человеческой деятельности, станет информация.

Создание условий, позволяющих личности адаптироваться в

условиях возрастания информационной емкости мира, быть спо

собной мобильно осваивать новые технологии получения, пере

работки и распространения информации, и составляет, на наш

взгляд, главную цель образования. Именно ему принадлежит в

этом процессе ведущая роль, поскольку в образовательном про-
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странстве начинают свое формирование социальные, психологиче

ские и профессиональные предпосылки информатизации общества

в целом.

Этот процесс потребует переосмысления существующих подхо

дов к обучению с точки зрения их адекватности СЛОЖИВШИМСЯ ре

алиям, а также разработки новых.

Предлагаемый информационно-категориальный подход призван,

прежде всего, обеспечить универсальность образования, что поз

воляет сделать первый шаг в достижении этой цели. Основные

концептуальные идеи отражены в следующих положениях:

1. Универсальность содержания образования может быть до

стигнута, если создать систему, включающую спектр образова

тельных областей, каждая из которых была бы представима в фор

ме языка познания и отражения окружающего мира, и разработ

ки внутри каждой ИЗ них содержания обучения, основанного на

выделении определенных категорий (обобщенных повятий, фор

мирующих "язык" данной образовательной области, что позволяет

проводить описание предметов, явлений и процессов во внешней

среде).

2. Одновременно с формированием системы категорий должно

осуществляться обучение способам деятельности, как специальных

~ для того или иного предмета, так и универсальных, что в сово

купности составит основу информационной культуры как одной из

составляющих общей культуры человека.

3. Обеспечение универсальности образования предполагает со

здание условий для сохранения самобытности калсдой личности,

развития ее интересов и способностей.

Данные концептуальные идеи могут стать основой для постро

ения образовательной программы, основными компонентами ко

торой являются познание окружающего мира (внешняя среда) и

самопознание (внутренний мир). Каждый из этих процессов про

ходит несколько этапов (см. схему 1).
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Внешняя среда Внутренний мир

Психические

процессы

Схема 1

Процесс познания окружающего мира начинается сперевода

его объектов и явлений в понятия определенной предметной обла

сти. При этом происходит овладение мыслительными операциями

сравнения, анализа, синтеза, обобщения, абстрагирования и др.

Следующий этап - выстраивание иерархии понятий, в резуль

тате чего образуется совокупность категорий, которая, в свою оче

редь, становится основой универсального знания.

Параллельне с освоением содержания образования продолжа

ется работа, направленная на формирование у обучаемых способов

деятельности, важнейшими из которых выступают кодирование,

алгоритмизвция и моделирование.

Особое ввимание должно быть уделено формированию лично

сти учащегося, которое также проходит несколько стадий: от опре

деленных психвческях процессов (памяти, мышления, восприятия,

воображения и т.д.) К воспитанию позвавательного интереса и ак

тивности и далее - к диагностике и развитию индивидуальных спо-
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собностей.

Принцнпы отбора категорий, составляющих предметное содер

жание, заключаются в следующем:

1. Каждая категория - фундаментальное понятие, определяю

щее "язык" данной предметной области и обладающее широким

прикладным значением.

2. Категория может быть адаптирована к данному этапу обу

чения.

3. Категории, составляющие основу содержания одной предмет

ной области, могут быть интегрированы в любую другую.

Информационное пространство действия каждой категории

складывается из понятий, свойств, операций и моделей. Процесс

трансляции объектов окружающего мира в предметное содержа

ние отражен на схеме 2.

Предметы,

явления

окруж. мира

Схема 2

ПОНЯТИЯ

в соответствии с прнведевными в первой главе работы концеп

туальными идеями система категорий, составляющих основу на

чального курса математики, может быть представлена следующим

образом (см. таблицу).
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Категория Понятия

Форма Точка,ПР~lая,кривая,ломаная,угол,мно-

ГОугольник (и его разновидности), круг,

овал, куб, прямоугольный параллелепипед,

шар.

Пространство Понятия, описывающие расположение

предметов на листе бумаги и в простран-

стве:

а) относительно выбранного ориентира;

б) относительно друг друга.

Пересекающиеся и параллельные пря-

мые. Числовой луч и числовая прямая.

Расположение чисел на числовой прямой.

Величина Множество, элементы множества. Число.

Цифра. Целые веотрнцательвые числа. От-

рицательные числа. Масса, длина, емкость,

площадь, объем. Мера. Измерение. Единица

измерения длины, массы, емкости, площади

и объема.

Модель Объединение, пересечение множеств. Выде-

ление подмножества из множества. Удале-

ние части множества. Сложение, вычита-

ние, умножение, деление. Знаки и компо-

ненты арифметических действий. Числовые

и буквенные выражения. Уравнения. Нера-

венства. Задача и ее компоненты.

Каждая категория в совокупности с соответствующей системой

понятий составляет содержание определенного раздела программы

по математике. Так, категории "форма" и "пространство" - геомет

рического, "величина" - арифметического и "модель" - алгебраи

ческого и текстовых арифметических задач. Категория изменение
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пронизывает все разделы программы начального курса математи

ки и потому не выделяется в отдельную систему.

Процесс формирования информационной культуры при изу

чении основных разделов начального курса математики можно

условно разделить на несколько этапов.

Первый этап заключается в том, что в объектах, предметах и

явлениях окружающего мира выделяются признаки или свойства,

подлежащие описанию на языке математики (например, количе

ство, длина и др.). Основной задачей этого этапа является научить

учащихся выявлять существенные признаки и свойства предметов

и абстрагироваться от несущественных.

Второй этап характеризуется персводом уже собственно мате

матических понятий на язык математических символов, т.е. проис-

ходит процесс кодирования информации, обучение которому про

ходит, в свою очередь, несколько стадий: от условных обозначе

ний с помощью геометрических фигур до использования буквен

ной символики.

Следующий этап ~ знакомство с известными алгоритмама, обу-

чение их исполнению и овладение умениями составлять собствен

ные алгоритмы решения задач на основе известных. Следует отме

тить, что существует достаточно большой круг вопросов начально

го курса математики, которые поддаются алгоритмизации (в част

ности, приемы вычислений, решение уравнений и др.).

Четвертый этап ~ работа с мвтематическвми моделями или их

конструврованве. Надо сказать, что этот этап может в некоторых

случаях отсутствовать. Наиболее характерной иллюстрацией та

кой работы могут служить следующие задания: составьте задачу

по данному уравнению, подберите к данному чертежу соответству

ющее числовое выражевие и др.

Концепция информационно-категориального подхода позволя

ет успешно реализовать в обучении также компетентностный под

ход.

На основе концепции авторами подготовлен учебво-методичес

кой комплект по математике дня начальной школы, который про-
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шел экспериментальную проверку. В настоящее время начата ра

бота по созданию курса математикв для неполной средней школы.

о введении в математический анализ

0.0. Ивааиее-Мисатов

При изложении теории пределов все мы находимся под гипно

зом математиков. Но студентами нематематическяхспециально

стей (особеннослабыми в математике)все это воспринимаетсякак

пустая схоластикаи не формируетникакихреальныхобразов.Для

этого контингентаизучение математическогоанализа удобнее на

чинать с наблюдения, которое всем понятно: есть линии, кото

рые можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги. Тако

вы окружность,ломаная, прямая, траекториядвижущейсяточкн

и Т.П. Когда рисуются эти линии, движение карандаша не преры

вается. Поэтому такие линии принято называть непрерывными.

I. История развития науки и техники показала, что непрерыв

ные линии играют фундаментальную роль. Например, температу

ра е в комнате изменяется со временем t вполне определенным

образом, т,е, переменная е есть функция переменной t: е = e(t).
Автомат-самописец, записывающий изменения температуры О с те

чецием времени t, выдаст па ленте непрерывную линию (посколь

ку температура не изменяется мгновенно). Эта линия - график

функции O(t). Поэтому про функцию O(t) говорят - "непрерывная

функция".

Аналогичное положение с давлением р воздуха - это функция

времени t, т.е, р = p(t). Ясно, что p(t)- непрерывнаяфункция. И

подобное наблюдаетсяповсеместно.

Такимобразомвозниклопонятиео непрерывнойфункции:функ

цию f называют непрерывной, если ее график- непрерывная ли

ния, Т.е. его можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги.

Уже такое наглядное представление о непрерывной функции

позволяет уяснить ее простейшие свойства. Так, если функция f



232 Глава З. Теория н методика обучения мате';"'атике в школе О! вузе

непрерывна на отрезке [а, Ь], Т.е. ее график можно нарисовать, не

отрывая карандаша от бумаги, начнная с точки (а, f(a)) и кончая

точкой (Ь, ЛЬ)) (рис. 1),

у

о

РШ;.l

то:

1) если числа !Са) и f(b) разных знаков, то лх) = О хотя бы при

одном х из интервала (а, Ь). На рис. 1 таких точек три: Хl, Х2, хз;

2) на отрезке [а, Ь] функция f имеет наибольшее и наименьшее

значения: на рис. 1 число f (а) - наименьшее значение f на отрезке

[а, Ь], число f(X4) - наибольшее значение f на отрезке [а, Ь], т.е. при

любом х из отрезка [а, Ь] выполнены неравенства f(a) ~ f(x) ~

f(X4),

П. Эти наглядноясныефакты, конечно, требукутстрогогодока

зательства.Но такое доказательствоможно дать только после то

го, как понятию непрерывностифункции будет дано полное мате

матическоеопределение.Чтобыполучить его, надо провести сред

ствами математикианализ наглядныхсоображений,првведенных

выше. Коротко говорят: проведем математическийанализ подме

ченного. При этом будет удобно воспользоватьсяприближенными

вычислениями.

В общемслучаеположениеаналогично.Пустьфункцияf непре

рывна на интервале (т.е. ее график над этим интервалом можно

нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги), и надо вычислить
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f (а) для числа а из этого интервала. Для этого берут х ~ а и

считают, что лх) ~ Ла). При этом непрерывность функции все

ляет уверенность в том, что чем точнее приближенное равенство

х ~ а, тем точнее приближенное равенство f(x) ~ f(a), и точность

последнегоможет быть получена любой при повышенииточности

Геометрическиэто ясно из рис. 2, где приведен график функции
J и процесс вычисления Ла) и Лх).

у

f(a)

лх)

/j'---
------;('

/1
I I

! I
/ I

I
/ I--/i I

о х а

Рис. 2

х

Точность приближенного равенства х ~ а есть число Ix-al. Это
длинаотрезка [х, а], выделенногона оси Ох. Аналогично,точность

приближенного равенства лх) ~ Ла) есть число If(x) - f(a)l·
Это длина отрезка, выделенногона оси Оу - отрезок и(х), Ла)].

Из рнсунка видно: чем короче отрезок [х, а], тем короче отрезок

[f(x), f(a)], и его длину можно сделать как угодно малой за счет

уменьшения длины отрезка [х, а]. В терминах прнближенных вы

числений это означает: приближенное равенство f(x) ~ f(a) мож

но получить с любой точностьюза счет повышенияточности при

ближенногоравенствах ~ а.

Коротко ГОВОРЯ1': если функция f непрерывна в точке а, то

лх) ~ f(a) с любой точностьюпри х ~ а.

III. Вот это свойство непрерывной функции было принято за
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основу определения после придания наглядной формулировке это

го свойства математического содержания.D,.ля этого вспомним:

точность приближенного равенства характеризуется положитель

ным числом (с точностью до 0,001 или с точностью до 0,00001 и

т.п.). В приведенной формулировке есть два приближенных ра

венства. Точность приближенного равенства .Т ~ а характеризу

ется одним положительным числом, которое по традиции обозна

чаю'!' греческой буквой 1) "дельта". Точность приближенного ра

венства лх) ~ f(a) характеризуетсядругим (как правило) поло

жительнымчислом, которое по традиции обозначаетсягреческой

буквой Е: ''эпсилон''. При этом точность приближенногоравенства

f(x) ~ Ла) мы хотим получить любой, т.е. число Е > О задается

любым (у инженеров и вычислителей указывается в задании - в

вычислениях гарантировать точность 0,001 и т.п.), а число 1) > о

надо подобрать так в зависимости от заданного Е (ТОЧКИ а и функ

ции f), чтобы выполнялосьусловие: если точностьприближенного
равенства х ~ а меньше б, то точность приближенногоравенства

f(x) ~ Ла) должна быть меньше Е.

Итак, мы подошли к определению непрерывности фун'К:v;иu 6

точке: функция f непрерывна в точке а, если для любого поло

жительного числа Е можно подобрать такое положительное число

б, что при любом х из неравенства Ix-аJ < 1)о следует неравенство

If(x) - f(a)\ < Е.

Добавим к этому определению: при любых х, удовлетворяю

щих неравенству Ix - аl < 1), функция определена, Т.е. функция f
должна быть определена в некогорой окрестности точки а.

Прим:ер 1. Линейная функция f( х) = kx + Ь непрерывна в

любой точке а Е R.
При доказательствефиксируемлюбую точку а Е R. Для про

извольно взятого числа Е > О число 1) > о подбираем следующим

образом:

If(x) - j'(a)1 = Ikx + Ь - (ka + b)1 = !kl·lx - аl < (Ikl + 1) .j:l: - с[.

Из полученного неравенства видно: если взять 1) = !kl~l' то при
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любом х из неравенства Ix - а\ < д следует неравенство If(x) 
J(а) I < Ее. Таким образом доказано, что для любого числа Ее > О

можно подобрать число д > О (в этом примере д = Ikle+l > О) так,

что выполнены условия, указанные в определении. Непрерывность

линейной функции в выбранной точке а Е R доказана. Отсюда

получаем непрерывность в любой точке а Е R.

Пример 2" Функция синус непрерывна в любой точке а Е R.
Фиксируемлюбое число а. Для произвольновзятого числа Ее >

О число б > О подбираем, пользуясь определением синуса числа:

длина дуги (рис. :З) '-' ВМ = t, длина дуги '-' BN = а, тогда

длина дуги '-' мн = la - tl > MN 3 [вш с - siпtl (это длина

отрезка [siп t, вш а] на оси Оу), этот отрезок --проекция хорды МN,
которая короче дуги '-' МN.

у

~.........'----'.'"

siпа -----

siпt М

о

Ри<.:.3

в х

Отсюдавидно, что можно взять д = с. Тогда для любого числа t из

веравеяства It--al < д будет следовать неравенство Isiп t-siп аl < Ее.

Непрерывность синуса в точке а доказана. Точка же а была взята

любой из множества R.
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в процессе разбора примеров и доказательстватеорем посте

пенно осваиваетсяопределениенепрерывностифункции в точке.

Используя логические символы, определение нспрерыоности

фун:к:u,U'u 6 точхе может быть записано так:

de/
функция f непрерывна в точке а Е R ~

deJ
~ \/е > 0315 > О\/х Е R(lx - аl < б -{= 'лх) - f(a)1 < е).

(1)

Буквы def над -<==} указываютна то, что это определение (deJ
--сокращение английского слова definit'ior! ~ определение), Т.е. знак

./ ''n "~ заменяет слова о определению, тогда и только тогда.

Развитие науки и техники показала, что большую роль играет

понятие предела функции, которое можно трактовать как обобще

ние понятия непрерывности функции в точке.

Начну с наглядного примера. Здравый смысл подсказывает, что

малая дуга окружности и ее хорда почти совпадают (рис. 4), т.е,

!lв ~ 1 с любой точностью при малой дуге '-' АВ.

Рис. 4

Если центральный угол дуги '-' АВ равен 2х радиан, то '-' АВ=
R·2x, АВ = 2Rsinx и потому si~X ~ 1 с любой точностью при

малых х. Это же можно заметить и по таблицам.

Проведем теперь полное математическое доказательство сде

ланного утверждения. Зафиксируем число а: Е R. На рис. 5 прове

дена дуга окружности радиуса R с центром О, касательная к ней,

А ~ точка касания.
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св

х
~...L-------'lА

о

Ри(;.5

Сравнивая площади двух треуг{)льников и сектора окружности,

получаем: StiOAB < SceK.OAB < StiOAC {о} ~Н2Бinх < ~H2x <
~ R2 tg х, откуда следует:

sшх

СОБХ < -- < 1.
х

(2)

Все члены последнего веравенства - четные функции. Поэтому оно

верно и для любого числа х Е (-~, о), Т.е. при Vx Е (-,~,~) и

х fe о. для таких х в силу неравенства (2) получаем:

I
эш з: I sin х . х Iх I х

2

-- - 1 = 1 - -- < 1 - СОБ Х = 2 sin J
- < 2 - = -.

х :1; 2 2 2

Отсюда видно: Si~ х :::::; 1 с любой точностью при х :::::; О и х fe О.

В самом деле, если Ixl < 0,01, то ISi~X - 11 < o,~Ol, если

Ixl < 0,001, то ISi~X -11 < O,OOfOl и т.д, Это очень похоже на

непрерывность функции у = si~ Х В нуле, если бы она была там

определена и имела значение 1. Но она в О не определена. Поэто

му ['О80рИТЬ О ее непрерывности в О нельзя. Вместо этого говорят:

"функция у = Si~ Х при х, стремящемся к О, имеет предел, равный

1", и пишут

lim sinx = 1.
х->О Х

(3)

Говорят также: "функция у = Si~ Х стремится к 1 при х, стремя

щемся к О", и пишут si~x ---t 1 при х ---t О. Здесь (и выше) знак "---t"

заменяет слово "стремится".
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Оказалось, что при решении многих задач (нахождение мгно

венной скорости, ускорения и пр.) возникает аналогичная ситуа

ция: для функции J можно подобрать такое число А, что ЛХ) :::::: А
с любой точностью при х :::::: а и х # а. Тогда число А называют

пределом функции J при х, стремящемся к а, и пишут:

А = Нш J(x) (или J(x) -> А при х -> а).
X-I'a

(4)

Это положение сходно с тем, что привело к определению (1), 'голь

ко Ла) надо заменить числом А и сделать оговорку х I а.

Итак, мы подошли к определению предела фу1t'lW,UU в точке:

А= limj(x)'!U V'c:>0 3д>ОV'хЕR (О < Ix-al <д=> lI(x)-АI <с). (5)
х-+а

(Оговорка х # а учтена неравенством 0< Ix - al.)
Таким образом, о пределе функции в точке а (или при х -> а)

можно говоритьтолько в том случае, когда функцияопределенав

окрестноститочки а, за исключением,быть может, самой точки а.

Сравнивая (1) и (5), получаем:

функция J вепрерывна в точке а~ Ла) = lim j(x). (6)
х-+а

После (1), (5) и (6) обычным образом формулируются и дока

зываются теоремы о пределах и непрерывных функциях. Это есть

в любых учебниках, и нет нужды здесь на этом останавливаться.

Использование графического калькулятора в обучении

математике

В.В. Воеин Е.И. Смирнов

Введение

Проблема формирования профессиональных компетенций будуще

го учителя математики в освоении предметных действий может

получить адекватное решение, если основывается на интеграции
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предметных знаний (математических, внформатввных, естественно

научных, экономических и др.) путем актуализации и активи

зации мотивационного поля учения и продуктивной деятельно

сти студентов. Использование новых информационных технологий

(НИТ) предоставляет возможности повышения мотивации в учеб

ной деятельности и эффективности в решении учебных и научно

исследовательских задач в математическом образовании будущего

учителя.

Одним из перспективных направлений технологизации матема

тического образования является использование графических каль

куляторов в обучении математике. Это технологическое средство,

являясь оперативным для решения сложных вычислительных за

дач, а также средством фиксации и визуализации этапов процес

са решения математических и дидактических проблем, повышает

интерес к математике, активизирует спектр мыслительных опера

ций студентов и оказывает влияние на способы предъявления со

держания обучения. Немаловажно отметить, что почти половина

всех научно-методических публикаций по использованию НИТ в

учебном процессе в CIIIA посвящена возможностям использова

ния графическогокалькулятора.

Немаловажную роль играет возможность в процессе исполь

зования графического калькулятораповышенияуровня личност

ного развития студента: рост вычислительнойи алгоритмической

культуры, развитие пространственногомышления и графической

культуры, расширениеспектракогнитивныхсхем в мыслительных

процессах понимания, представленияи др. на основе адекватного

восприятияматематическихобъектов и действий.

С другой стороны, будущий учитель должен владеть графиче

ским калькуляторомне только как объектом изучения его функ

ций, режимов, опций, коммуникацийс целью решения математи

ческих и дидактическихзадач, но также и как средствомуправле

ния познавательнойдеятельностьюучащихся в будущей профее

сновальнойдеятельностиучителя.

В настоящее время остается неснятым ряд противоречий;

связанных с использованиемграфическогокалькуляторав мате

матическомобразованиибудуш,их учителейматематикив России.
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Среди них - nротиворечuя:

-- между дидактическими возможностями графического каль

кулятора в обучении математике и недостаточностью научно-ме

тодических разработок в этой области;

- между необходимостъю оперативной актуализации ВЫЧИСJIИ

тельных и графических процедур в процессе математической дея

тельности и значительным объемом вычислений с использованием

разветвленной алгоритмической модели;

- между необходимостью формирования мотивации (в том чис

ле нрофесовонвльвой] к изучению математики у студентов и мно

гостуцевчатым характером математических абстракций;

_. между необходимостью организации учебного взаимодействия

студентов на основе творческой активности и традиционными ме

тодами обучения математике, основанными на актуализации ре

продуктивной деятельности.

Цеаъ исследовенизи создать целостную модель интеграции

математических и информативных знаний в процессе решения ма

тематических и дидактических задач с использованием графиче

ского калькулятора (ГР) в профессиовальной подготовке будущих:

учителей математики.

Использование графического калькулятора при решении мате

матических и дидактических задач студентами будет способство

вать повышению мотивации к изучению математики и росту про

фессвоналъных компетенций будущего учителя математики при

условии:

1) включения в учебную деятельность с использованием ГК ме

тодики наглядного моделирования в процессе интеграции матема

тических и информационных знаний;

2) проектирования интегративной модели математических и

информативных действий с примененаем графического калькуля

тора на основе оптимизации процедур;

З) творческой активности студентов в процессе освоения графи

ческого калькулятора (варьирование данных и аналнз результатов,

постановка гипотез и их проверка, взаимопереходы знаковых си

стем);
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4) расширение коммуникативных возможностей для взаимодей

ствия малых групп студентов в процессе использования графиче

ского калькулятора.

Зада'Ч:uucс.ледоваиv.я (математические, информативные, ди

дактические, профессионально-педагогические, личностные):

- изучать функциональные возможности (функции, опции, ре

жимы, коммувикацни) И опыт освоения программной среды гра

фического калькулятора, моделирование способов работы в ин

формационной среде;

- выявить мщактические условия и разработать методику на

глядиого моделирования с использованием ГК в цроцессе обучения

математике;

- проектирование коммуникаций групп студентов на основе со

здания авторских программных продуктов и их реализаций для

ГК в процессе обучения математике;

- визуализированы процедуры предметных и информативных

действий на основе повышения вычислительной и логической куль

туры студентов;

- разработать лабораторный црактикум и методику его прове

дения по решению математических задач с использованием графи

ческого калькулятора для студентов I-П курсов;

- разработать специальный курс "Использование графического

калькулятора в обучении математике" для студентов V курса с це

лью усиления технологической и проФессионапьно-математической

подготовки учите.пя математики.

Предполагается использование графического калькулятора

CASIO ALGEBRA гх 2.0 PLUS с 1095 встроенными функциями,

наличием главного меню с пиктограммами для вывода режима ра

боты, большого точечно-матричвого монитора (128х64 точек), 768
Кб флэш памяти, возможности обмена информацией с персональ

ным компьютером благодаря наличию интерфейса взаимосвязи.

ГК может успешно и оперативно решать вычислительные и алго

ритмические задачи, осуществлять графическую интерпретацию

расчетов и визуализировать процедуру математических действий,

решая, в том числе, дидактические задачи. Последнее особенно
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важно в профессвовальной подготовке будущего учителя матема

'гики, когда профессаональвые знания начинают формироваться

в процессе освоения математики. Это создает прецедент исполь

зования технологии фундирования базовых умений и навыков [1].
Рассмотрим основные положевия этой образовательной техноло

гии.

В основной образовательной программе вуза должны быть фор

мализованы и материализованы в виде конкретных учебных дис

циплин и форм учебной деятельности не только дидактические

(когнятввные) процессы, формирующие целеполагавие, приобре

тение, применевне и преобразование опыта личности, а таюке

адаптационные процессы, характеризующие профессионвльные

пробы принятия студентом профессии учителя и личностные

процессы, направленные на проявление особенностей и развитие

мотиваций и эмоций, рефлексии и саморегуляции, самооценки и

выбора, интеллекта и креатнвности личности.

Фундирование - это процесс создания условий (психологи

ческих, педагогических, организационно-методических) для акту

ализации базовых учебных элементов школьной и вузовской ма

тематики с последующим теоретическим обобщением структур

ных единиц, раскрывающим их сущность, целостность и трансдис

циплинарные связи в направлении профессионалвэацив знаний и

формировании личности педагога.

Концепция фундирования школьных математических эле

ментов (знаний, умений, навыков, математических методов) пред

полагает развертывание в процессе математической подготовки

студентов следующих компонентов:

- определение содержания уровней базового школьного учеб

ного элемента (знания, умения, навыки, математические методы,

идеи, алгоритмы и процедуры);

- определение содержания уровней и этапов (профессиона.пьно

го, фундаментального и технологического) развертывания базово

го вузовского учебного элемента;

- определение технологии фундирования (диагностируемое це

леполагание, наглядное моделирование уровней глобальной етрук-
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туры, локальной модельноети, управления познавательной и твор

ческой деятельностью студентов, блоки мотивации базовых учеб

ных элементов);

- определение методической адекватности базовых школьных

и вузовских (фундированных) учебных элементов на основе совре

менных методологических концепций.

Принципиальным отличием структурообразующего принципа

фундирования является определение основы для спиралевидной

схемы моделирования базовых знаний, умений, навыков матема

тической подготовки студентов педвузов. Начиная со школьного

предмета через послойное фундирование его в разных теоретиче

ежих дисциплинах, объем, содержание и структура математиче

ской подготовки должны претерпеть значительные изменения в

направлевии практической реализации теоретического обобщения

школьного знания по принципу ''бумеранга''.

Такое фундирование знаний выводит на уровень, когда педа

гог вместе со студентом, уже владеющим предметной стороной,

начинает отрабатывать с ним методическую сторону преподава

ния. Школьные знания станут выступать структурообразующим

фактором, позволяющим отобрать теоретические знания из мате

матики более высокого уровня, через которые происходит фунди

рование школьного знания.

Другой слой фундирования может образовать совершенствова

ние и углубление практических умений, проектируемых ориенти

ровочной основной учебной деятельности.

Основу для фундирования в виде базовых учебных элементов

школьной математики (БУЭШМ) составляют 7 содержательных

линий: числовая, функциональная, геометрическая, тождествен

ных преобразований, уравнений и неравевств, стохастическая и

алгоритмическая. Каждая содержательная линия определяет базо

вые знания, умения, навыки и методы вузовской математики, рас

пределенные по оптимальному набору учебных предметов и дис

циплин.

Учебный предмет, представляя собой целостную структуру учеб

ной информации в составе теоретического, практического, при-
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кладного, деятельностного, эвристического и гуманитарного ком

понентов, разворачивается в базисном (содержательном), пропес

суальном и иерархическом уровнях в своих локальных, модульных

и глобальных проявлениях.

В развертывании содержания учебного предмета в контексте

профессионализации фундирования БУЭШМ с особой отчетливо

стью прослеживаются три линии:

- логика определения содержания учебного предмета, исходя

из его особенностей: отбор базовых учебных элементов, СТРУК'l'у

ры, этапы изучения, интегративные знания, соотношение теорети-

ческого и практического компонентов и Т.п.;

- логика преемственности и содержания теоретического обоб

щения БУЭШМ: содержательные линии школьной математики и

набор учебных предметов вузовского обучения, построение систе

мы логически взаимосвязанных видовых проявлений базовых ро

довых понятий, усиление прикладного и деятельностного компо

нентов обучения математике, применение информационных тех

нологий, модульный принцнп развертывания содержания учебного

предмета и т.п.;

- учет психологических и педагогических особенностей вос

приятия, усвоения, представления, применения, анализа и синтеза

учебного материала субъектом обучения: наглядное моделирова

ние, имитационное моделирование, структурный анализ базовых

учебных элементов, усиление эвристического и гуманитарного ком

понентов, развитие интеллектуальных и личностных характери

стик, вариативность решения учебных задач, взаимопереходы зна

ковых систем и т.п.

Таким образом, методолоеия исследования. включает три

основополагающих источника:

- концепция и технология наглядного моделирования ([2J);
- теория интеграции знаний ([3J);
- концепция и технология фундирования базовых учебных эле-

ментов.

При этом основой для проектировавия учебной деятельности

студентов является интегративная модель взаимодействия мате

матических и информативных элементов (МИЭ) (рис. 1).



ВШУН В.В., Смирнов Е.И. Исиользопеипе графнческого калькулятора

в 06учеЮIИ математике 245

ФермуmrpоВ.... 11
",ачеетвеввыi\

aиaJ1113 ваоДJlloП

дaВВUX( эадача в

средство)

1
Пoe'JPO"Rll.

ecтec'П'OIIIЮ

пау.юii

(дц...............й)в
118Те118ТИ11еской

иодеJJW

Проеи.ро-_..---.-- =-11
I

д.а..........
-..

..'WI*'-.8...- ~I
п____

....рм8Т......-
~~ОфyжryplМПС' ~
~_~IIII1рО1111Щу'р

(ВРОДУЖЦМI...,., ..це....I;

~=:ro~;t~- ~
• I,ЦCПI'JИ)C:no 1d1Oll.'J."I[ЧCQ[('Ц)

faп-para.~ "''1OII.'DA«...~

.OOCIC~~

3&ДаЧ 1IC~_nC (Маре •
Маthепwа, МathcAd" ..);
• rOICЗC~.JPПeI~

IIII8I'CIIIlR'ICCUIX .....1Ii;
.~.~iВLIIIS

ooдcp;lldВn" 11 tOP-r;
.rptфео~(II:~"')

~)IQ,ВjICIIC:Й(сC'l'CC'mtllJlO

....yqвoii,III8IOI&'I:II'IOI2Cii.
ннфорооа...-ii>

ц-
.~ ~ 11-.JIO[8"ICCКU' .~
a~;

•~yc:вoer- IIPIQIOII--.1IC1IOC'ПIOCI:It _I(I~--C6PD;a

~
.~;

0,"""",
.~;.~;-_J"IO

.pIбora.~fJ'YJIIIIX;

• T8Cp'ICIXU """'ОСПО~;
•~~М(ЩODtpoa8l8l8;
• .CC'IJЮt-C~_cd.

IT_" .....I<.......eпwi.,..""''''''", I
· fuphic Ql1cuIatoc.... ,

·e~(~---,.~(~....".eyn.

lIIIIJfCМa~жc6w::и..)
• ..,~ {ptaei8C~
_,_
..-);
• .pea~(~~'l'CIDt-

--~

.JIIIC1DII'.~

• UIqlJmOoI ............ OПЦIIЙ,

рс:амое., IIIOI8Щ;

.~~P08iCIDU.....

М<ЩeIIЬ JППOI1IацииIlllФОР ... 11
...............ескп:зваииil:

.~l;RO:8I.тd~oIi(:Хo.r)"«бd

.~;

.X~~~;

.~МI:ТOIIIт•• -tcPv-.,....н;

.~~~lI~

Рис. 1. Интсгративная модель взаимодействия МИЭ
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Методика использования графического калькулятора

Лабораторный практикум для студентов I-П курсов специально

сти "Математика" включает 4 лабораторные работы и осуществля

ется с применением ГК CASIO ALGEBRA FX 2.0 PLUS с автор

ской разработкой соответствующих программных продуктов (4):
1. Нахождение минимального номера N (е) числовой последо

вательности х вида Х = a2,,2+aln+ao С пределом равным А по
n n b:Jn2+b1n+Ьо ' ,

заданному Е: > О, начиная с которого выполняется неравенство

Ixn - AI < Е: с помощью методов золотого сечения, Фнбонвччи

и дихотомии (бисекцив) и их сравнительный анализ (программа

"MmNESQS").
2. Решение алгебраических и трансцендентных уравнений по

заданной точности Е: > О С помощью методов дихотомии (бисек

ции), хорд и касательных и метода итераций и их сравнительный

анализ (программа "APROXEQU").
3. Приближенное вычисление определенного интеграла задан

НОй функции по формулам прямоугольников, трапеций и Симпсо

на (параболических трапеций) и их сравнительный анализ (про

грамма "APROXINT").
4. Приближенные решения обыкновенных дифференциальных

уравнений методами Эйлера, Рунге-Кутта второго и четверто

го порядков точности и их сравнительный анализ (программа

"APROXDFE").
Основная цель предлагаемого лабораторного практикума за

ключается в демонстрировании графического калькулятора как

средства выполнения численных (или вычислительных) алгорит

мов, суть которых заключается в построении итерационного про

цесса, сходящегося к искомому решению. Все используемые в ал

горитме вычисления производятся с числами, представленными в

виде десятичных дробей с конечным числом знаков.

Описание каждой из лабораторных работ включает следующие

составляющие:

- название лабораторной работы;

- цели и задачи лабораторной работы;
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-- план проведения лабораторной работы;

- этапы ИСПОЛЬЗОвания графического калькулятора;

- построение информационной модели.

При этом цели и задачи каждой из лабораторных работ следу

ющие:

1. Математические:
- решение определенной математической задачи с использова-

нием трех соответствующих численных методов;

- исследование функциональных зависимостей;

-- освоение численных методов решения;

-- сравнительный анализ эффективности вычислительных про--

цедур.

2. Информативные:
- освоение функциональных возможностей графического каль

кулятора (функции, опции, режимы, коммуникации);

-- опыт освоения программной среды графического калькуля-

тора;

- навыки создания блок-схем решения математических задач.

3. Личностные:
--развитие информационной и алгоритмической культуры уча

щихся;

-- творческая активность (анализ результатов с выдвижением

гипотезы и ее проверки, варьирование данных, оптимизация мыс

лительных процессов);

- коммувикатвввая и ролевая деятельность на примере малой

группы в процессе интеграции знаний и умений;

- мотивация к изучению математики.

4. Профессиональные:
-- наглядное моделирование объектов и действий;

- визуализация предельных процессов;

-- интеграция математических и информационных процессов;

-- управление пропессами познавательной деятельности уча-

щихся.

Методика проведения. лабораторных работ:
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1. Предварительный опрос на знание теоретических и практи

ческвх навыков по использованию графического калькулятора.

2. Формулировка названия, цели и плана проведения лабора

торной работы.

3. Распределение учащихся на малые группы по 3-4 человекас

целью задания различных вариантовисходныхданных.

4. Решение предлагаемой математической задачи с использова

нием графического калькулятора тремя методами.

5. Сравнительная оценка полученных результатов с формули

ровкой выводов.

6. Оформление лабораторной работы с последующей сдачей

преподавателю.

7. Проверочное тестирование.

8. Презентация результатов.

Основные достоинства представленных в лабораторных рабо

тах авторских программ заключаются в реализации принципа со

хранения значений всех промежуточных вычислений в соответ

ствующие последовательно идущие таблицы или списки; доступ к

спискам возможен 'только после окончательного выполнения про

граммы через главное меню в режиме выполнения статистических

расчетов; результаты расчетов оседают в соответствующих мат

рицах, доступ к которым после выполнения программы возможен

через главное меню в режиме выполнения арифметических расче

тов.

Использование графических калькуляторов для выполнения

подобного рода задач вполне оправдано, поскольку, во-первых, при

решении численных задач производится большой объем вычисле

ний, во-вторых, в специально подготовленных соответствующих

программах действуют принципы сравнительной оценки алгорит

мов решения, то есть любая из четырех представленных в лабора

торном практикуме задач решается в одной программе с испольэо

ваннем трех методов, итоговые и промежуточные результаты ко

торых можно всегда с успехом просмотреть и проанализировать.

Таким образом, использование графического калькулятора в



Бурлакова Т. В. О фJрмировании индивидуального стиля деятельности

ст)оцснтов-ма'гематиков в процессе методической подготовки 249

процесое обучения математике выполняет мотнвационную, обуча

ющую, развивающую и контролирующую функции и способствует

эффективному процессу формирования математических и методи

ческих умений будущего учителя математики.
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о формировании индивидуального стиля деятельности

студентов-математиков в процессе методической

подготовки

т.В. ВУр.ltа7Сова

Методическая подготовка в педагогическом вузе является цен

тральным звеном в профессиональном становлеяив будущего учи

теля, поскольку связывает воедино предметную и психолого-педа

гогическую линию процесса обучения. В плане повышевия эффек

тивности методической подготовки весьма перспективной пред

ставляется идея индивидуализации.

В целом в практике работы высшей педагогической школы

преобладает та сторона индивидуализации, которая характеризу

ет сам процесс обучения, НО фактически слабо связана с будущей
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профессионально-педагогической деятельностью студента. Вместе

с тем, следует рассмотреть и другой аспект проблемы: индивиду

ализацвя обучения должна осуществляться с целью развития ин

дивидуальности будущего педагога и основ индивидуального сти

ля его педагогической деятельности. Более того, можно утвер

ждать, что формирование индивидуального стиля педагогической

деятельности -- это не дополнительная или выборочно реализуе

мая постановка цели профессионального образования, а его мак

симально достижимый результат.

Понятие стиля определяет взаимоотношения объективных тре

бований деятельности и свойств индивидуальности, а индивиду

альный стиль опосредует связь, взаимодействие индивидуально

сти с миром. Предваряя создание теории индивидуального стиля

деятельности, Б.М. Теплов писал: "Нет ничего нежизненнее, ехола

стичнее идеи о том, что СУlцествует только один способ успешного

выполнения всякой деятельности. Эти способы бесконечно разно

образны, как разнообразны человеческие способности".

Очевидво, прежде чем говорить о методике формирования ин

дивидуального стиля деятельности будущего учителя математики,

необходимо обратиться к общим вопросам теории индивидуалыю

го стиля.

Известно, что теория и понятие стиля были разработаны А. Ад

лером в 1927 году, который определил его как совокупность особен

ностей поведения человека, способствующих компенсации его ин

дивидуальных дефектов (физических, психических, социальных).

В отечественной психологии анализируемое понятие сформули

ровал Ю.А. Самарин, который полагал, что стиль имеет оносреду

ющую роль в развитии способностей человека и является производ

ным трех компонентов: направленности личности; степени созна

тельного владения своими псвхическимв процессами; технических

приемов деятельности.

Наиболее прочно понятие "стиль" вошло в отечественную науку

с началом разработки целостной концепции индивидуального сти-
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ля деятельности (В.С. Мерлин, Е.А. Климов). В широком смысле

слова стиль деятельности - устойчивая система способов, приемов,

проявпяющаяся в разных условиях ее осуществления. В собствен

но психологическом смысле индивидуальный стиль деятельности

-~ "это обусловленная типологическими особенностями устойчивая

система способов, которая складывается у человека, стремящегоея

к наилучшему осуществлению данной деятельности, ... индивиду
ально-своеобразнаясистема психологическихсредств, к которым

сознательно или стихийно прибегает человек в целя.,'{ наилучше

го уравновешиваниясвоей (типологически обусловленной) инди

видуальностис предметнымивнешнимнусловиямидеятельности"

(Климов, 1963; 49). В этом определении особенно подчеркивает

ся, что это "индивидуальное своеобразное сочетание приемов и

способов, обеспечивающее наилучшее выполнение деятельности"

(В.С. Мерлин).

Стиль педагогической деятельности, который имеет большую

значимость для данной статьи, выявляет воздействие по меньшей

мере трех факторов: а) ИНДИВИ,цуально-психологических особенно

стей субъекта этой деятельности - учителя (преподавателя), вклю

чающих индивидуально-типологические, личностные, поведенчс

ские особенности; б) особенностей самой деятельности ив) особен

ностей обучающихся (возраст, пол, статус, уровень знаний и т.д.).

В педагогической деятельности указанные факторы СООТНОсятся

также с характером взаимодействия; с характером организации де

ятельности; с предметво-профессиональной компетентностью учн

геля; с характером общения.

В педагогической науке стили педагогической деятельности

прежде всего подразделяют на три общих: авторитарный, демо

кратический и либерально-попустительский, каждый из которых,

выявляя отношение к партнеру взаимодействия, определяет его

характер: от подчинения - к партнерству - к отсутствию направ

ленного воздействия. Существенно, что каждый из этих стилей

предполагает доминирование либо монологической, либо диалоги-
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ческой формы общения.

В рамках данной статьи важно рассмотреть структуру лично

сти, лежащую в основе выработки индивидуального стиля буду

щего учителя математики. Традиционно ее представляют в виде

иерархической пирамиды, на низшем уровне которой располагают

биологичесюи обисвовяенные особенноста - темперамент и черты

характера; следующий уровень содержит формы отражение --вни

мание, восприятие, па~ffiТЬ, NUtlшление, способности;далееследу~г

оn'ыm - знания, умения, привычки, формы и методы работы и, на

конец, на высшем уровне - наnравл.снносmъ .- И,цеалы, ценности,

отношения (к.к. Платонов, 1974).
Как и в любой иерархии, особенности низшего уровня влияют

на поведение человека больше, чем подструктуры высших уров

ней (В.Б. Успенский, АЛ. Червявская, 2003). В ситуации, требую

щей быстрой реакции или решения, действия педагога, не достиг

шего высокого уровня профессионального развития, импульсивно

отражают особенности его темперамента и биологически обуслов

ленные черты. И только по мере анализа он будет использовать

накопленные знания и опыт, Т.е. руководствуется подструктура

ми высших уровней. При этом опытные и комлетентвые учителя,

знающие и использующие особенности индивидуального стиля, не

находятся в столь полной зависимости от особенностей своего тем

перамента. Понимание своих особенностей позволяет им компев

сировать вежелательные личностные особенности за счет исполь

зования других свойств личности. Следовательно, основные пути

Формирования индивидуального стиля могут заключаться в мак

симальном использовании профессионально важных качеств чело

века и их структур и компенсации вежелательных с точки зрения

профессиональной деятельности проявлений личностных факто

ров.

Занимаясь формированием индивидуального стиля деятельно

сти студентов-математиков, необходимо помнить, что он выра

батывается как под влиянием общих целей деятельности, так и
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представлений субъекта о ее успешности; а наибольшая успеш

ность деятельности обеспечивается благодаря выработанному ети

,1Ю. Предпосылками выработки индивидуального стиля являются

наличие зоны веопределенности деятельности, благодаря чему од

на и та же деятельность может быть выполнена по-разному; жела

ние человека сделать свою деятельность более успешной, приятной

и приносящей эмоциональное удовлетворение.

Очевидно, что началом любой деятельности является мотив.

Следовательно, определяющим условием при организации первых

занятий по методике преподавания математики должна стать лич

ностная включевность каждого участника в работу. Необходимо

заинтересовать студентов, создать такую атмосферу, чтобы позво

лить максимально раскрыться каждому. Наряду с традиционны

ми целесообразно включать задания на развитие мотввациовной

сферы, позволяющие использовать игровые технологии и коллек

тивные творческие дела. Например, обсуждение таких тем, как

"Почему я выбрал профессию учителя математики", "Почему де

ти не хотят учиться математике", "Мой любимый учитель. Какой

он?", "Как я научился решать задачи" и т.п, во многом снимает

психологические барьеры, способствует развитию навыков комму

никации, создает непринужденную рабочую обстановку. Подобные

задания ценны еще и тем, что помогают каждому научиться аргу

ментированно отстаивать свою точку зрения, давать критический

анализ высказываниям других. В логике развития мотивационно

го компонента индивидуального стиля педагогической деятельно

сти можно использовать задания типа "Завершите фрагмент уро

ка, предложенный другой группой", "Продолжи объяснение темы"

и другие. Для формирования у студентов направленности на пе

дагогическую деятельность можно предложить методику "Я через

десять лет".

Как одна из подструктур индивидуального стиля педагогиче

ской деятельности, мотиваиионный компонент также включает в

себя направленность на саморазвитие, самовоспитание, самовыра-
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жение; цреодоление недостатков собственной педагогической де·

ятельности; овладение новыми знаниями и умениями и творче

ское применение их в профессионально-педагогической деятель

ности. Современный учитель должен уметь работать с разными

детьми (с разным исходным уровнем готовности к обучению, раз

ным складом ума, разным отношением к учебе), выстраивая осо

бую линию обучения для конкретного ребенка с учетом его инди

видуа.пьных особенностей. Поэтому студентам предлагается разра

ботать неско.пько вариантов одного урока, представить теоретиче

ский материал в словесной, визуальной, предметно-практической

формах; использовать разные способы передачи информации (ана

литический или синтетический, индуктивный или дедуктивный).

Подобные задания особенно важны в поиске индавидуального сти

ля деятельности.

Креативность как необходимый компонент, отличающий ин

дивидуальный стиль педагогической деятельности, включает в се

бя способность обобщать опыт творческой деятельности других

учителей, видеть новое в привычной профессвональной деятельно

сти, сравнивать различные педагогические концепции, доказывать

и обосновывать свои способы деятельности, предлагать различные

решения одной и той же проблемы. Как известно, в образователь

ной практике разработаны и используются различные технологии:

трансформирования знаний, умений и навыков; поэтапного фор

мирования умственных действий; коллективного взаимообучевия;

полного усвоения; разноуровнего обучения; адаптивного обучения;

проблемного обучения; модульного обучения и другие.

Будущему специалисту необходимо знать слагаемые указанных

педагогических технологий, чтобы иметь возможность свободно

го их выбора в соответствии с целями обучения и личностными

особенностями, и совершенствоваться в их применении. Каждую

из названных технологий студенты постигают в процессе непо

сред~rвенного ее использования в рамках изучения курса мето

дики обучения математики сначала в роли обучающегося, а затем
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учителя. Важно почувствовать обе роли, только тогда формирова

ние профессионала будет эффективным. К примеру, на занятиях,

посвященных логико-математическому анализу основных компо

нентов учебного материала, актуально применение традиционной

технологии трансформирования знаний, включающей следующие

процедуры: объяснение сути задания, его цели, последовательно

сти выполнения операций, показ выполнения каждой операции,

внесение корректив, оценка выполненной работы. Выполнив пред

ложенные задания, студенты обсуждают суть технологии и раз

рабатывают фрагменты уроков на ее основе. Технология поэтап

ного формирования умственных действий активно используется в

пролессе формирования навыков решения геометрических задач,

а затем обучения студентов умению составлять системы учебных

заданий, направленных на овладение общими умениями решения

геометрических задач. При работе по адаптивной технологии обу

чения процесс учения в условиях которой становится преимуще

ственно самостоятельной деятельностью, появляется возможность

построения работы студентов в статических парах, обеспечиваю

щих постоянное общение друг с другом. Технология адаптивно

го обучения готовит студентов к осуществлению индивидуального

подхода к учащимся иа уроках.

Наконец, оиеночньей компонент индивидуального стиля педа

гогической деятельности, позволяющий соотнести искомый и по

лученный результат профессиональному эталону, соединяет в себе

умение, анализируя, проектировать свою будущую деятельность и

дать оценку своим действиям. Критерием указанного компонен

та служит сформированность педагогической рефлексии. Можно

использовать известные из педагогической литературы рекомен

дации: оценить в различной форме свое состояние, настроение в

начале и Б конце занятия. Иногда предлагается изобразить свое

состояние жестом и мимикой, иногда оценить в баллах или нарисо

вать, соотнести ассоциации с цветом, погодой. На педагогической

практике студентам предлагается пронаблюдать в течение всего
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урока за собой и учениками и после проведения урока представить,

как оценят учащиеся компоненты урока по пятибалльной шкале.

Полезно попросить учащихся оцепить урок по тем же параметрам,

а затем сравнить с собственным прогнозом, Такое задание посте

пенно вырабатывает привычку вставать в рефлексивную позицию

по отношению к самому себе, что очень важно при осуществлении

педагогической деятельности.

Итак, формирование стиля педагогической деятельности зави

сит от специально организованных условий:

1) осознание и понимание каждым студентом своих: особенно

стей и способностей (осуществление психолого-педагогической ди

агностики) ,
2) привнтие им интереса к педагогической деятельности,

3) создание ситуаций, требующих: многовариантного решения,

а также моделирующих: нестандартные ситуации педагогической

деятельности и общения,

4) развитие рефлексивно-оценочны)( способностей и HaBЬDКoB

студентов,

5) включение их: в поисково-исследовательскую деятельность.

Интегратвввым цоказагелем эффективности процесса форми

рования индивидуального стиля педагогической деятельности яв

ляется профессиональвая творческая активность студентов, их: са

мостоятельность в приобретении нового опыта, знаний и вклю

чения в свою првктику, Для этого необходимы демократические,

диалоговые, вариативные методы общения. Рефлексия, неизбеж

но возникающая при этом, способствует становлению профессио

нального мировоззрения. Совместную деятельность должна про

низывать идея преодоления сложностей и достижения цели; сле

дует стремиться к достижению абсолютного признания достоин

ства студента, его права на выбор. И если при этом каждая лич

ность стремится овладеть собственным, неповторимым, индивиду

альным стилем, то это поднимает ее на более высокий уровень

осуществления професововальной цеятельности, и можно делать
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вывод, что процесс подготовки специалиста в вузе осуществлеп

успешно.
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о новом федеральном учебно-методическом комплекте

по стереометрии для 10---11 классов с углубленным и

профильным изучением математики

Е.В. Потосхиев

Особенностью развития системы школьного математического об

разования в Российской Федерации является и, по всей вероят

ности, будет являться в ближайшем будущем ориентация на про

фильную дифференциацию обучения математике.

В 2003-2005 г. вышел в свет новый учебно-методическийком

плект, состоящий из учебников [1, 3], задачников [2, 41 и методи

ческих пособий [5, 6] по геометрии для классов с углубленным и

профильным изучением математики. Этим учебникам и задачни

кам решением Федерального экспертного совета МО РФ приево

ен гриф "Рекомендовано", они включены в федеральный список

учебников для классов с углубленным и профильным изучением

математики.
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Кроме того, издательство "Дрофа" планирует издание подго

товленных этими же авторами дидактических магервалов.

Содержание основных частей учебников и задачников соответ

ствует программе курса стереометрии для классов с углубленным

изучением математики; помимо текста, содержащего программвый

теоретический материал, в учебниках имеется ряд дополнений и

приложений, а в аадвчнвках предлагаются задачи к дополнитель

ным разделам.

При написании учебников выдержан принпип преемственностн

- изложение материала согласуется (как в содержательном, так и в

методическом отношениях) с изложением материала в имеющихся

учебниках геометрии для 7-9 классов.

Изучениепрограммногоматериаларассчитанона 3 часа в неде

лю. Примерное почасовое планирование для каждого класса при

ведено в конце каждого учебника.

Остановимся кратко на каждой из частей комплекта.

Учебао-методический комплект-Ю, состоящий из учебника, за

дачника и методического пособия, предназначен для обучения гео

метрии (стереометрии) учащихся 10 класса школ и классов с углуб

ленным и профильным изучением математики. Этот комплект мо

жет быть использован также для обучения геометрии учащихея и

в общеобразовательных клаесах (с сильным составом учащихся).

"Вхождение" в курс етереометрии в учебнике для 10 класса

начинается с обзора различных многогранников. На интуитивном

(наглядном] уровне учащиеся знакомятся с кубом, параллелепипе

дом, призмой, пирамидами, в частности, с тетраэдрами. Вводятся

основные элементы этих многогранников, при этом изучаются во

просы об изображении многогранников. (В конце учебника имеет

ся дополнительный материал "Изображение фигур в парадлельвой

проекции".)
В школьном курсе геометрии часто приходится жертвовать ло

гической строгостью, прибегая к наглядности. При изучении сте

реометрии авторы учебника придерживаются концепции рассмот

рения в задачах начальных и основополагающих тем стереомет-
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рии, используя при этом модели и изображения куба, правильного

тетраэдра, призмы, пирамнды, параллелепипеда, Такие задачи об

падают конструктивностью и содержательностью, а рассуждения

учащихся при их решении становятся доступными и естественны

ми, что, в свою очередь, приводит к сознательному и эффективно

му формированию конструктивных пространственных представле

ний учеников.

Большое внимание в учебнике и аадачвике уделено вопросам

построения сечений многогранников. Строить сечения многогран

ников учащиеся могут уже при изучении первой главы. В нашем

задачнике приведены многочисдевные б.локи рисунков для постро

ений сечений куба. О построениях более сложных сечений много

гранников речь идет в дополнении "Методы построения сечений

многогранников" (в конце задачника).

В нашем учебнике нет строгого аксиоматического построения

стереометрии. На основании нескольках аксиом и следствий из них

последовательно доказываются теоремы стереометрии. При этом

школьникам можно и нужно сказать, что приведеиная в учебнике

система аксиом не является полной и мы изучаем школьный пред

мет "Геометрия", а не институтский курс "Основания геометрии".

Программа изучения стереометрии в 10-м классе достаточно

насыщена. Кроме ШIТИ тем, в которых изучаются освовополагаю

щие вопросы о взаимном расположевин точек, прямых и плоско

стей в пространстве, о вычислении расстояний между ними, а так

же о нахождении углов между прямыми и плоскостями, В учебнике

рассмотрены еще две темы: "Векторный метод в пространстве" и

"Координатный метод в пространстве".

Эти темы, в отличие от пяти выше названных, могут изучаться

на различных уровнях углубления. Каж,П,ЫЙ учитель сам выберет

подходящий его классу уровень их изучения. Они могут быть изу

чены обзорно, с решением неболыпого набора задач и, напротив,

могут быть изучены достаточно подробно с решением многих за

дач, часть из которых соответствует уровню вступительных экза

менов в вузы и некоторым задачам вузовского курса аналнтиче-
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ской геометрии.

Отличием изучения геометрии в классах с углубленным изу

чением математики является не только углубление и расширение

теоретического материала, но и методически верная подборка ре

шаемых задач как в количественном, так и в качественном отно-

шении.

В этой связи задачи в задачнике подобраны по принципу: от

простого э- к сложному. Прежде всего, ученику необходимо ре

шить все опорные задачи курса. Этими задачами ни в коем случае

не следует пренебрегать, какими бы простыми они ни казались.

Только после решения всех опорных задач следует переходить к

решению более сложных задач. В задачнике многие задачи содер

жат большое количество "подзадач", связанных друг с другом и

"организованных" в таблицы.

В задачнике предлагаются три "графические работы". Эти ра

боты соответствуют темам: "Следствия из аксиом стереометрии",

"Параллельностъ в пространстве", "Перпендикулярность в простран

стве". Приведенвые в этих работах задачи, с одной стороны, до-

статочно просты, но, с другой стороны, они очень важны. Ученик,

разобравшийся в этих задачах и безошибочно выполнивший для

каждой из них рисунок, достигает необходимого уровня геометри

ческой культуры, который позволит ему справиться в дальнейшем

с решением стереометрических задач повышенной сложности.

В разделе "Дополнения" нашего задачника содержатся также

"Материалы для повторения и углубления планиметрии". В них

собран обширный теоретический и задачвый материал по плани

метрии. Решения учеником данных в ЭТОМ разделе около 200 задач

вполне достаточно, чтобы поднять его "планиметрическую культу

ру".

В методическом пособии к учебнику "Геометрия. 10 кл." авто

рами комплекта предлагаются некоторые методические рекомен

дации тем учителям, которые используют или будут использовать

данный комплект учебников и задачников при изучении стерео

метрии.
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Любая задача может быть решена не единствеввым методом,

и решения задач, приведенные в методическом пособии, не пре

тендуют на то, чтобы быть единственно возможными. Кроме того,

следует особо отметить, что эти решения ни в коем случае нельзя

принимать за' образцы оформления решений той или иной зада

чи ввиду, например, отсутствия в них полных аргументированных

обоснований некоторых утверждений, что обусловлено невозмож

ностью подробного разбора огромного количества задач в неболь

шой по объему книге.

В методическом пособии для 10 класса предложены десять кон

трольных работ, каждая из них предваряется списком подготови

тельных задач. Используя эти контрольные работы, учитель сам

решит, полностью ли они соответствуют тому уровню знаний, ко

торый он собирается "задать" при работе с данным классом. При

этом возможны как разгрузка контрольных работ посредством из

менения текстов задач, введения необязательных заданий, так и

усложнение текстов.

Учителя, которые сочтут нужным проводить зачеты по темам

курса или итоговый экзамен по курсу стереометрии, в данном ме

тодическом пособии найдут материалы как для проведения заче

тов, так и для проведения экзаменов. Каждый из 20 билетов экза

мена содержат 2 устных вопроса по стереометрии и 2 задачи, при

этом одна задача - по планиметрии.

В методическом пособии имеется также пример итогового те

ста.

Составляя эадачный материал, авторы не ставили себе целью

включение трудных, олимпиадных задач. В методическом пособии

рассказывается о том, как стоит решать те или иные помещенные

в нашем задачнике упражнения, сделать оптимальные чертежи

к ним. Это, разумеется, не означает, что способ решения задачи,

предложенный в пособии, является единствевным или наилучшим.

Как известно, в большинстве случаев такой способ трудно опреде

литъ.

Учебно-методнческвй комплект-Н состоит также из учебника,
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задачника и методического пособия - книги дня учителя.

Тема "Геометрические преобразования пространства" занимает

важное место в изучении стереометрии в 11 классе. Материал этой

темы изложен в первой главе нашего учебника и может изучаться

на различных уровнях сложности. Каждый учитель может сам

выбрать подходящий его классу уровень изучения этой темы.

Изложение теоретического материала этой главы (как и других

глав) авторы советуют вести лекционным методом, излагая мате

риал крупными тематическими блоками.

В нашем учебнике концептуально каждое преобразовавие про

странства (кроме преобразования подобия) изучается "конструк

тивно-алгоритмически": сначала "конструктивно строится" отобра

жение пространства на себя, затем доказывается, что построенное

отображение является преобразованием пространства, после чего

вводится соответствующее название и определение, символическое

обозначение этого преобразования и изучаются его свойства.

Корректному и последовательному изучению свойств много

гранников посвящена глава 2 учебника 11 класса. Изложение тео

рии этой главы авторы советуют вести также лекционным мето

дом, крупными тематическими блоками.

Многогранник определяется как геометрическое тело, граница

(поверхность) которого есть объединение конечного числа много

угольников. При этом сообщается, что в школе изучаются лишь

выпуклые многогранники. Теорема Декарта-Эйлера о том, что для

любого выпуклого многогранника, имеющего В вершин, Р ребер и

Г граней, выполняется равенство В-Р+Г=2, принимается без дока

зательства. Изложение лекционного материала о введении понятия

многогранника завершается рассмотрением вопроса о развертках

многогранников.

На более позднем уровне, после изучения различных призм,

параллелепипедов, пирамид, в нашем задачнике предлагается для

решения достаточное количество задач на изготовление разверток

многогранников с последующим склеиванием из них этих много

гранников. Кроме того, после изучения фигур вращения в задачах
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требуется изготовитъ развертку многогранника при УСЛОВИИ, что

в неге) можно вписать шар или около него можно описать шар.

Наиболее интересные задачи (всего 55 задач) о развертках много

гранников ЖДУТ учащихся в конце нашего задачника "Геометрия.

11 класс" в дополнении "Может быть или не может быть?".

При изучении пирамид в учебнике рассматриваются некоторые

частные их виды (в методическом пособии даны полезные реко

мендации по вопросам изучения свойств таких пирамид) . Особого
внимания заслуживает изучение материала оправильных пирами

дах, в частности, о правильном тетраэдре.

В учебнике доказывается теорема о существовании пяти ВИДОВ

правильных многогранников, при ЭТОМ изучаются некоторые их

свойства.

Строгое обоснование вывода формул для вычисления объемов

тел в стереометрии весьма сложно. Однако этот вопрос может быть

решен, если принять без доказательства принцип Кавальери: "Ес

ли при пересечении двух тел плоскостями, пврвллельвыми одной

и той же плоскости, в сечениях этих тел любой из плоскостей по

лучаются равновеликие между собой фигуры, то объемы ЭТИХ тел

равны".

В нашем учебнике мы выводим формулы объемов тел, основы

ваясь на еще более сильном утверждении: "Если при пересечении

двух тел плоскостями, параллельвымв одной и ТОЙ же плоскости,

в сечениях ЭТИХ тел люБОЙ из плоскостей получаются фигуры, пло

щади которых относятся как т : n, то объемы данных тел отно

сятся как т : n".
Используя этот принцип, в учебнике ВЫВОДИМ формулы для вы

числения объемов призмы, пирамиды, цилиндра, конуса, шара и

его частей.

Фигурам вращения посвящена глава 3 учебника.

При изучении свойств цилиндра и конуса обращается внимание

на правильность изображения ЭТИХ фигур, а также на изображе

ния правильных многогранников, вписанных в цилиндр и конус.

При этом учащиеся классов с углубленным и профильным иэу-
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чением математики узнают, что сечением конической поверхности

плоскостью может быть либо окружность, либо эллипс, либо па

рабола, либо гипербола, либо пара пересекающихся прямых. (По

дробнее о конических сечениях можно прочитать в конце нашего

учебника "Геометрия. 11 класс" в дополнении "О поверхностях вто

рого порядка".)

При изучении теоретического материала и решении задач вы

ясняется, что, решая задачу, в которой дан правильный много

гранник, вписанный в конус, не всегда нужно изображать конус и

многогранник, а достаточно изобразить сечение этих фигур плос

костью, проходящей через ось конуса, причем плоскость осевого

сечения конуса бывает удобно провести через диагональ основа

ния многогранника. В таком случае решение данной стереометри

ческой задачи сводится к решению задачи планиметрической.

Материалом о сфере и шаре, о вписанных в них и описавных

около них многогранниках, цилиндрах и конусах практически за

вершается изучение школьного курса элементарной геометрии в 11
классе.

В методическом пособии к учебнику "Геометрия. 11 кл." дают

ся методические рекомендации по организации учебного процесса

при изучении программвого геометрического матервала 11 клас

са, приводятся решения многих задач задачника. В этом пособии

предложены восемь контрольвых работ. Каждая контрольная ра

бота предваряется списком подготовительных задач и состоит из

двух вариантов. При этом возможны как разгрузка, так и услож

нение контрольных работ.
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общеобразовательных учреждений с углубленным и профиль

ным изучением математики. М.: Дрофа, 2003.
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3. Потосерее Е.В., Звавич Л.и. Геометрия. 11 КЛ.: Учебник для

общеобразовательных учреждений с углубленным и профиль

ным изучением математики. М.: Дрофа,2003.

4. Потосхцев Е.В., Звавич л.и. Геометрия. 11 кл.: Задачник для

общеобразовательных учреждений с углубленным и профиль

ным изучением математики. М.: Дрофа, 2003.

5. Потосхцев Е.В., Звавич л.и., Шляпочних Л.Я. Геометрия.

10 КЛ.: Методическое пособие К учебнику Е.В. Потоскуева,

Л.И. Звавича "Геометрия. 10 класс". М.: Дрофа, 2004.

6. Потосхцев Е.В., Звавич Л.и. Геометрия. 11 кл.: Методическое

пособие к учебнику Е.В. Потоскуева, Л.И. Звавича "Геометрия.

11 класс". М.: Дрофа, 2005 (готовится к изданию).

Формирование системного стиля мышления студентов как

условие профессионализации усваиваемых знаний

ТМ. Корикова, И.В. Суслова

В вузе закладываются основы для интеллектуального развития бу

дущего специалиста, способствующие как формированию готовно

сти к профессвональной деятельности, так и обеспечивающие по

требность дальнейшего профессионального роста.

Важной задачей учителя в настоящее время, по мнению психо

логов, педагогов, методистов является не только оказание помощи

учащимся в овладении базой знаний по математике, но и деятель

ность по их усвоению н преобразованию. Основа развития лично

сти состоит не в том, насколько широким объемом знаний обладает

ученик, а в том, как эти знания усваиваются, как функциониру

ют; каков уровень развития мышления; достаточен ли он для того,

чтобы ученик мог управлять своей деятельностью.

В нашей статье обсуждаются условия обучения, которые на

правленно организуют деятельность будущих учителей математи

ки на формирование системного стиля мышления. Основная черта
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системного стиля мышления, на наш взгляд, - его ориентация на

деятельность в познавательной и преобразовательной сферах.

Деятельностный подход в обучении наполняет дидактические

принципы новым конструктивным содержанием. З.А. Решетова,

доктор психологических наук, в своей работе "Формирование си

стемного мышления в обучении", убедительно аргументируя этот

тезис, выделяет принцип системности как особый дидактическвй

прввцип, позволяющий осуществлять направленность обучения па

формирование у учащихся теоретических основ предмета через ор

ганизацию деятельности по его системному анализу.

Принцип системности в обучении, по мнению автора, может

выступать в качестве "методологической базы рассмотрения:

- во-первых, процесса обучения в целом;

- во-вторых, способа организации учебно-познавательной дея-

тельности (программы) и построения структуры знаний о предме

те;

- в-третьи..,<, структуры ориентировочной основы усваиваемых

умений и процесса постадийного ее формирования;

--в-четвертых, способа ориентировки формируемого мышления

(системный)" [3. с. 931.
Принцип системности как методологический принцип направ

ляет познавательную деятельность на раскрытие системно-струк

турной природы математики.

Познавательная деятельность формирует знания (математиче

ские и методологические), выделяя ориентировочную основу дей

ствии для решения учебно-профессиональных задач. Практиче

ская деятельность, используя полученные знания, вносит преобра

зования в методику работы с понятием, теоремой, задачей, каким-

либо разделом математики. Таким образом, цреобразовательная

деятельность моделирует элементы будущей профессиональной де

ятельности учителя математики.

Рассмотрим значение метода системного анализа и его особен

ности в организации познавательной деятельности студентов при

работе с математическими задачами.

Деятельность по решению задач позволяет связать знания в
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единое целое, придает им системность - определенную структу

ру, логическую связь, форму обобщения. Задача (особенно нестан

дартная) является системным объектом. Элементы задачи могут

быть заданы в различных вариантах связей и отношений, и задача

выступает как предмет анализа.

При проведении анализа задачи необходимо провести анализ

.УСЛОВИЯ задачи, выделить ее структуру, установить цепочки свя

зей ме2К,ЦУ элементами и другие аспекты, которые имеют непо

средствеиное отношевие к выбору способа решения задачи. Имен

но через решение задач учащиеся могут освоить метод системно

го анализа как инструмент поиска решения, осознают системный

принцип построения и функционирования знаний в математике.

Сложность конкретной задачи определяется тем, какие дей

ствия следует провести для раскрытия всей системы связей между

данными в задаче элементами. ОТ того, насколько полноценно ре

шающий устанавливает возможные варианты связей и отношений,

в которых задана искомая, зависит результат работы над задачей.

При 'гаком подходе к работе над задачей главным элементом про

цесса решения является анализ поиска решения, а не получение

ответа, происходит овладение деятельностью по раскрытию свя

зей между данными, искомыми и системой имеющихся в запасе

знаний. Как результат формируется системный тип ориентировки

мышления,

Общение со студентами на занятиях по элементарной матема

тике и методике ее обучения убеждает, что при проведения поиска

решения задач (особенно неставдартных геометрических) студен

ты испытывают затруднения. На эту проблему методики обуче

ния решению задач обращали внимание и обращают до настоящего

времени многие методисты математики (Н.Ф. Нагибин , А.А. Сто

ляр, Ю.М. Колягин, В.Г. Гурова, В.А. Гусев, Г.И. Саранцев и др.}.

В частности, Г.И. Саранцев отмечает: "Еще недостаточно даже в

теоретическом плане раскрыты потенциальные возможности таких

этапов решения задачи, как поиск плана решения, способа (метода)

решения и подведения итогов. Каждый из них обладает педагоги

ческими достоинствами в приобщении школьников к творческой



268 Глава.3. Теорня и методика обучения математике в школе и в.vзе

деятельности" [1J.
Работа со студентами по освоению метода системного анали

за на занятиях по методике математики, на наш взгляд, поможет

решению выделенной проблемы.

Метод системного анализа дает возможность проводить поиск

решения задачи целенаправленно. Он показывает, что выбор ме

тода решения задачи не является произвольным, а базируется на

той системе связей и отношений, в которых представлено искомое.

Основываясь на логике системного анализа, считаем целесооб

разным выделить для студентов основные моменты анализа поиска

решения задачи, указав состав деятельности, и представить обоб

щенную схему в виде опорной таблицы. Проиллюстрируем сказан

ное на примере работы с конкретной задачей школьного учебника

геометрии.

Задача (Шарыгин И.Ф. Геометрия 7-9. 9.3 N~ 16).
В прямоугольном треугольнике Аве с гипотенузой АВ, равной

с, на высоте еD, как на диаметре, построена окружность. Каса

тельные к этой окружности,проходящиечерез точки А иВ, пере

секаютсяпри продолжениив точке К. Чему равны касательныек

окружности,выходящиеиз К?

Задача отнесена автором к числу задач, имеющих пометку

"трудная". Проведем анализ поиска решения задачи.

Выделим объекты, указанные в условии и требовании задачи:

прямоугольныйтреугольник,высота, проведеинаяиз вершин пря

мого угла треугольника;окружность,построеннаяна заданномот

резке как на диаметре;касательныек окружности,проведенныеиз

фиксированныхточек.
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В данной геометрической конструкции следует выделить три

подсистемы:

- прямоугольный треугольник АВС (LC = 900), CD - высо

та; прямоугольный треугольник высотой разбит на два подобных

прямоугольных треугольника; имеет место соотношение СD 2 =

мэ-он.

- окружность с диаметром СD касается АВ в точке D, так как

CD ..1 АВ;
- треугольник АВК описан около окружности диаметра СD;

точки касания окружности со сторонами АВ, АК, КВ соответ

ственно D, Е и Р. Отрезки касательных к окружности равны, сле

довательно, AD = АЕ, КЕ = КР, BD = ВР

Согласно требованию задачи необходимо найти длину отрезка

КБ, если известна длина гипотенузы АВ треугольника АВС.

Выявим связи между элементами подсистем (вертиквлъные

связи), а именно связи между элементами двух треугольников 
прямоугольного дАВС и ДАЕК.

АВ - общая сторона этих треугольников. Высота CD прямо

угольноготреугольникаявляетсядиаметромокружности,вписан

ной в треугольвикАВК. ДиаметрCD можно выразить как сред

нее геометрическоеотрезков гипотенузыАВ прямоугольного тре-

угольникаАВС (CD2 = AD· BD).
Рассмотримотрезкикасательныхк окружности.Через отрезки

касательныхможновыразитькак радиус вписаннойв треугольник

АЕК окружности, так и его периметр.

Очевиденследующийплан действий. Введя обозначениеAD =
т, DВ = n, КЕ = х, запишем площадь треугольника АВК с одной

стороны по формуле Герона, а с другой -- через радиус вписанной

окружности и полупериметр этого треугольника. Приравняв по

лучеиные выражения, получим уравнение, решение которого дает

ответ на вопрос задачи.

Метод решения задачи - метод площадей.

Таким образом, при проведении анализа поиска решения зада

чи мы разбили условие задачи на части, выделили структуры свя-
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зи (горизонтальные и вертикальные), выявили отношения между

ними, это позволило составить цепочку опосредствующих связей и

отношений искомого с данными задачи.

Представим основные действия по поиску решения задачи .в

виде таблицы.

Схема у'Чебнлй деятельностн по nouc'IC'JJ решения вадачи.

!J,ель: Освоить деятельность по анализу поиска решения зада

чи.

Объект: Геометрическая задача по курсу математики средней

школы.

Предмет: Анализ поиска решения геометрической задачи.

Средства: Метод системного анализа.

Таб.л.uча 1

,---------,,------------------------

Выделить основныегеометрическиевеличины усло

вия и требованиязадачи,

Разбить условиезадачи на части (подсистемы)отно

сительно рассматриваемыхобъектов.

Выявить связи элементов в каждой части.

Определитьсвязи между элементамичастей.

Определитьпоследовательностьдействий по поиску

решениязадачи на основе установленныхв процессе

анализа связей.

Сделать выбор метода решения задачи на основе

проведенногоанализа.

Провести синтез (запись решения задачи) и презев

тацию полученныхрезультатов.

Резуль

тат

Умение проводить анализ поиска решения матема

тической задачи.
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Первоначально деятельность по проведению анализа поиска ре

шения задачи выполняется как внешняя на уровне проектирова

ния - выделены цель, средства, состав деятельности. Далее, будучи

сформированной и усвоенной, она переходит во внутренний план

действий, становится ориентировочной основой учебной и будущей

профессиональной деятельности, превращаясь в умение проекти

ровать и конструировать деятельность по поиску решения задач.

Логика деятельности определяется системным стилем ориенти

ровки. Действительно, в работе по поиску решения задачи студент:

во-первых, использует структурные связи геометрических

объектов,

- во-вторых, осуществляет действия, соответствующие деятель-

ности учителя математики.

Не менее важной в плане профессиональной подготовки учи

теля математики является деятельность по проведению анализа

задачного материала параграфа школьного учебника. Для орга

низации такой деятельности на занятиях по методике обучения

математике полезно предложить студентам работу с опорной таб

лицей, которая также содержит развернутый план действий.

Предполагаемая таблица включает ориентировочную основу

для формирования у студентов умений осуществлять анализ блока

математических задач по конкретной теме.

Схема анализа водог« по 7f.о1t1ЧJет1tоU теме шхольного 7f.ypca .ма

тематихи.

Цель: Изучить методику и освоить деятельность по проведению

анализа задачнаго материала темы.

Рбъект: Задачный материал школьного учебника математики.

Предмет: Анализ блока математических задач школьного учеб

ника.

Средства: Метод системного анализа. Школьные учебники по

математике, дидактические материалы.
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Таблииа 2
~._--~--------------------------~

Состав

деятель

ности

Провести анализ данных в каждой из предлагаемых

в теме задач, выделить ее базис.

Определить роль и место каждой задачи в теме.

Определить уровни сложности задач.

Выделить ключевые задачи, задачи, дополняющие

теоретический материал.

Провести разбиение блока рассматриваемых задач

на группы.

Выделить методы решения задач.

Установить связи между группами задач, а также с

задачами других тем школьного курса.

Рассмотреть возможности:

- проведения обобщения и конкретизации задач;

- построение аналогов для отдельных задач, кон--

струирования новых задач и др.

Резуль

тат:

сформи

рован

ные

умения

1---.---+----------------------------

- определять функции задач в процессе изучения;

- ВЫЯВ.-IЯ:ть через задачвый материал взаимосвязь

знаний и их развертывание в математике;

- исследовать и преобразовывать набор задач учеб

ника в процессе организации деятельности учащихся

по усвоению знаний.

Таблица представлена как системный объект с указанием це-

ли, объекта, средства, состава деятельности и результата. Итогом

цроведенного анализа по указанной в таблице схеме служит пред-

ставленный в целостности и взаимосвязи задачный материал па

раграфа учебника.

Содержание таблиц, их структура, речевая форма представле

ния на занятии выполняют функцию регуляторов деятельности: с

одной стороны - познавательной (знания), с другой - деятельно-
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сти, В которой формируется ориентировочная основа умений буду

щего учителя математики.

Профессиональцый аспект формируемых умений по анализу

задачного материала обеспечивается их усвоением в качестве ори

ентировочной основы действий, которые в дальнейшем применя

ются для решения учебно-профессиональных задач.

Считаем, что описанный подход к работе с задачным матери

алом школьного учебника математика способствует формирова

нию системного стиля мышления студентов, формы работы моде

лируют познавательные и практические задачи будущей профес

сновальвой деятельности, это и составляет аспект профессновала

зации усваиваемых ими знаний.
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Применение вейвлет-анализа к исследованию функции

Ван дер Вардева

В.Н Оставизгов

Математическая подготовка будущих инженеров как одна из со

ставляющих их профессновальной компетентности необходима,

прежде всего, для того, чтобы инженер, перед которым производ

СТБО все время ставит црактические и теоретические проблемы,

2\Ю[' научно
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- объяснять происходшцие явления,

- управлять технологическими процессами,

- прогнозировать их последствия.

Рациональное осмысление триединства целей науки [объясне

ние +- управление +- прогноз] опирается, в конечном счете, на ма

тематическую модель динамического процесса, каковым является,

например, вибрация сложных агрегатов (металлорежущих стан

ков, буровых установок, мостов, геофлюидных потоков, нефтега

зопроводов и т.п.). В последнюю четверть века стало попятным,

что окружающий нас мир

- сильно веливейвый (ДЛЯ его описания используются нелиней

вые дифференциальные уравнения и нелинейвые отображения),

- турбулентный (нет лапласовского детерминизма, но есть де

терминированный хаос),

- иерархический (образно говоря, "в каждой матрешке лежат

две или более подобных ей матрешек"; это немедленно привело

к появлению фрактальной геометрии, изучающей самоподобные

объекты и использующей новые методики вычисления - как пра

вило, дробных - размерностей этих объектов).

Фрактальная геометрия, собрав на начальной стадии своего

развития обширную коллекцию фракталов и мультифракталов и

научившись их классифицировать, сегодня переходит к объясне

нию физических причин и следствий фракталъноети в сложных

системах - природных, технических, абстрактных. При этом еще

более возросла роль методики определения фрактальных размер

ностей, так как теперь они уже являются параметрами конкретных

физических моделей, что предъявляет особые требования к точно

сти соответствующей методики.

Вибросигнал представляет собой некую функцию s = J(t) от

времени t, которая, как показывает практика, обладает тем или

иным самоподобием. График самоподобной функции ивваривн

тен относительно некоторого класса непрерывных преобразований

плоскости (t, s). Например, одной из многих используемых модель-
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00

ныхфункцийявляетсяфункцияВандерВарденаJ(х)= L 'Рn(Х),
n=О

где 'Рn(Х) = 1Г2~+l I arcsin sin 2"r.x 1, п. EN. Она инвариа:нтнаотно

сительно аффинныхцреобразоваввй

А : (х, у) f-t

В : (х, у) f-t

(~x, ~(x+y)),

(Нх+l), ~(-x+y+l))

[31. График этой функции представлен на рис. 1 а, б.

Рис. 1. а - график функции Ван дер Вардена f(x) на отрезке [О; 1] и
рельеф поверхности 1-V(а, Ь), выполненных в 256 оттенках серого цвета;

б - график функции f(x) и поверхностьП' (положительнымзначениям

отвечаютбелые точки, отрицательным- черные); в - скелетон

функции Ван дер Вардена

00

Вместо ЛХ) = L 'Рn(Х) можно рассмотреть семейство Функ-
n=о

ций, если, например, менять знаки слагаемых по какому-либо пра
00

вилу, Для целыхр, q рассмотрим функцию ЛХ) = L (_l)[np/ q] 'Рn(Х) ,
n=о

где 'х] - целая часть числа. На рис. 2 приведены 8 графиков функ-

ций для q = 7.
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Рис. 2. Семейство кривых Ван дер Вардева и соответствующих

поверхностей W для q = 7, р изменяется от О до 7; фрактальная

размерностъ кривых равна 1,05

Идеи вейвлетов созвучны идеям Фурье-преобразования. Вме

сто базисной функции в виде комплексной экспоненты вейвлет

преобра::ювание использует базисный вейвлет 'Ф(t) = :f:s e-t 2 /2,
который удовлетворяет требованиям одновременной локализации

в частотном и временном простравствах, ограниченности, нуле

вого среднего. В этом случае одномерное непрерывное вейвлет

преобразование функции f(t), котораяпринадлежитпространству
L 2(R) (т.е, определена на всей действительнойоси и обладает ко

нечной нормой), имеет следующий вид:

[W~f] (а,Ь) = ~Joo j(t)'Ф* (t-b) dt.
v Jal -00 а

(1)

Параметры и Ь отвечают за сжатие и сдвиг вдоль оси t базис

ного вейвлета, позволяя полностью сконструировать пространство

L 2(R).

Результатомпреобразования(1) является поверхность W ~ дву

мерный набор коэффициентов (его визуализируют путем проек

тировапия коэффициентов на плоскость аЬ и сопоставления ве-
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личине коэффициентов некой цветовой гаммы), в котором, как

и в коэффициентах преобразования Фурье, заключена информа

ция о частотных характернствках сигнала (благодаря парамет

ру а). Более того, сохраняется информация и о поведении сиг

нала во времени (благодаря параметру Ь), что выгодно отличает

вейвлет-разложение от преобразования Фурье. Платой за это яв

ляется некоторое ухудшение разрешения по частоте, так как лю

бой вейвлет, в отличие от синусоиды, в частотном пространстве

не представляет собой д-функции. Однако этот недостаток во мно

гом компенсируется гла,ЦКОСТЬЮ набора вейвлет-коэффицяентов,

которая в Фурье-анализе достигается лишь примененнем искус

ственных операций. Полученные коэффициенты легко сопоставить

с привычным спектром мощности. Для этого достаточно найти сле

дующий интеграл [1]:

Е(а) = JW 2(a, b)db. (2)

Зависимость Е(а) иногда называют скалограммой. Смысл энер

гетического спектра ей придает тот факт, что для вейвлет-преоб

разования существует аналог теоремы Парсева.пя. Для того, чтобы

сопоставить спектр мощности и скалограмму, необходимо перейти

от параметра к частоте w, воспользовавшись соотношением

(3)

где cv'lj' - это константа, зависящая от выбора базисного вейвлета.

Проще всего ее можно оценить, применив формулу (3) к екало

грамме модельного сигнала с известными частотами.

Известно, что если функция f(t) самоаффинна,то есть остается

инвариантнойпри масштабированиивида

t 1-> /\t, j 1-> /\н j,

то ее спектр мощности имеет степенной характер:

P(w) ~ w-- 2 H - 1 . (4)

Такое же соотношение, очевидно, справедливо и для скалограм

мы. (2) [4-61, однако она представляет собой уже гораздо более
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гладкую функцию. Это, впрочем, является не главным достоин

ством вейвлет-преобразовавия. Естественность использования вей

влетов при анализе фрактальных сигналов обусловлена иерархич

ностью вейвлетиого базиса. Фрактальностъ подразумевает воспро

изведение каких-либо характеристик сигнала на разных масшта

бах, а вейвлет-преобраэование как бы производит иерархизацию

особенностей сигнала в зависимости от их масштаба (частоты},

с сохранением их пространственной (временной) локализации. В

результате, самоподобие сигнала приводит к самоподобию кар

тины его вейвлет-разложения, При этом разработаны различные

(помимо скалограммы) способы извлечения численных характе

ристик из такой самоподобной картины. так как набор вейвлет

коэффициентов несет в себе избыточную информацию, то часто

используют только самую информативную часть данных, а имен

но, локальные максимумы (вдоль параметра Ь, при заданном зна

чении ). Картину локальных максимумов иногда называют скеле

тоном (рис. 2 в). Для определения фрактальной размерности D по

скелетону пользуются тем фактом, что

Нш logN(a) = D
a~O loga- 1 '

(5)

где N(a) - это количество локальных максамумов на масштабе

а. для кривых Ван дер Вардева эта размерность, как показывает

численный анализ, близка к 1 и равна 1,О5±0,01.

В качестве еще одного преимущества вейвлет-преобразования

перед преобразованием Фурье можно привести предсказуемость

влияния граничных эффектов, а именно, если базисный вейвлет

имеет компактный носитель [-S; S], то на масштабе а влияние

границы распространяетсяна расстояние aS. Область, внутри ко

торой не происходит влияния граничных эффектов на величину

вейвлет-коэффициентов, называют треугольником достоверности.

Наличие такой области делает формулу (2) не совсем удобной для

практических расчетов. Для устранения влияния граничных эф

фектов бывает удобно заменить интегрирование усреднением, ко

торое позволяет учитывать только часть коэффициентов.

Формула (5) позволяет определять размерности монофракта-
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лов, однако ИЗ вейвлет-разложения относительно легко можно ИЗ

влечь любые мультифрактальные характеристики [41. Кроме то-

го, вейвлет-преобразованне (1) обобщается на многомерный слу

чай [21, что позволяет анализировать двумерные наборы данных

напрямую, не прибегая к анализу одномерных срезов.
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Структура компьютеризированного учебника по геометрии

для педагогических вузов

т'В. Капустина

Необходимость информатизации процесса обучения математике в

настоящее время является неоспоримой в связи с наличием такого

инструмента новых информационных технологий, как компьютер

ные математические системы (Mathematica, Maple). Актуальной



280 Глава 3. Теория и мето,ци",.. обучения математике в ткале и вузе

задачей, призванной сдвинуть с мертвой точки внедрение инфор

матизации в обучение математике, является разработка соответ

ствующего методического обеспечения и программных продуктов

учебного назначения. Одним из видов методического обеспечения

учебного процесса по математике являются компьютеризирован

ные учебные пособия.

В настоящей заметке будем рассматривать компьютерную си

стему, Mathematica в качестве основного средства создания таких

пособий, посколькуона обладаетне только возможностямивычис

лений (численных, символьных, графических), но также являет

ся языком программнрованиясверхвысокогоуровня, чрезвычайно

удобным для пользователя. За рубежом компьютеризированные

учебники на основе системы Mathematica уже создаются (напри

мер, книги А. Грея [3, 41).
Под компыотеригированным учебн.u'/\,ом [эадхчнихом] будем

понимать учебник (задачник) нового поколения, представляющий

собой печатное издание, предусматривающее систематическое при

меневне системы Mathematica. Это выражаетсяв том, что класси

ческоензложениев текстеучебникадополняетсяспециальнымраз

делом, содержащим параллельное сопровождениеосновных фор

мул и опорных задач предметного раздела программами для их

реализации в среде Mathematica. Цель такого дополнения- ав

томатизация вычислений и визуализация графических объектов

(кривых, поверхностей,векторныхполей, семейств кривых, сетей

на поверхностяхи т.п.), Именно курс геометрии является благо

датной почвойдля созданияучебныхпособийтакого рода, так как

появляется возможность по-новому изложить материал и вклю

чить В него вопросы, ранее рассматривавm:иесялишь теоретиче

ски (например, восстановленаеформы кривой по ее натуральным

уравнениям).
Итак, компьютеризированный учебник должен состоять из двух

основных частей: классически изложенной теоретической части и

дублирующего ее раздела, который содержит реализацию основ

ных формул В среде Mathematica, а также запрограммированныев
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этой среде опорные задачи для их автоматического решения. Про

граммирование этих формул и опорных задач неизбежно происхо

дит в характерном для среды Mathematica стиле ФУ'НДi;Ч'lю1tал:ь1tо

го программирования:при этом должны быть сделаны все необ

ходимые пояснения о структуре программ. Третья, необязатель

ная составляюп:~ая компьютеризированногоучебника - компакт

диск, в котором содержатся все файлы с формулами второго раз

дела. Эти файлы могут быть организованы как документы среды

Mathematica (с расширением .пЬ) или как стандартныедополне

ния среды Mathematica [lJ. Стандартные дополнения представля

ют собой, по сути, расширение ядра среды, они содержат новые

(так называемые "внешние") функции, которых нет в ядре (функ

ции ядра называются встроенными). Подключив стандартное до

полнение, можно пользоваться внешними функциями так же, как

встроенными, не вводя программы для этих функций.

Второй раздел компьютеризированного учебника может быть

выдержан в таком стиле программирования, когда содержащиеся

в нем программы автономны, насколько это возможно. (Отметим,

что стремление к автономности отдельных программ не способ

ствует их компактности.) В этом случае можно не дополнять учеб

ник компвкт-диском с пакетом стандартных дополнений. Студен

ты при использовании учебника могут сами делать вводы содер

жащихся в нем программ и проводить вычисления с их помощью.

Оптимальный способ применения компьютеризированного учеб

ника может быть достигнут в том случае, когда он дополнен спе

циально созданным пакетом стандартных дополнений, содержа

щим все вмеющиеся в учебнике программы. Пользователь будет

иметь возможность легко интерпретировать эти программы в сре

де Mathematica, применяя готовые внешние функции пакета, К

тому же, благодарявзаимосвязивсех внешних функций в пакете,

программы могут быть составленыкомпактно.

Компьютеризароваявыйучебник, добавленный к нему ком

цьютеризированныйзадачник и сопровождающийих пакет стан

дартных дополнений составляют целостный учебный комплекс
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для компьютерного сопровождениянормативного курса геомет

рии. Вероятно, что в ближайшеедесятилетиеэти комплексыбудут

созданыпо всем основнымматематическимдисциплинамучебного

плана педагогическоговуза.

Необходимостьскорейшего издания учебников нового поколе

ния (то есть компьютеризированныхучебников) отмечаетсяв [21.
Проведем структурирование содержания семинарских занятий

по нормативному курсу "Геометрия" для физико-математических

факультетов педагогических вузов, имеющее целью выделить те

МЫ, для изучения которых необходимо компьютерное сопровож

дение. (Применение компьютера во время чтения лекций каждый

преподаватель должен осуществлятъ в соответствии с индввиду

альным взглядом на организацию этого вида учебной деятельно

сти; компьютерное сопровождение лекций в подавляющем боль

шинстве вузов сдерживается не столько отсутствием необходимого

оснащения, сколько нехваткой необходимых педагогических про

граммных продуктов.)

Основные цели применения компьютера на занятиях по геомет-

рии:

1) исключение рутинной работы;

2) визуализация геометрических объектов;

3) конструктивная деятельность в этой предметной области.

Поскольку большинство задач курса "Геометрия" может быть

отнесено (В той ИЛИ иной степени) к типу расчетных (за исключе

нием задач раздела "Конструктивная геометрия и методы изобра

жений"), то применять систему Mathematica можно почти на каж

дом занятии в форме свободной работы пользователяв ее среде.

Нас же будет интересоватьдругое: какие опорные задачи курса

"Геометрия"следуетзапрограммировать,с тем чтобы создать про

граммныепродуктыучебногоназначенияв среде Mathematica для
наиболееэффективногокомпьютерногосопровождения?Ниже да

дим перечень этих задач. В нем бу.цут выделены курсивом те за

дачи, которые не включаютв программу (в силу большойзатрат

ности времени на их решение или невозможностиавалнтического
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решения) и рассмотрение которых стало реальным благодаря за

мечательным возможностям системы Mathematica.

Аналитическаягеометрия

1. Общая теория линий второго порядка (определение асимпто

тических направлений и асимптот; составление уравнения диамет

ра, сопряженного данному направлению, и диаметра, проходящего

через данную точку; определение центра линии второго порядка;

составление уравнения касательной к линии второго порядка (по

данной точке касания, по данному направлению касательной, по

точке, через которую проходит касательная); определение главных

направлений и главных диаметров; приведение общего уравнения

линии второго порядка к каноническому виду).

2. Геометрические преобразования плоскости (составление фор

мул аффинного преобразования по данным трем парам соответ

ственных точек; определение образа и прообраза данной прямой

при аффинном преобразовании; определение образа и nрообра

,-Ю при аффu'Н1tО.м преобразованиа произвольной хривой, эаданной

неявным У1хите'Ние.м; определение инвариантных точек и инвари

антных прямых данного аффинного преобразования).

3. Состаеление уравnШ'u.я поверхности враще'Н'!J.Я, ось 1Сото

рои 'Не совпадает 'Ни с одной 'uз зеоороинстнма: осей. Составление

уравнения цилиндрической поверхности по данной направляющей

кривой и данному направлению образующих. Составление уравне

ния конической поверхности по данной направляющей и вершине.

Опорные задшчи обзией: теории поверхностей второго порядка;

4. Все опорные эадачи теории ееометричесхиз: преобраеовсний

пространства.

Проективная геометрия

1. Составление уравнений коллипеации, заданной четырьмя па

рами соответственных точек. Определение образа и прообраза точ

ки и прямой при данной коллинеациа.

2. Поляритет относительно линии второго порядка на проектив

ной плоскости. Определение типа квадрики на проективной плос

кости по ее уравнению.
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Дифференциальная геометрия

1. Вычисление длины дуги плоской кривой. Вычисление кри

визны плоской кривой. Нахождение огибающей однопараметрнче

ского семейства плоских кривых. Нахождение эволюты плоской

кривой. Нахождение семейства эвольвент плоской кривой. Состав

ление натурального уравнения плоской кривой. Восстановление

плоской 'X:pv,Bou по ее nатура.л:ьnо,м,у уравnеnШ0.

2. Вычисление длины дуги прострввственной кривой. Вычисле

ние кривизны и кручения простравственной кривой. Нахождение

элементов сопровождающего трехгранника кривой. Составление

натуральных уравнений пространствевной кривой. Восстановле

ние прострснственной зериеой по ее nатура.л'ьnъt.М уравnеЩJ.я..flЛ.

3. Составление уравнений касательной плоскости и нормали

к поверхности. Нахождение огибающей однопараметрического се

мейства поверхностей. Вычисление первой квадратичной формы

поверхности. Длина дуги линии, принадлежащей поверхности. Угол

между двумя линиями на поверхности. Площадь области поверх

ности.

Вычисление второй квадратичной формы поверхности. Вычис

ление нормальной кривизны, соответствующей данному направ

лению на поверхности. Вычисление главных кривизн поверхно

сти. Полная и средняя кривизны поверхности. Сопряженные сети.

Аснмптотическве линии. Линии кривизны.

Вычисление символов Кристоффеля. Геодезическая кривизна.

Геодезические линии. Вычисление хратмайиьего расстояния меж

ау дву.м.я. то'Ч,'Х:а.м'U на поверхности. Б-uзуал'UЗШIJ;UЯ геодевичесхих.

В качестве примера приведем решение задачи о восстановлении

формы плоской кривой по ее натуральному уравнению k = k(s).
Mathematica позволяет сделать это благодаря возможностиреше

ния в ее среде систем дифференциальныхуравнений (в большин

стве случаев, естественно, приближевного,но с требуемой точно

стью) и наличия уникального объекта - так называемой интер

поляпионной функции. Тело программы для визуализации кри

вой, задаввой натуральным уравнением, общий вид которого k =
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fun (s), выглядит так:

plotneurve2D[fun_,а _ :О,{Ь_:О.е_ :О,Ы_:1,е1_ :0,Ь2_:0,
с2_:1},optsnd ,{smin_:-10,smax_:10},optspp I[t_]:=
ParametricPlot[Module[{x,y,l,m},{x[t],y[t]} / .NDSolve[
{x"[ssJ==fun[ssJ *l[ssJ,y"[ss]==fun[ss]*m(ssJ,
l' (ssJ==-fuп[ssJ *х '[ss],т' [ss]с===-fun[ss] *y'[ssJ,
x[a]==b,y[a]==c,x'[a]==b1,y'[a]==cl,1[aJ==b2,m[aJ==c2},
{x,y,l,m},{ss,smin,smax},optsndJJ//Evaluate,
{t,smin,smax},AspectRatio->Аutomatic,optspp]

Здесь реалазованыформулы Френе; plotneurve2D - имя внеш

ней функции. Добавим, что программа абсолютно автономна, то

есть не использует другие внешние функции.

для кривой, заданной натуральным уравнением k = s cos s,
применение внешней функции plotneurve2D выглядит так:

plotneurve2D[# Cos[#]&,O,{O,O,1,Q,0,1}.{-9,9},
PlotPoints->80]
В результатеполучаетсяследующее изображение:

Системное внедрение в учебный процесс вуза компьютерной

системы Математика как средства новых информационныхтех

нологий и как среды для создания и использованияпрограммных
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средств учебного назначения служит целям оптимизации процесса

обучения математике. для педагогических вузов это особенно ак

туально, так как современный учитель, кроме знаний по предмету

(математике), должен обладать знаниями в области применения

средств новых информационных технологий.
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Дифференциация и интеграция математических знаний

в процессе решения профессионапьно-ориентированных

экономических задач

Е.Н Трофимец, В.я. Трофимеи;

в современных условиях рыночной экономики существенно возрос

ли требования к качеству подготовки выпускников эковомических
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специальностей вузов, которые должны уметь решать не только

типовые задачи учетно-расчетного характера, при решении кото

рых доминирующую роль играет операционная составляющая, но

также и сложные задачи аналитического характера, при решении

которых доминирующую роль играет интеллектуальная составля

ющая, базирующаяся на умении анализировать текущее и прогно

зироватъ будущее СОстояние экономических объектов и процессов,

мыслить и действовать в изменяющнхся условиях, моделировать

и нвходитъ оптимальные решения, основанные на применении со

временных математических моделей и методов. Наиболее извест

ными из последних являются: оптимизационные модели и методы

(в частности ассортиментная задача Канторовича, транспортная

задача, задача о назначениях и др.), балансовые модели (в част

ности модель межотраслевого баланса Леонтьева, модель соотно

шения национальных доходов стран), модели теории вероятности

и математической статистики.

Данное обстоятельство нашло свое отражение в Государствен

ном образовательном стандарте, где определены достаточно вы

сокие требования к уровню математической подготовки современ

ного специалиста Финансово-экономического профиля. При этом

изучение математических дисциплин призвано раскрыть не толь

ко содержание собственно математических знаний, но и устано

вить тесные интегративные связи со специальными дисциплина

ми, особенно с теми, изучение которых сопровождается реше

нием профессионально-ориентироваННЬL'С задач с использованием

эковомнко-матемвтнческвх методов и моделей. Основная интегра

тивная роль здесь принадлежит математике. Поэтому первооче

редной задачей математической подготовки в вузах на экономиче

ских специальностях, на наш взгляд, является обучение будуще

го специалиста умению разрабатывать или обоснованно выбирать

математические модели и применять математические методы для

решения практических задач будущей профессиональной деятель

ности.

Анализ современного состояния проблемы интеграции матема-
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тических знаний позволяет констатировать, что в настоящее время

заметно усилился интерес ученых к исследованию данной пробле

мы и ряду смежных вопросов. При этом исследования проводятся,

главным образом, в рамках следующих научных направлений: реа

лизация внутри- и межпредметных связей, разработка интегриро

ванных курсов, формирование прикладной направленности в обу

чении математике, укрупнение дидактических единиц, разработ

ка форм и средств интеграции математических знаний, наглядно

модельное исследования учебно-позвавательвой деятельности.

На основе проведенного анализа научных трудов, Государствен

ного образовательного стандарта, учебных и рабочих программ

было установлено, что:

а) к настоящему времени еще недостаточно разработаны педа

гогические условия, методы и формы реализации ннтегративной

направленности обучения математике при моделировании эконо

мическвх процессов и явлений;

б) в теории и практике обучения математике еще не сформиро

валось понимания сущности, характеристик и критериев интегра

ции математических знаний на основе наглядного моделирования.

Это, в свою очередь, порождает противоречие между органиче

ски целостной структурой и сущностью математического знания и

наличием традиционно Формализованной на данный момент систе

мы обучения математике студентов экономических специальностей

вузов.

Технология наглядного моделирования применяется в процес

се обучения математике студентов экономических специальностей

Ярославского государственного технического университета (ЯГ

ТУ), Международного университета бизнеса и новых техноло

гий (института) (МУБиНТ) Ярославского филиала Московской

финансово-юридической академии (ЯФ МФЮА) при решении про

фессионально-ориентированных экономических задач (ПОЭЗ) .
Для решения некоторых ПОЭЗ необходимо использовать слож

ные наукоемкие экономико-математические методы, требующие

проведения большого объема вычислительной работы. Для реше-
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вия подобного рода задач целесообразно использовать компьютер,

а занятия проводить в аудиториях, оснащенных средствами вычис

лительной техники.

Рассмотрим более подробно одну из таких профессионально

ориентированных задач, для объяснения решения которой исполь

зуется табличный процессор Мicrosoft Excel. Предлагаемаязадача
связана с оценкой рисков инвестиционных проектов и имеет важ

ную прикладную направленность. для решения задач по оценке

рисков в современной Финансово-экономическойпрактике исполь

зуются различные методы, которые рекомендованы такими орга

низациями, как UNIDO (Организацияобъединенныхнаций по про

мышленному разввтию}, Мивистерство финансов, Министерство

экономики, Госстрой. Одним из наиболее эффективных, но одно

временно и одним из наиболее сложных методов является метод

имитационногостатистическогомоделирования(или метод Монте

Карло), который используется в процессе решения рассматривае

мой задачи.

Постановзеаэодачи. Для производстванекоторойпродукции

"Х" планируетсяпривлечениеинвестиций из внебюджетныхисточ

ников. В процессепредварительногоанализавыявленыпараметры

проекта, часть из которыхэкспертами-аналитикамибыла отнесена

к детерминированным, а часть - к случайным (стохастическим),

см. рис. 1. Для случайных параметров проекта определен возмож

ный интервал их вариации (прогнозируемые тах и min значения).

Требуется ответить на вопрос, следует ли принимать данный

проект к реализации и какова вероятностьтого, что он окажется

убыточным.

Преждечем переходитьк демонстрациирешенияэвдачи в сре

де табличногоцроцессораМiсrоsоftExcel, рассмотрим, какое место

занимают процессы дифференциации и интеграции математиче

ских знаний в ходе ее решения.

Следует отметить: ввиду того, что задача имеет сложный меж

дисциплинарныйхарактер, при ее решении наблюдаетсянесколько

уровней дифференциации.
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Первый происходит на уровне учебных дисциплин, так как для

решения задачи требуются знания из различных дисциплин, ос

новными из которых являются экономическая теория, математика,

Финансово-экономические расчеты, эконометрика, информатика.

Второй уровень дифференциации связан с особенностью реше

ния задачи методом Монте-Карло. для реализации этого метода

необходимо разработать три модели: модель воздействий случай

ных факторов, модель экономической системы и модель статисти

ческой обработки. На этом этапе модели пока имеют только са

мое общее (абстрактное) представление и не реализованы в Биде

конкретных математических моделей . Для построения таких мо

делей необходимо отобрать соответствующие математвческие эна

ния, что ведет к третьему уровню дифференциации.

Третий уровень - дифференциация на уровне мвтемвтических
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знаний. Так, базовыми знаниями, которые необходимы ДЛЯ постро

ения модели воздействий случайных факторов, являются: поня

тие случайной величины; вероятностные законы распределения;

предельные теоремы теории вероятностей; методы моделирования

случайных величин. Базовыми знаниями, которые необходимы для

построения модели экономической системы, являются: схема нара

щения; схема дисконтирования; геометрическая прогрессия; лога

рифмы; количественные методы оценки инвестиционных проектов.

Базовыми знаниями, которые необходимы ,цля построения моде

ли статистической обработки, являются: методы статистического

оценивания числовых характеристик случайных величин; методы

цроверки статистических гипотез.

Последовательное изучение и применевне отобранных знаний в

соответствии с логикой решения задачи определяют суть процесса

интеграции математических знаний. В рассматриваемой задаче ре

зультатом цроцесса ннтеграции математических знаний являются

математические модели, которые, в отличие от абстрактных моде

лей 2-го уровня дифференциации, имеют конкретное наполнение

в виде совокупности математических выражений. Таким образом,

можно сказать, что в процессе интеграции математических зна

ний происходит трансформация абстрактных моделей в математи

ческие модели, которые в рассматриваемой задаче представляют

собой:

1) модель воздействий случайных факторов-- это модель (поле)

имитации стохастических параметров инвестиционного проекта;

2) модель экономической системы - это модель оценки эффек

тивности инвестиционного проекта по показателю NPV (net рсевеп!
'ual'ILe 000 чистая современнаястоимость);

3) модель статистической обработки - модель статистической

оценки стохастических параметров проекта.

Разработанные модели должны быть объединены в единую

комплексную модель, что можно рассматривать как 2-й уровень

интеграции. Работа с комплексной моделью в общем-то и позволя

ет решить рассматриваемую задачу.
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Следует отметить, что здесь также можно выделить и тре

тий уровень внтеграцви ~ интеграцию на уровне дисциплин, так

как полученные знания могут в последующем использоваться обу

чаемыми при изучении таких дисциплин, как финансовый ана

лиз, управление проектами, ценные бумаги, инвестиции, бизнес

планирование.

Таким образом, весь процесс решения рассматриваемой задачи

распадается на ряд последовательных этапов дифференциации и

интеграции, ключевыми из которых являются этапы дифференци

ации и интеграции математических знаний.

Разработанные на уровне интеграции математических знаний

модели достаточно легко реализуются программным образом в

среде табличного процессора Мiсrоsоft Excel.

Библиографический список

1. Маеарова Н.В., Трофимец, В.я. Статистика в Excel. М.: Финан

сы истатистика, 2002. 365 с.

2.' Мопахов B.JvI. Технологические основы проектирования и кон

струировавия учебного процесса. Волгоград, 1995. 152 с.

3. Подготовка учителя математики: Инновационные подходы:

Учеб. пособие / Под ред, В.д. Шадрикова. М.:Гардарики, 2002.
383 с.

4. Трофимец, Е.Н. Наглядное моделирование экономических явле

ний и процессов как средство интеграции мвтемвтических зна

ний в процессе обучения математике студентов экономических

специальностей вузов. Днс.... канд. пед, наук. Ярославль,2004.
194 с.

учащиеся - авторы задач школьных учебников

Н.М. Еnuфаuова

Известно много случаев яркого проявления математических спо

собностей в детском и юношеском возрасте. Исторический опыт
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свидетельствует о том, что подростки "порой способны найти ис

ключительно простое и остроумное решение задачи, которое веред

ко ускользает от умственного взора взрослого человека" [2]. Но ис

ключительво редко можно столкнуться с таким явлением, чтобы

задача, составленная подростком, вошла в популярные сборники

задач и школьные учебники математики.

Об одном уникальном случае проявленияматематических спо-

собностей и будет рассказано в данной статье.

Журнал "Вестник Опытной Физики и Элеиентарной Матема

тики" (издавался с 1886 по 1918 год), предназначавшийся, по мне

нию первого редактора журнала Э.К. Шпачинского, "для воспита

ния в наших учебных заведениях юношества" и ''разъяснения раз

личных педагогических вопросов" [2], был популярен среди учите

лей сре,Н,НИХ учебных заведений и учащихея, интересующихея, как

правило, отделом задач.

Редактор отдела задач Е.Л. Буницкий вел систематическое на

блюдение, "как юноша начинает сначала решать предлагаемые за

дачи, затем начинает сам предлагать задачи, пока не вырастает до

уровня других отделов журнала" [21.
В статье, посвященной два,пдатипятилетию журнала, редакци

онная коллегия с гордостью отмечала, что первый импульс к се

рьезным занятиям математикой на страницах журнала "получили:

ученик Екатеринославской гимназии В. Каган (приват-доцент, ре

дактор данного журнала), ученик одесской гимназии Ю. Рабино-

вич (приват-доцент в Казани), М. Зимин из Ельца (приват-доцент

в Новочеркасске), И. Александров (Москва )... " [2].
В каждом номере журнала "Вестник Опытной Физики и Эле

ментарной Математики" в разделе "Задачи" помещались:

-- несколько задач с указанием фамилии приславшего ту или

иную задачу и места его жительства;

- решения предлагавшвхся ранее задач, с указанием фамилии

и места жительства читателя (ученика, преподавателя), прислав

шего свое решение;

- "Задачи на премию" (авторы лучшего решения получали кни-
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1'1'1 по выбору на сумму 10 рублей).

По этому отделу особенно видно, что "Вестник" был действи-

тельно всероссийским журналом. Например, в N~ 505 тексты и ре

шения задач были присланы читателями из Киева, Казани, Уфы,

Козлова, Варшавы, Вивннцы, Шацка, Одессы, Ярославля, Пине

ги, Стерлитамака, Санкт-Петербурга, Самары.

В "Вестнике" за первое полугодие 1910 года (N~ 505-516) в раз

деле "Задачи" наиболее часто мелькает фамилия Л. Богданович

(Ярославль). За указанный период этим читателем были присла-

ны правильныерешения 31 задачи и были предложены 5 авторских

задач для решения подписчикам журнала.

Вызывают восхищение

- необыкповенная работоспособность автора (в каждый номер

(в течение года выходит 24-30 номеров) им присылается верное

решение .3-5 задач);

- его широкий математический кругозор (при решении задач

он свободно пользуется знаниями по тригонометрии, планимет

рии, стереометрии, комбинаторике, дифференциальному исчисле

нию... );
- умение составлять задачи и упражнения раэнообразного ма

тематического содержания. (В период с 1910 по 1913 годы (N~ 505-

588) им были предложены для решения читателям журнала :~2

оригвнальные авторские задачи.)

Оказалось, что данный автор (Л. Богданович) был родным бра

том Максима Богдановича, выдающегося белорусского поэта, по

чти всю жизнь прожившего на берегах Волги -- сначала в Нижнем

Новгороде, затем в Ярославле.

Удивительна судьба старших братьев талантливой семьи Бог

дановичей!

В семье учителя Минского приходского училвша и земского дс

ятеля Адама Егоровича Богдановича и Марин Афанасьевны Мя

кото было три сына: Вадим (1889 г.), Максим (18Ю г. -- будущий
выдающийся белорусский поэт), Лев (родился в городе Гродно в

1893 г.).
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Раннее детство братьев было счастливым. Благоприятная ат

мосфера в доме, прогулки в лес, лето в деревне у бабушки, му

зыка, чтение книг. Дети росли в семье, в которой все способство

вало пробуждению и развитию способностей детей. Прабабушка

и бабушка были талантливыми сказительницами, хорошо знавши

ми бесконечное количество песен, сказок, легенд и народных пре

даний. Отец, Адам Богданович, был личностью значительной в

белорусской культуре: выдающийся этнограф, фольклорист, крае

вед, общественный деятель, замечательный педагог. Мать, Мария

Афанасьевна Мякото (из рода священников, дочь губернского сек

ретаря), обладала большим литературным и музыкальным даро

ванием.

В октября 1896 года семью постигает большое горе: от скоро

течной чахотки, ускоренной рождением четвертого ребенка (доче

ри Нины), умирает мать. Адама Егоровича переводят по службе в

Нижний Новгород, где он вскоре женится на Александре Павловне

Волжиной, родной сестре Екатерины Павловны Пешковой, жены

Максима Горького.

В Нижнем Новгороде старшие дети (Вадим, Максим, Лев) по

шли в гимназию. Именно в этом городе началась литературная

деятельность Максима: появился его первый рассказ "Музыка"

("Скрипач"), который был напечатан в белорусской газете "Наша

нива" в 1907 году. Но семью вновь постигает несчастье. От чахотки

умирает старший сын .- Вадим.
В 1908 году Адама Богдановича переводят на службу в Яро

славль, {де он работает в должности "непременного члена кре

стьянского земельного банка", затем управляющим этого банка.

Дети посещают Ярославскую мужскую гимназию (ныне здание

ЯрГУ на Красной площади).

Волыцая семья постоянно испытывала денежные затрудвения.

(У Адама Богдановича 0'1' третьегобрака (он был женат на родной

сестре своей первой жены - Александре Афанасьевне Мя:кото) ро

дились еще пятеро сыновей.) Поэтому Максим давал УРОЮ1 детям

фабриканта Дунаева; Лев, проявлявший незаурядные математиче-
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ские способности, был постоянным участником конкурсов задач,

объявляемых журналом "Вестник Опытной Физики и Элементер

ной Математики", получая за участие вознагрвждевие, позволяв-

шее частично оплачивать учебу в гимназии.

После окончания гимназии Максим хотел поступать в Петер

бургский университет, куда он был рекомендован белорусскими

издателями журнала "Наша нива" в надежде, что талантливый

юноша в дальнейшем займет кафедру белоруссоведения. Но отец

не отпустил сына в Петербург, ссылаясь на нездоровый климат (в

старших классах гимназии у Максима были обнаружены призна

ки туберкулезного процесса в легких) и невозможность содержать

двух студентов (на будущий год предстояло поступать В универси

тет младшему сыну Льву). Максиму пришлось остаться в Ярослав

ле. В 1911 году он поступил в Демидовский юридический лицей. В

1913 году в Ярославле им был подготовлен сборник стихов "Венок",

написанный на белорусском языке (единственный прижизненный

сборник).

Окончив Демидовский лицей, Максим в 1916 году уехал ра

ботать в Минск. Напряженная деятельность в Минском губерн

ском продовольственном комитете, Белорусском комитете помощи

жертвам войны, материальные лишения тяжелого военного вре

мени, бытовая неустроенность привели к обострению болезни, и

сослуживцы отправили его в Ялту. Лечение не помогло. Максим

Богданович умер в Ялте 25 мая 1917 года в возрасте 26 лет. Отец

передал рукописи сына, чуть не сгоревшие в 1918 году во время

белогвардейского мятежа в Ярославле, Белорусской академии. В

1927 году в Минске вышло первое двухтомное собрание сочинений

Максима Богдановича.

Лев Богданович, младший брат Максима, весьма способный ма

тематик, в 1912 году, окончив гимназию "с отличными успехами Б

науках, в особенности же в математике", поступил на математи

ческий факультет Московского университета. Учился отлично, в

Ярославль приезжал на каникулы. Когда началась Первая миро

вая война, Лев оставляет университет, поступает в Александров-
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ское военное училище и добровольцем идет в действующую армию.

Во время Брусиловского прорыва в 1917 году под Тернополем был

ранен в ногу, отправлен сначала во фронтовой госпиталь, затем

переведен в офицерский госпиталь в Киев. Трагически погиб в

возрасте 25 лет в августе 1918 года. (Со слов денщика, Лев Ада

мович вместе с другими офицерами был выброшен большевиками

13 окно.)

Остальные дети в семье также были не лишены таланта: Алек

сей стал способным художником-пейзажистом (умер в 27 лет от ту

беркулеза); Павел, человек всесторонне образованный, оригиналь

ный, принципиальный, весьма способный математик, долгие годы

работал в Ярославле преподавателем математики в школе, распо

лагавшейся в бывшей мужской гимназии, которую окончили его

талантливые братья (умер в 1967 году).

Большая и дружная семья поддерживала тесные связи со сво

ими многочисленными родственниками. Вместе с Максимом учил

ся в Демидовском лицее и его двоюродный брат Петр Гапанович,

оставивший воспоминания о жизни братьев Максима и Льва Бог

дановичей. Двоюродная сестра Нюта (Анна Гапанович) увлекалась

математикой и так же, как Лев, посылала решения конкурсных

задач в журнал "Вестник Опытной Физики и Элементарной Мате

матики", (В журна.пе за 1910 год 9 раз можно встретить подпись

"Нюта (Нижний Новгород)". Это едннственное женское имя, встре

чающееся в перечне читателей, приславшнх решения в раздел "За

дачи".) Письма свидетельствуют, что сестра поддерживала тесные

отношения со Львом даже тогда, когда он был студентом универ

ситета.

Леецита! Не будешъ лu ты бесконечно мобеэен, 'не сделаешъ лu од'Ну

1),3 эадач. У меня nму"Ча'lO'lnС.я, ужас'Ны.я, ФОРМУЛЫ, та'/С "Что я в от"ta.я,

ние прихожц. ИЗ знохомыа: М'Не (. .. ) нижегородского .мате.м.атu"Чес'/СО

го мира ttux;rno сделатъ не может. Я была бы безконечно бмхгодарна.

1. Гипотенцэа равна 5 М.; бuссе'lCffiОР 6оJtъшаго из острых углов ра

ве'Н 2~' Найдите ттеты.

2. В or:pужnостъ вписап равнобедренный треугм'Ь'Ни'/С Аве, в 'IW

тором АВ=АС=а. Через тО"Ч'/Су А проведенахорда АК=в, 'ICOffilJ1Xl..Я nе-
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рееекает ВС в то'Ч'К:е М. Найдите АМ. Ответ а2/в.

А. Гаnановv;'Ч 29 о?>:т. 1912 2.

Сам Адам Егорович Богданович, являясь довольно колорит

ной личностью для Ярославля той поры (этнограф, библиограф, в

1920-1931 годах - заведующий научной библиотекой Ярославского

государственного музея, один из организаторов секции краеведе

ния ЯЕИКО), был и прекрасным отцом, заботящимся о здоровье

своих детей, следящим за их духовным развитием. Его письма к

детям дышат любовью и уважением.

Jt.fuл:ыЙ Лева! Вот видиш'Ь .. и простцдимся. А 'Что я тебе говорил?

Впредь будъ осторожнее. Сожалею, 'Что университет не доставv.л те

бе та1>:О20 удО6м'Ьствия, -х:а=го хоте.л.ос'Ь бы. Что делать. Отарайся

истwл'Ьзоват'Ь с наиболыией выгодой то, 'что он дает: 'uна'Ч,е жl1.lИro

б'bt.JtO би. времени, здоровья, средств. Плохо 'то, что rnu, -x:a1l: говоришь,

меньше занимаешься 'Че.М дама. Если этомз] виной особенности твоей

квартиры, то ищи другую: время у тебя. есть.

А. Богданович. 1912 г.

Дорогой сынок! Твоя болезнь меня сv.л'Ьно опечалила. Особенно nро

студа, одевейся потеплее, носи шерстяные noc'К;U и фуфай?>:у. Купи себе

на гаетрак tJ ужиn .масло и гpyдun'Кy. Я тебе nриоовлю на этот расход

рублей nят'Ь. Далеко ли до столовой?

Папа. 24 сентября 1913 г.

. . . Лессинга 'Читай: ea:J/C'liu его nри'Н:циnы ue'Кусства, а nример'ы хо

тя ои берет из неведамых тебе произведений, но приводит nолnосmыо.

Лед у пас сло.м.а.л.о, но затор образовался. Жаворонсп с, Тоже хорошая

погода.

А.Б. 22. 03. 13

Сыно?>:! Меня удuвЛR.еm твой оmзuв оnереводе Мv..v,'Кеви'Ча. ты про

сто не умееш'Ь читать стихов и не понимаешь красоты та=го про..
изведения, 'Ка,. Пан Тадеуш. Ну, не беда; все придет в свое время. Ты

ведъ вообще развива.м;я своеобразно: односторонне, а потому в других

отношениях медленно.

А. Богд. 15.02.13

Адам Егоровичумер в 1942 году, похоронив 9 из 12 своих детей.

Имя Максима Богдановича принадлежит истории. Его зваме

нитая "Лявониха" стала уже белорусской народной песней. Гимн
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Белоруссии также принадлежит перу поэта.

Имя Льва Богдановича тоже не должно быть забыто, так как

задачи, придуманные девятнадпатилетним юношей, входят во мно

гие математические сборники.

Например, в 1913 году в 582 номере журнала "Вестник Опытной

Физики и Элементарной Математики" на странице 172 под номе

ром 96 была напечатана за подписью "Л. Богданович" следующая

задача: доказать справедливость неравевства h a -+ h b -+ h c ~ 9-г, где

}~a, hb , }~c, т - суть высоты и радиус вписанного круга векоторого

треугольника.

В сборнике В.В. Прасолова [31 в главе 10 под номером 10.12
приводится текст аналогичной задачи: докажите, что h a -+ hb -+ h c ~

9т.

Интересно сравнить решения данной задачи, предложенные ав

торами. Решение В.В. Прасолова более изящно. Решение, предло

женное Львом Богдановичем,

-- позволяет закономерность, увиденную ав'гором, использовать

применительво к другим элементам треугольника;

- свидетельствует о прекрасном знании им алгебраического и

геометрического материала курса математики, а также о владении

гимназистом основными приемами исследовательской и творче

ской деятельности (умением последовательного, правильного рас

члененного логического рассуждения; умением ставить новые во

просы; умением сопоставлять выводы; умением анализировать;

умением вычленять и устанавливать зависнмоств между различ

пыми элементами чисел и геометрических фигур; точно, сжато,

словесно ясно выражать мысли).

Задачи, предложенные юным автором в 1910-1912 годах чита

телям журнала "Вестник Опытной Физики и Элементарной Ма

тематики" по теме "Вневписввная окружность", вошли во многие

современные сборники олимпиадных задач. Например:

1. Доказать следующее предложение: если в треугольнике -Га 

т ,= 2R, где Та, Т, R суть радиусы кругов вневписанного, вписанного

и описанного, то это треугольник прямоугольный.
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2. Доказать тождество, где Та, Т, R суть радиусы кругов внев

писанного, вписанного и описанного треугольника, а р - полупери

метр данного треугольника:

а) rb+rc + ra+rc -j- ra+rb = Е.
а Ь с 1"

Ь) ra~7' + rb"--r + rc~7' = ~;

с) ~+~ +~ ~2(2R-T)'rb+rc r a +r c r a +rd - ,

Ь2 2 22 2ь2d)~ + с -а +!!...=.- = 4(Н+т)'
ТЬ-Тс Те-Та Та -гь '

е) аТа + Ьть + стс = 2р(2Н - т) ...
Вызываютвосхищение

- лаконичность, строгость выводов в приводимых автором ре

шениях задач по темам "Ряды", "Комбинаторика", "Тригономет

рия";

- важность подмеченных гимназистом, студентом 1-2 курсов

университетаматематическихзакономерностей;

-- редкое умение "сочинять задачи". (В 1910 году автором бы

ло предложено для решения читателям журнала 20 оригинальных

задач, в 1911 году 26... )
"До какого совершенства дошли бы его способности, если бы он

получил образование и имел случай чаще упражнять их", - писал

о своем сыне Адам Егорович.

Нерукотворным памятником этому талантливому юноше слу

жат его задачи, решаемые нынешним поколением школьников.
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Теория и методика решения уравнений, веравенста и их

систем с параметром

Э. С. Беляева А. С. Потапов, С. А. Титоренко

Уравнения, неравенства и их системы с параметром традицион

но входали В курс математики средней школы (до 60-х годов ХХ

века). Задачами с параметрами, уровень сложности которых был

вполне доступен учащимся, обычно заканчивалась изучаемая те

ма. И это не случайно. Параметр позволяет задавать целые клас

сы структур (выражений, уравнений, неравенств, систем уравне

ний (неравенств), геометрических фигур и т.д.}. Этим обстоятель

ством нельзя не воспользоваться для обобщения, систематизации и

контроля знаний учащихся по математике. Например, предложив

ученику решить неравенство log" х < 3, мы проверим знание им

определения логарифмической функции, ее области определения,

умение применять свойство монотонности для каждого из видов

неравенств: log" х < 3, где а > 1, и log" х < 3, где О < а < 1.
Включение параметра в задачвый материал школьной мате

матики позволяет не только разнообразить его, но и углубить

знания учащихся, выявить пробелы, определить уровень овладе

ния првктическвми навыками, применять как известные, так и

новые методы исследования в нестандартной ситуации. Задачи с

параметрами развивают логическое мышление школьников, фор

мируют первоначальные навыки исследовательской деятельности,

развивают алгебро-геометрический язык, воспитывают самокон

троль, способствуют искоренению формализма в звавиях, подни

мают уровень математической культуры. Причем достичь этого

можно на несложных, но дидактически грамотно подобранных си

стемах упражнений с параметром. При этом надо постоянно пом

нить, что параметр, ВХО,}],ЯШ,ий в условие, существенно влияет на

логический и технический ход решения, а также на форму ответа.

Знакомство с параметром в средней школе поможет учащимся

..будущим студентам при изучении высшей математики. Большое

число математических проблем функционального анализа и дру-
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гих областей высшей математики изнвчально формулируются как

задачи с парвметром.

Мы считаем, что тема "Задачи с параметрами" должна занять

достойное место в курсе математики общеобразовательной школы,

а не только в материалах выпускных и вступительных экзаменов

в вузы.

Задания с параметрами, включаемые в ЕГЭ в последние годы,

имеют такой уровень сложности, что не под силу даже учителям

школ, не говоря об учащихся, многие из которых впервые встре

чаются с такими упражнениями только на экзамене.

В имеющейся учебно-методвческой литературе, посвященной

задачам с параметрами, нет четкой трактовки основных понятнй

(параметра, области определения уравнения (веравенства) с пара

метром, что значит решить уравнение (неравенство) с параметром

и др.). И каждый авторский коллектив производит свою классифи

кацию задач с параметром: по особенностям математической дея

тельности, необходимой для решения задачи [4]; по важнейшим те

мам школьного курса математики [5]; по векоторому узкому кругу

вопросов и т.д, Во многих из этих пособий не соблюдены основ

ные дидактические принципы, поэтому они трудны ,ЦЛЯ восприя

тия учащимися средних школ, да и не только ими.

Остановимся на понятии "параметр".

Существует несколько определений этого понятия. Рассмотрим

некоторые из них.

''Параметр (от греч, JrapalleTWV) - величина, значения которой

служат для различения элементов некоторого множества между

собой" [1]. Например, в декартовых координатах уравнение у =
ах2 , а i О, задает множество всех парабол с вершинами в начале

координат. И при конкретном значении а Е R мы получаем одну

из парабол этого семейства.

В задачах с одним параметром разделительная функция пара

метра может проявляться по-разному.

1. В зависимости от значений параметра может изменяться вид

уравнений (веравенства). Например, уравнение (Ь-2)х2+2х-З = О
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при Ь = 2 является линейным, а при Ь i 2 - квадратным.

2. Ось параметра, используемая при решении уравнений и вера

венств с параметром, делится на промежутки, на которых удается

проследитъ качественные изменения структуры множества реше

ний [7-11].
3. Изменяясь непрерывно, параметр может принимать крити

ческое значение, начиная с которого резко изменяется множество

корней уравнений (неравенства).

Пример. Даны уравнения с параметром h:

х = (1 - h.)x + х\ где k Е N, k ~ 2. (1)

Все эти уравнения имеют при любом h решение х = О, которое

будет единственным при h = О. Нас будут интересовать случаи,

когда уравнения (1) имеют решения x(h) i О такие, что x(h) -+ О

при h -+ О. При k = 2n, n Е N множество ненулевых решений

уравнения (1) задается формулой х = 2n-ijh (х -+ О при h -+ О).

О; 'n-(h

О

При k = 2n + 1, n Е N картина несколько иная. Если h ::;; О, то

венулевых решений нет. Если h > О, то имеем две ветви решений:

х = 2ifFi, х = _ 2yth.

О

О

Видим, что при нечетном k при изменении h значение h = О яв

ляется критическим. При нем происходит скачкообразное измене

ние количества корней. Общая задача для уравнений типа (1) в бес

конечномерном пространстве была подробно изучена М.А. Крас

носельским и его учениками [31.
Нам представляется более доступным для учащихся следующее

определение параметра.

"Неизвестные величины, значения которых задаем мы сами, на

зываются параметрами" [2]. Там же читаем: "Какие неизвестные
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следует выбрать в качестве параметров, обычно определяется уже

самим подходом к исследованию выражения".

Пусть, например, нужно решить уравнение

Легко видеть, что в роли параметра лучше сначала выбрать :1; и

решать квадратное относительно а уравнение. Получим:

[ а = x~-l,
а = з:: + х.

А теперь поменяем х и а ролями. Тогда остается решить два

квадратных относительно х уравнения:

[
х2 = а --/1,
х2 +х - а = о_

Из приведенных выше двух определений следует, что параметр

является переменной величиной и имеет при этом двойственную

природу: 1) параметр - число; 2) параметр - неизвестное число.

Его первая функция позволяет обращаться с параметром, как

с числом. А вторая создает дополнительные трудности в работе с

параметром, ограничивая свободу общения его неизвестностью.

DУДУЧИ уоежденвымв в веооходвмоств планомерного изучения

в курсе математики средней школы задач с параметром. мы попы

тались разработать теорию и методику решения уравнений, нера

венств и их систем с параметром. подобрали системы упражнений,

классвфвцируя их по видам функций в соответствии с програимой

по математике общеобразовательных школ [7-111. Часть задач мо

жет включаться в содержание уроков и домашних эадавий, другие

- в факультативные курсы по математике.

Остановимся на методических особенностях наших пособий, ко

торые прошли многолетнюю апробацию в школах и вузах г. Воро

нежа, Воронежской и ряда других областей. Изданные книги [7-11]
рекомендованы УМО по специальности педагогического образова

ния в качестве учебных пособий для обучающихся по специально-

сти 032100 - математика.
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в каждом из пособий содержится пункт "Основные понятия".

Сформулируем определения основных понятий.

Определение 1. Пусть дано равенство с переменнымих и а:

лх; а) = О. Если ставится задача для каждого действательного

значения а репmть это уравнение относительно х, то уравнение

f(2:; а) = О называется уравнением с переменной х и параметром

а.

Определение 2. Под областьюопределенияуравнения f(x;a) =

о с параметром а будем понимать все такие системы значений х и

а, при которых f(x; а) имеет смысл.

Заметим, что иногда область определенияуравнения устанав

ливаетсядовольнолегко, а иногдав явномвиде это сделать'грудно.

Тогда ограничнваемсятолько системой неравенств, множестворе

шений которойи являетсяобластьюопределенияуравнения.Этого

бывает, как правило, достаточнодля решения уравнения.

Примеры:

1. 2х - а = а + 1. О.О.У.: { х Е RR,
аЕ .

2..~ + х2 =jX. О.О.У: { :;~:

3. X~;~!1 = О О.О.У.: { сх #RЗ '
сЕ .

{

х2 - а2 > О

4. log(a_l)(X2 - а2) = 30.0.У.: а> 1, '
а#2.

Определение 3. Под решением уравнения f(x; а) = О с па

рамегром а будем понимать систему значений х и а из области

определения уравнения, обращающую его в верное числовое ра

венство.

Определение 4. Решить уравнение Лх; а) = О с параметром

а -- это значит для каждого действительного значения а найти все

решения данного уравнения иди установить, что их нет.

Договоримся все значения параметра а, при которых Лх; а) не
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имеет смысла, включать в число значений параметра. при которых

уравнение не имеет решений.

Определение 5. Уравнения ЛХ; а) = О и <р(х; а) = О равно

сильны при фиксированном значении а = ао, если уравнения без

параметра Лх; ао) = о и <р(х; ао) = о равносильны.

Пример. Найдите все значения параметра а, при которых

уравнения (а -1)х = а - 2 и (а -l)х = За - 8 равносильны.

Решение.

1. При а = 1 оба уравнения решений не имеют, а потому рав

носильны.

2. Если а i- 1, то х == ~=i - решение первого уравнения, х

3aa~~- решение второго уравнения.

Найдем значения а, при которых эти решения равны.

а - 2 За - 8 1
-- = --1-' а = З. При а = З, х = -2·
а-1 а-

Ответ: а = 1 j а = З.

Определение 6. Уравнение лх; а) = О является следствием

уравнения <p(Xja) = О при некотором значении а = ао, если

множество решений уравнения <р(х; ао) = о содержится среди

множества решений уравнения лх; ао) = О.

Пример. При каких значениях а неравенство 2х > а (1) явля-

ется следствием неравенства Зх +2 ~ 2а (2)?

Решение. Решаем каждое из неравенств:

(1) { а Е R, (2) { а Е ~\
Х > !! х >- 2а -

2· с-: 3 .
А теперь достаточно решить неравенство

2а - 2 а
-З- > 2": 4а - 4 > За, а > 4.

Ответ: а Е(4; +00).
2. Широко используется координатная прямая параметра, кото

рая служит не только для иллюстрации аналитвческого решения,
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х# -2,
aER.

О.О.У.:

но является инструментомработы. Это помогает снять проблему

записи ответа (он легко считывается с оси). Завершение эапол

нения координатной прямой параметра обычно служит сигналом

окончания решения (если задание не содержит дополнительных

условий).

При решениитригонометрическихуравненийинеравенствпри

меняется и вторая модель множествадействительныхчисел - еди

ничная окружность.

Пример. Решите уравнение ~~7J:21 = 2а + 1.

Решение,

{

-1 ~ а

ах + 1 = 2ах + х + 4а + 2, х(а + 1) = -1 - 4а,

{

х - _1±4а
1 - a±l'

а #~,
а# -1.

1. а ,= -1 : з:» 0= 3. Решений нет.

2 --1- Г: - 1±4а. а I - . хl- - a±l .

Исследование.

{

х ---~

1. _\~4: ,;±22,
а# -1,

ний нет.

2. Если а = ~, то реше-

Ответ: Если а i -1, а # ~, то х = _~~41a. Если а = -1 или

а = ~, то решений нет.

3. Графическая интерпретация ответа, особенно в начале ра

боты с параметром, помогает лучше увидеть связь переменной и

параметра в уравнении (неравенстве), а также глубже понять при

роду параметра.

Пример. Решите уравнение 13 - 2хl = 2а - 1.

Решенив.

{
X E R

О.О.У.: R'
аЕ .
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х, = 2-а

x,=I+a

[
хl = 2 - а,

Х2 = 1 + а.

L

2

1. а = ~ : 13 - 2хl = о, х = ~.

1 [3 - 2х = 2а - 1
2. а > 2: 3 _ 2х = -2а +'1,

3 1 -. а < 3" : решении нет.

Проиллюстрируем ответ в системе координат (аОх).

х

3

2
1

о

4. Разработанные содержание и методика решения уравнений и

неравенств с параметром позволяю'! знакомить учащихея с пара

метром, начиная с 7 класса (и даже раньше), а затем продолжать

далее по мере изучения основных видов функций и соответствую

щих им классов уравнений и неравенств (без увеличения количе

ства часов).

5. Все пособия [8--1Ц содержат необходимый справочный мате

риал, который предшествует изложению заданий с параметром.

Цель такого раздела - систематизация основных сведений по

ВИД\3.\1 1Р'УНRlWИ; ПОL>11-РМiiиё тИ:фiШ l)аБносилl,'НDе'ГИ уравнении и

неравенств и ее применевне при решении базисных типов уравне

ний и неравенств без параметра. а затем и с пара.метром.

6. Почти все разделы, посвященные уравнениям инеравенствам

с цараметром, начинаются с подготовительных упражнений, кото

рые помогут ученику перейти к более сложным заданиям, являясь
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как бы своеобразным "переходным мостиком". А слабым учащим

ся, возможно, будет достаточно овладеть приемами решения хотя

бы только таких уравнений (неравенств).

7. Базисные упражнения пункта решаются авторами с подроб

ным объяснением, а для закрепления читателю предлагается ре

шить серию аналогичных заданий. Такое построение пособий поз

воляет использовать их и для самостоятельного изучения матери

ала.

8. Сложность задач возрастает постепенно. Завершается каж

дый раздел более трудными упражнениямн, в TO:Nl числе и олим

пиадными. Объем изучаемой информации можно определять в со

ответствии с уровнем подготовленности обучаемых, т.е. осуществ

лять дифференцированвый подход.

9. Авторы отдают предпочтение аналитическому методу ре

шения уравнений, веравеяств и их систем с параметром как бо

лее богатому своими дидактическими возможностями. Но активно

привпекается и графический метод решения в системах координат

(хОу), (аОх), (а;Оа) там, где он более эффективен.

10. Значительная часть упражнений решается несколькими спо

собами, что позволяет обобщить и систематизировать более обшир

ный теоретический и практический материал.
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Глава 4

История математики и математического образования

Загадка древнерусской системы чисел

Р.А. Симонов

к наиболее раннему проявлению научного творчества в области

древнерусской математической культуры относится формирование

оригинальной системы наименований и обозначений больших чис

ловых разрядов. А.Н. Паршин недавно обратил внимание на "зага

дочные обозначения в древнерусских математических текстах для

больших и очень больших чисел- легионов, леодров и т.д., которые

своей уникальной системой круговых штрихов разной фактуры на

поминают круги ангельской иерархии. Можно поставить вопрос:

не было ли в Древней Руси явно выраженного представления о

такой связи разрядов чисел и ангельских чинов?" В примечании:

"Я спрашивал об этом Р.А. Симонова, и он сказал, что подобные

взгляды ему неизвестны, но, по его мнению, они вполне возможны.

См. его работы "Новые материалы по истории математики Древ

ней Руси" Историко-математические исследования. 2000, вью. 5"
[1. С. 147, 1521.

Доклад А.Н. Паршина на семинаре "Неклассическая наука" в

Институте истории естествознания и техпики РАН, сделанный 20
декабря 2003 г., легший в основу процитированной статьи [1], а

также личное общение с докладчиком убедили меня в необходимо

сти обобщить данные по истории древнерусских чисел, увязав ее с

выводами А.Н. Паршина.

Интересен факт совпадения количества древнерусских разря

дов чисел (единицы, десятки, сотни, тысячи, тьмы (варианты:

тъмы, тмы) -- 10 тыс., легионы (вариант: легеоны) - 100 тыс.,
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леод(о)ры (варианты:лиодоры, легиодры,легсорды) -1 млн, воро-

ны (вариант:враны) - 10 млн, колоды -100 млн) с количествоман

гельскихчинов - по девяти. Менее очевидной является особенность

древнерусской системы, состоящая в практическом отсутствии ее

понятвйных вариантов, несмотря на долговременный процесс фор

мировация системы на протяжении ХI-ХVП вв. Получается, что

древнерусская система чисел не была придумана людьми по про

изволу, а как бы "раскрывалась" ими в процессе ее "исчерпывания",

вплоть до последнего (девятого) стомиллионного разряда- "коло-

ды".

Древнерусская традиция "буквенной" записи чисел ВОСХО,цит

к соответствующей византийской, основанной на употреблении в

цифровом значении 24 букв греческого алфавита, дополненных

3 специальными цифровыми знаками - "эписемами". Этими 27-ю

"буквенными цифрами" записывались числа до 999 включитель

но . Для обозначения тысяч использовался специальный значок в

виде "хвостика", црикреплявшетося к "буквенным цифрам" слева,

Для выражения десятков тысяч в византийской традиции исполь

зовался термин "мириада" (10 тыс.); в сокращенном варианте при-

менялась буква М, которая ставилась сбоку или сверху ''буквенной

цифры".

Под воздействием славянского письма кириллицы отдельные

"буквенные цифры" (особенно "эписемы") претерпевали графиче

ские изменения (имеется случай обратного влиявия) [21. Система

обозначений больших чисел, начиная с десятка тысяч в славяно

русской традацяв была оригинальной, отличной от византийской.

Так, знак, обозначающий 10 тыс., имел форму окружности, обве

денной вокруг "буквенной цифры". Впервые этот знак встречается

на деревянной основе Новгородской псалтыри 1-й четверти ХI в. [3.
С. 311. Памятник найден в 2000 г. в виде сложного типа церы, состо

явшей из трех "сброшюрованных" дощечек для писания по воску

[4]. Судя по неоднократно повторенным в Новгородской псалтыри

числовым рядам, самый "длинный" из них является наиболее ран-
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ним древнерусским "цифРОВЫМ алфавитом" 1, обобщающим данные

о "буквенных цифрах" (рис. 1).

1

I х I ~ I 00 I.!
'~ I~ I 'хе

I 6 I I 8 I 9.

Едпницы

Сотни

Десятии

Рис. 1. "Цифровой алфавит" Новгородской псалтыри 1-й четверти XI

века (реконструкция)

До этого был известен "цифРОВОЙ алфавит" с предельными десят

ками тысяч в окружностях на берестяной грамоте N~ 342 начала

XIY века (рис. 2) [7. с. 29-3Ц.

Рис. 2. Берестяная грамота x~ 342 начала XIV века

1Гlонятие "цифровой алфавит" раскрыто, напимер, в работах [5. с. 267-273;
б. с. 1371.
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Расширение номенклатуры славяно-русских обозначений боль

ших чисел, возможно, связано с творчеством средневекового уче

ного (математика, компутиста, философа) и религиозного деятеля

Кирика Новгородца. В его "Учении им же ведати человеку числа

всех лет" (1136 г.) десятитысячный разряд имеет форму сплошной

окружности, а стотысячный разряд представлен окружностью из

точек вокруг "буквенных цифр" [8. С. 174-176,188-1901 (рис. 3).

Рис. 3. Фрагмент "Учения" Кирика Новгородца (1136 г.) по

Погодивскому списку XVI века
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Кирик мог самостоятельно создать обозначение стотысячного

разряда или заимствовать его из какого-нибудь "цифрового алфа

вита". От ХН в. они не сохранились; подобный содержится на пер

гаменной "обложке" рукописного Апостола-апракосакон. ХIII-нач.

XIV вв., хранящегося в монастыре св. Екатерины на Синае (Sin.
Slav. 39) (рис. 4) [91 .

.а- 6'1'· д.{. г '1' н· ~.j.:.i?,:ii.:. ~·ji:..1 :"'O'i!·i1'®oC.
'Т' f· Ф ·1· 'f' Wow..ta,:~:~ :~·.t:1·,>;:,~ 1::::e:~ в
9@C'\Er;nw. a G:\ :Q'.:e' ·r . :Jl. ,t : .l:.1: ·..··.··"LI w Wt.]; ~~ :..: " .. ' '. ' .
Рис, 4. Воссозданный "цифровой алфавит" Апостола-алракоса конца

ХIП-нача.па XIV В. (монастырь св, Екатеринына Синае)

Обозначенияточечнымиокружностямистотысячногоразряда(как

предельного)такжевстречаютсяв "цифровыхалфавитах' Сборни

ка богослужебного1405 г. (ИРЛИ, собрание В.И. Перетца, N~ 21,
л. 254) и пергамеиного Ирмология ХУ в. (РНБ, Соф. 4817, л. 10б.)

(рис. 5) [5. С. 269--2701.

Рис. 3. "Цифровой алфавит" Ирмология ХУ века, хранящегося в

Российской национальной библиотеке
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Впервые (насколько так позволяют считать обнаруженные древ

нерусские тексты) обозначение миллионного разряда в виде окруж

ности из расходящихся лучей встречается в "цифровом алфавите"

кон. ХV--нач. XVI вв. Псалтыри с восследованием: (ГБЛ, ф. 3,54,
N~ 14, л. 6590б.) (рис. 6) [10; 11. С. 253-2581.

Рис. 6. "Цифровой алфавит" Псалтыри с носследованием конца

ХУ-начала ХУI в. (Российская государственная библиотека, Волог, 14)

Аналогичные данные содержит Сборник богослужебных тек

стов конца XV века (датировка Н.Н. Розова), хравящийся в С.-

Петербурге (РНБ, Соф. 169, л. 10б.) (рис. 7).
Названием следующего разряда - 10 млн - является "ворон", ко

торый обозначался с помощью окружности из крестиков или путем

проставления кириллической буквы "како" слева и справа от "бук

венной цифры". В "Пискаревском летописце" (вскоре после 1615 г.)

встречается "цифровой алфавит" с предельным "леодром" (1 млн) ,
завершающийся словами: "А еже книжное число, то все, а еже не

книжное, ворон рекше" [12. С. 311. Эту фразу можно нонять так:

для выражения чисел, которые встречаются в письменной прак

тике, достаточно "леодра", а неопределенно большие количества

называю'!' "вороном".
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Рис. 7. "Цифровой алфавит" Сборника богослужебных текстов конца

ХУ века (?) (РИБ, Соф. 169)

Однако после того, как название большого количества "во

рон" приобрело значение десятичного разряда, оно использова

лось и в записи чисел. Так, в рукописном "восьмитысячнике"

(список последней четверти ХУН в.}, содержащем квлендарво

арифметические расчеты на конец XVI в., число 36264000 выраже

но в форме "3 ворона и 6 легеордов (вариант или искажение слова

"леод(о)ров". - Р.С.) и 20 легионов и 64000" (по данным Н.К Га-
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врюшина [13. С. 211]).
Наименованием следующего числового разряда - 100 млн - яв

ляется "колода". В рукописи "Простословий", датируемой И.В. Яги

чем 1589-1600 гг. - с учетом лет правлевая первого Русского пат

риарха [14. С. 624], - воспроизводится текст о наименованиях и обо

значениях больших числовых разрядов до "ворона" (1О млн). Далее

указывается "колода" как равная 10 "воронам", то есть 100 млн. Од

нако обозначение "колоды" (100 млн) здесь отсутствует. Оно встре

чается в "Азбуке" 1643 г. (РГБ, ф. 256, NQ 326, в конце свитка, како

вую форму имеет памятник). "Колода" (100 млн) здесь передава

лась с помощью прямоугольных скобок, проставлявшихся сверху

и снизу "буквенных цифр".

Суммируя, можно заключить, что древнерусская система боль

ших чисел формировалась постепенно, на протяжении примерно

шести веков: с 1-й четверти ХI в. по первые десятилетия ХУН в.

(рис. 8).
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Рис. 8. Сводка древнерусских обозначений больших чисел
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Одним из нерешенных вопросов является этимология наимено

ваний больших чисел. Краткий обзор сведений по этому вопросу

таков:

"Гьма" - десять тысяч, вероятно, тюркского [15] или моиголь

ского ' происхождения.

"Легион (легеон)" - сто тысяч, возможно, из латинского legio че

рез греческий legeon в смысле "отряд большой численности; полк,

легион" [16. С. 1881.
"Леод(о)р" ~- миллион; этимология веясна. Вероятно, искус

ственная словесная конструкция, о чем как будто бы говорят еди

ничные варианты написания: "легеорд", "легиодр" [17. С. 541].
"Ворон'"> 10 миллионов. Связь с птицей вороном, возможно,

обусловлена представленнем об очень отделенном месте его поле

тов, отраженном в поговорке: "Куда ворон костей не занесет" [18.
С.212].

''Колода'' - 100 миллионов. На Руси этим словом назывался "об

рубок дерева, чурбан" [19. С. 335]. Связь с таким толкованием под

тверждается рисунками "колоды", завершающими некоторые "циф

ровые алфавиты". На основном изображении "колода" имеет вид

бруска с надписью с одной стороны "д(ъ)с:ка", с другой - "иоподгь",

па дополнительном - записи чисел "буквенными цифрами". "Дека

ми" на Руси называли деревянные долговые бирки, выдаваемые

в качестве ссудных документов на небольшве суммы [20. С. 81
82]. Значит, "колода" как наименование числового разряда (100
млн) имеет связь со счетно-финансовой деятельностью. Это так

же подтверждается специальной математической статьей "О коло

де" о каком-то средстве или способе счета, как правило, идущей

после "цифрового алфавита" в некоторых списках XVI- ХVIП вв.

Однако "сжатость" текста не позволяет дать ему окончательную

убедительнуюинтерпретацию.Не исключено, что в нем отражены

реминисценциисчета на абаке [5. С. 278-282].

lTaK считает А.С. Львов, полагая при этом, ЧТО такое замиствование не

было непосредственным, а вошло "в славянские языки через какой-то язык

-- посредник" (Львов А.С. Очерки по лексике памятников старославянской

письменности. М., 1966. С.248).
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Итак, в древнерусской математике сложилась стройная система

наименований и обозначений больших чисел, которая появилась не

позже 1-й четв, ХI в., а окончательно сформировалась до 1643 г.

Она состояла из следующих терминов: "тьма" - 10 тыс., "легион

(легеон)" -100 тыс., "леод(о)р"-1 млн, "ворон" -10 млн, "колода"

100 ]\JIЛН'- ТО, что эта система возникла не единовременно, а попол

нялась все более крупными разрядами постепенно, свидетельству

ют источники: "цифровые алфавиты", числовые записи и др. Так,

ранее XVI в. в них никогда не встречаются наименования и обо

значения десятимиллионного ("ворон") и стомиллионного ("коло

да") разрядов. Об историческом развитии этой системы как будто

бы говорят и особенности языка. Термин "тьма" встречается в ста

рославянских письменных памятниках в значении "много", иногда

"10000", а "легион" - очень большого числа [21. С. 13-14]) и, оче

видно, оттуда перешли в культуру Руси. Кроме того, достаточно

ясным кажется иноземное происхождениеэтих слов по сравнению

с русскими"ворон" (10 млн), "колода" (100 млн). Термин "леод(о)р"

(1 млн) , по-видимому, искусственно построен, возможно, под вли

янием иноземного "легион (легеон)" (100 тыс.); представляет собой

переходное звено между иноземными "тьма" (10 тыс.), "легион (ле

геон)" (100 тыс.) и русскими "ворон" (10 млн), "колода" (100 млн).

Если бы наименования разрядов создавались единовременно,

то не было бы такой языковой последовательности: сперва появ

ляются иноземные названия, затем - русские, свидетельствующей

о развитии терминологической системы. Вместе с тем обнаружи

вается любопытная особенность, состоящая почти в полном отсут

ствии разнообразия, которое, казалось бы, должно возникнуть при

неуправляемости процесса образования рассматриваемой разряд

ной терминосистемы. Отсутствуют данные о том, что новые наиме

нования разрядов всегда разрабатывались в каком-нибудь одном

центре, обязательно регламентировались церковью и централизо

ванно распространялись в неизменном виде по всем храмам, мо

настырям и скрипториям. Да и сделать это было невозможно при

условии необъятной страны, развивавшейся внеблагоприятных ис-
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торических условиях (территориальной раздробленности, татаро

монгольского ига и др.). При стихийном расширении номенклату

ры разрядных наименований неизбежно было бы ожидать знача

тельного разнообразия: почти каждый скриnтoрий мог формяро

вать свою систему разрядных терминов. Но этого фактически не

произошло, чему должно быть объяснение, каковое отсутствовало.

Отклонений от магистрального пути формирования древнерус

ской терминосистемы больших чисел почти нет. Выше говорилось

о вариативности названия миллионного разряда: леод(о)р, леге

орд, легиодр. Частотность употребления терминов различна. Ее

"и первый имел преимуществевное использование, то два других

встречаются по одному разу. Они, очевидно, являются вариантами

одного общеупотребительного слова "леод(о)р".

Существует, кажется, единственный случай "раздвоения" рас

сматриваемой системы больших чисел. Он представлен в руко

писном "Сборнике" 4-й четв. ХУН! в. (РГБ, ф. 218, N~ 695, л. 7З)

(рис. 9) [5. С. З011.

Рис. 9. Фрагмент ''цифрового алфавита" с разрядом "колесо" (10 млн).

Сборник по списку ХУIII века из собрания РГБ, фонд 218, К' 695

Термин "колесо" дан в значении 10 млн; последовательность наиме

нований больших чисел такова: "тма" (10 тыс.), "легион" (100 тыс.),

"леодр" (1 млн}, "колесо" (10 млн}, "ворон" (100 млн), "колода"
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(1 млд). "Колесо" (10 млн) здесь не является ошибочным включе

нием, о чем свидетельствует математический контекст: " ... десять
леодров - колесо, десять колес ~ ворон... ". Схема появления отме

ченного "разветвления" системы больших чисел такова:

10 ТЫС.

100 ТЫС.

Миллион

10 млн

100 млн

Миллиард

"тьма"

"легион"

"леод(о)р"

"колесо"

"ворон"

"колода"

"ворон"

"колода"

Терминосистема с "колесом" (10 млв) не оказалась жизнеспо

собной и пока известна только по одному памятнику. Соответству

ющая информация была дана более 35 лет назад [22. С. 214], но
никаких дополнительных данных о "колесе" (10 млн) до сих пор

не обнаружвлось. Можно предположить, что после того, как тер

мивосистема больших чисел окончательно сложилась (ДО 1643 г.),

была сделана попытка ее модернизации путем включения "колеса"

(10 млн) между "леод(о)ром" (1 млн) и "вороном", который автома

тически стал 100-миллионным разрядом, а "колода" - миллиард-

ным.

Возникает вопрос, почему "колесо" поставили не в конец уже

сложившегося ряда терминов, то есть после "колоды", а в середину

-- именно после "леод(о)ра''? Ответ как будто бы содержит "циф

ровой алфавит" рукописи кон. ХV--нач. XVI ВВ. Волог, 14 (рис. 6).
Здесь система больших чисел доводится до "леодго)ров" (1 млн) с

добавлением комбинированных круговых обозначений очень боль

ших чисел: 10 в 13, 10 в 15 и 10 в 18 степенях. Эти обозначения

содержат несколько круговых колец из сплошных, точечных и лу

чевых окружностей и расположенных по внешнему кругу число

вых названий: "тысяща темъ леодооровъ" (10 в 13 степени), "сто

тысящь темь леодооровъ" (10 в 15 степени) и "тысяща темь легио

но(въ) леодооровъ" (10 в 18 степени) [11. С. 253-2156; 23].
Такая конструкция сложных цифровых знаков, отдаленно на

поминающая колесо, возможно, послужила основанием для вве-
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дения в готовую терминосистему дополнительного разряда под

названвем "кодесо" (10 млн). В таком случае далекое от счета

слово "колесо" приобрело математический смысл большой число

вой величины. Предложенная интерпретация включения "колеса"

(10 млн) в терминосистему больших числовых разрядов не претен

дует на окончательпое решение вопроса. При этом следует иметь

в виду, что "колесо" было синонимично слову "круг". Например, в

"Арифметике" ЛзФ, Магницкого (1703 г.) вместо термина "круг",

который встречается всего 2--3 раза в астрономической части кни

ги, употребляется слово "колесо" [24. С. 46].
Возвращаясь к поставленному А.Н. Пвршиным вопросу о со

ответствии древнерусских обозначений больших чисел ангельским

чинам, следует отметить, что и до него в историографии усмат

ривалась связь эти,'{ знаков с религиозными реалиями. Например,

А.И. Филиппов писал в 1922 году: "Начертания символов высших

разрядов также указывают на их мистический характер. Так, сим

волы тьмы, легеона и леодра образуют ореолы, внутри которых по

мещается цифра разряда. Символ напоминает "шестикрылого се

рафима" [25. С. 15]. В 1927 г. на ту же тему высказывался И.И. Чи

стяков: "Оказывается, что они (обозначения больших чисел. - Р.С.)

- религиозного и мистического происхождения. Об этом говорит

уже самый вид соответствующих символов; например, знак леодра

--буква в лучах - напоминает солнечное сияние; знак наибольшего

числа 10 в 49 степени - буквы Ы с тремя чертами внизу, с правой и

левой стороны н крестом наверху - знак шестикрылого серафима"

[26. С. 371.
А.Н. Паршин обсуждает не условное сходство 1(о "натянутости"

утверждения о тождестве знака "тма тем" "шестикрылому серафи

му" говорилось ранее, см.: [27. С. 881), а возможную онтологиче

скую связь разрядов больших чисел и ангельских чинов. В раз

витие такого подхода можно высказать следующее. Как известно,

чинов ангельской иерархии девять. Разрядов древнерусской систе-

1При этом он ссылается на православную традицию, где "отношение К та

КНМ прямолинейным связям всегда было негативным" [1. С. 145].
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мы чисел, как отмечалось выше, также девять. Такое совпадение

может быть случайным или не случайным". Однако вспомним, что

попытка введения "колеса" (10 млв), доведшая количество число

вых разрядов до десяти, не увенчалась успехом. Если совпадение

количества (девять) древнерусских числовых разрядов и ангель

ских чинов было как-то онтологически обусловлено, то и форма

qисловых обозначений ряда больПШffX чисел в виде окружностей

и ореолов (''тьма'', "легион", "леод(о)р", "ворон"), возможно, была

следствием этой обусловленности.
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Арифметическая техника и развитие математики

г.А. Зверюина

Несмотря на то, что математика на протяжении всей своей исто

рии использует числа (или их обобщения) и операции над ними,

мы почти никогда не задумынаемся о том, как именно записаны

эти числа и каким образом производится над ними та или иная

операция. Однако системы записи чисел и техника арифметиче

ских действий оказали огромное влияние на развитие математики

на первом этапе ее развития.

По естественной причине (количество пальцев) устные систе

мы нумерации практически всех известных древних цивилизаций

основывались на числах 5, 10 и 20. Однако не всегда создавалась

соответствующая письменная позиционная система записи чисел.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект N. 03-06
80226а) и CNRS (проект "Les instruments du calcul savant").
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Первые обозначения чисел - черточки и точки - с появлени

ем письменности заменялись новыми символами - пиктограммами.

Иногда эти пикгограммы содержали некую информацию о соста

ве числа, что существенно УСЛОЖНЯЛО их вид. В иероглифической

письменности они превратились в иероглифы, а в алфавитной в ря

де случаев заменялись буквами или их комбинациями. Чаще всего

древние нумерации содержали специальные знаки для 1, 2,. .. , 9,
10, 20,... , 90, 100, 200, .. и т.д, [7]. Но иногда письменная нумера

ция соответствовала устному названию числа; в Китае это позднее

привело к формированию позиционной десятичной нумерации. По-

зиционная система с основанием 20 и знаками для О, 1, 5 сформи

ровалась в математике майя, десятичной системой пользовались

древние инки, т.е, в Южной Америке, Китае, а позднее в Индии

были позиционные нумерации с основанием 10 и 20 (Обозначим

эти нумерации "А").

В древней Месопотамии возникшая было десятичная почти по

зиционная (без знака О) система нумерации была скомбинирована

с шестеричной системой, происхождение которой неизвестно1 . Эта

нумерация не была полноценной позиционной (такой, какой она

позднее стала в работах греческих астрономов и арабских ученых)

и была мало пригодна для сложных арифметических расчетов.

О египетской иероглифической нумерации и греческой алфа

витной известно достаточно много [3]. В древней Индии использо

вались нумерации, схожие по структуре с греческой алфавитной

("Шульба-Сутра", нумерация "брахми" -- [6])2. (Эту группу нуме

раций обозначим "Е"; к ней относится и древнерусская математи

ка). В нумерациях группы "Е" вмелась трудности с записью дроб

ных чисел, в то время как в позиционной системе были достаточно

1Возможно, она произошла из неких национальных традиций, подобно 'го

му, как некоторые племена Папуа-Новой Гвинеи обзавелись развитой одинна

ццвтеричной (УСТНОЙ) системой счета.

2Надо отметить, что все нумерации в своем развитии тяготели к позици

онности: в Егюrте времен Новой Империи нумерация в демотических текстах

схожа с китайской, а в поздней Византии числа иногда записываются в пози

ПИОННОМ виде.
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быстро введены десятичные дроби [1, 2Р. Поэтому В вычислениях

естественно возвнкалн различные алгоритмы.

Так, в Месопотамни был изобретен так называемый метод Ге

рона ДЛЯ вычисления приближенных значений квадратных корней

(см, например, [3]). Использовавшие этот метод греки были вы

нуждены не только умножать и складыватъ/ большие числа, но

и упрощать затем полученную дробь с помощью внтнфайрезиса

(алгоритма Евклида), эквивалентного представлению числа цеп

ной дробью: эта цепная дробь "округлялась", а затем полученное

выражение представлялось в виде суммы аликвотных дробей (т.е.

дробей с числителем 1). А в индокитайской математике при вы-

числении корня использовали более удобную схему Горнерв, фак

тически подбирая десятичные знаки искомого числа по достаточно

простому алгоритму, основанному на формуле квадрата суммы.

Итак, уже этот простой пример показывает, что 'UСnОЛ'ьзовав

шаяся система 'Ну.м.ера:и;и'и влияла на "tислен'Н'ые методы 'и 'На 'иХ

удобство.

Далее, почему греки (а перед ними египтяне и вавилоняне) ори

ентировались на геометрические построения в математике, почему

они изобрели то, что теперь называется геометрической алгеброй

древних и почему они пытались свести алгебраическую задачу к

геометрическому построению? Почему они пытались квадрировать

(т,е. сопоставить с равным по площади квадратом) различные фи

гуры? И почему в качестве инструментов геометрических построе

ний они выбрали только циркуль и линейку? Почему при решении

алгебраических задач третьего порядка они строили специальны

мн инструментами отличные от окружности и прямой кривые, а

не вычисляли решения с необходимой точностью, как это делали

на Востоке? ОТВе'!' на этот вопрос очевиден: греки геометричесхи

м:и построениями за.ме'/tЯJtи слиипгом сложные в 'их ну.мера'Ц'иu

1Поэтому, в частности, в индокитайской математике не было представления

об иррациональности.

2При этом в таблице умножения и сложения были отдельные формулы для

сложения и умножения единиц, десятков, сотен и т.д. - таблица умножения

была в 10 раз больше нашей таблицы умножения.
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6'ЫЧUCJ/.ен:uя. Именно это привело к столь высокому развитию гео

метрических методов, но это и ограничивало в векоторой степени

теоретические исследования греческих математиков. Все исследу

емые ими геометрические методы решения задач были переложе

нием на геометрический язык алгебраических методов, при этом

часто игнорировалось более простое чисто геометрическое решение

задача".

С другой стороны, математика с нумерациями группы "А" дЛЯ

решения геометрических задач активно примепяла алгебру. Так,

китайское доказательство теоремы Пифагора из сочинения "Чжоу

би суань цзин" ("Канон расчета чжоуского гномона") построено на

алгебраических преобразованиях и арифметической технике опре

деления одинаковых площадей на разграфленном чертеже. Глав

ную роль здесь играет не наглядность чертежа, а скрупулезное вы

искивание одинаковых геометрических фигур и их подсчет. Это,

скорее, не доказательство теоремы Пифагора, а доказательство

прямоугольности треугольника со сторонами 3, 4, 5, основанное на

факте: з2+42 = 52. Позднее это рассуждение трансформировалось

в широко известные в индокитайской математике доказательства

теоремы Пифагора уже в общем виде. В обоих случаях доказатель

ство основано на биноме Ньютона. В рассуждениях роль аксиом

(очевидных фактов) играли именно алгебраические правила.

Математическое образование в Индии и в Китае включало в

себя заучивание наизусть правил арифметических действий с раз

личным образом представленными величинами. Это были правила

раскрытия скобок, сокращенного умножения, операции с величи

нами, имеющими разные знаки. Они заучивались наизусть, часто

в виде стихов, и на них были основаны геометрические доказатель

ства. Алгебраические формулы в юго-восточной математике (Ин

дия, Китай, Япония, Корея) не доказывались - происхождение их

следует искать в вычнслительной практике, поскольку позицион

ная система позволяла производить достаточно сложные вычисле-

-в задаче о "приложении площадей" S = х(а - х) вместо простого геомет

рического решения Евклид предлагает выполнить геометрически всю цепочку

алгебраических операций с вычислением дискриминанта.
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ния без чреэмерных усилий.

Не так обстояло дело в греческой математике. Значительная

часть "Начал" Евклида посвящена именно доказательству алгебра

ических формул. Алгебраические правила в Греции требовали до

казательства. Причиной этого была сложность греческой нумера

ции для выполнения многочисленных вычислений, требовавшихся

на практике. Чертеж в греческой математике представлял собой

аналог современной формулы для решения задачи. Это бы"! ал

горитм, следуя которому и проявляя достаточную аккуратность в

геометрических построениях, можно было построить сколь угодно

точное решение задачи.

То есть геометричесхая алгебра естъ не са.,иосrnоятел'ьна.я. дис

'Ц-иnл'uна, nро-исходяw,ая -из геометричесеиз: рассцждений, а сред

ство решения алгебраичесхиз: задач в терминоа: отреэков с nо.ио

w,ъю геометрических методов в ситуа'Ци'и, когда неидобная СН

стема ну.мера'Цнн u отсцтстеие эффе-к;т'uвной техникп: счета

не позволяют достаточно быстро находить решения алгебрам

чесхиз: задач с достаточной стеnенъю rnО'Ч,ностu,

С другой стороны, отсутствие удобной позиционной нумерации

для записи дробных чисел привело греков к идее выражать все от

ношения величин как отношения целых чисел. Отсюда происходит

открытие ими несоизмеримости. Этого не было и, видимо, не мог-

ло случиться В позиционной математике (по крайней мере, на пер

вом этапе ее развития). В арифметической технике позиционпой

нумерации любое число могло быть вычислено с любой степенью

точности. И лишь по прошествии векоторого времени математики

заметили бы, что в одном случае решение представляется перио-

дической десятичной дробью, а в другом - непериодической, т.е,

была бы открыта иррациональность.

Итак, мы прихолим к выводу, что именно удобство 'Uл'U нецдоб

ство cиcтe.мъt пу.м.ера'Ци'и для арuф.мет'U'Jси, 'пли, что то же са

мое, эффе-к;тив1iост'ь или 1iеэффе-к;тив1iостъ иСnОJ1.'ЬЗУе.моЙ техни:

-к;-и вЪLчис.лени-U определяет направление раевития математихи (j

началън'ЫЙпериод ее становления:Этот тезис подтверждаети ма-
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тематика древней Индии [61, и архитектурная математика древней

Руси [4, 51.
Также и философия в древности и в средневековье претерпе

вала изменения в соответствии с господствовавшим в математике

отношением к числу. Вначале, когда человек еще не привык к обы

денности чисел, казавшихся ему божественным даром, пифагорей

цы строили свою философию как "числовую", искавшую причину

всего в числе и числовых закономерностях. Однако с изменением

математики и геометризацией звания и философия начинает опи

раться на геометрические рассуждения (Платон). Когда в Европе

стала обиходной позиционная нумерация, вслед за математикой

алгебраизируется и философия.

В развитии математики в Новое время существовавшая техника

вычислений также оказывала существенное влияние на развитве

науки. Так, Формирование теории рядов и осознание возможпости

вычислевня любой функции со сколь угодно высокой точностью

способствовало развитию теории функций и свободному примене

нию логарифмов.

Сейчас, когда вычислительная техника позволяет не только

обрабатывать большие массивы данных, но и быстро произво

дить большие объемы точных вычислений, новую жизнь полу

чили давно изобретенвые численные методы. Так, метод Эйлера

интегрирования дифференциальных уравнений развился в мето

ды Рунге-Кутта различных ПОРЯдКов. Также метод Монте-Карло,

методы комбинаторной и дискретной математики не реализуемы

без использования вычислительной техники. Описывающие реаль

ные процессы системы неливейвых дифференциальных уравнений

в частных провзводных и стохастические модели практически ни

когда не допускают полного математического анализа, однако ис

еледуются численными методами. Постепенно меняется подход к

методам доказательства математических фактов. Так, решение аа

дачи о раскраске карты было сделано с использованием машин

ного перебора большого количества вариантов структуры карты.

Возможно, уже в ближайшее время получит право на законное
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существование доказательство, состоящее из текста программы и

распечатки результата ее работы.

Соде жанне п дставленной статьи обсуждалось с профессо

ром И.Г. Башмаковой. Автор также выражает призвательность

за ценные советы и содержательное обсуждение вопроса проф.

А.С.Братусю, И.Х.Сигалу, Р.з.гушель и участникам семинара по

истории математики МГУ.
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к реконструкции итерационного метода решения кубических

уравнений у ал-Бируни и Леоиардо Пизанского

А.И. Щетнихов

Абу-р-Райхан ал-Бируни при вычислении тригонометрических таб

лиц в 3 главе III книги "Канона Мас'уда" (ок. 1030) выполняет

приближенное построение правильного девятиугольника [1. Ч. 1.
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кубических уравнеIШЙ у ал-Бируни и Леонардо Пзсзннскосо 333

С. 2601 и по ходу этого построения отыскивает приближенные ре

шения кубических уравнений

х
3

= 1 + 3х,

х3 + 1= 3х.

(1.1)

(1.2)

Свой метод отысканиярешений он никак не разъясняет. Для урав

нения (1.1) найденное приближенное значение положительного

корня в шестидесятеричных дробях равно 1;52,45,47,13. Уравнение
(1.2) имеет два положительных корня. Исходя из геометрических

соображений, Бируни ищет меньший из них ~ тот, который близок

к 1/3 = О; 20. Найденное им приближенное значение корня рав

но 0;20,50,16,01. О существованна второго положительногокорня,

близкого к 3/2, Бируни ничего не говорит, поскольку этот корень

его не интересует.

Из истории средневековой математики известно также, что

Леонардо Пизавсквй, известный под прозвищем Фнбоначчи, в

трактате"Цветок" (1225) исследовал кубическое уравнение

х3 + 2х2 + 10х = 20, (2)

предложенное ему Иоанном Палермским на математическом со

стязании при дворе императора Фредерика II (см. [2. Т. 1. С. 2661).
Сам Иоанн Палермский почти наверняка эвимствовал это урав

нение из трактата Омара Хайяма "О доказательствах задач ал

гебры" (1074), где оно приводится как пример одного из видов в

классификации кубических уравнений [3. С. 1071.Леонардо Пизан

ский исследовал уравнение (2) и решил его численно. Найденное

им значение корня равно 1;22,07,42,33,04,40. Подобно Бируни, он

не разъясняет своего метода. Правдоподобно будет предположить,

что Леонардо научился этому методу у математиков Востока во

время своих путешествий.

В настоящей статье делается попытка восстановить методы и

воспроизвести результаты Бируни и Леонардо. Сразу же сооб

щим, что реконструированныенами итерационные формулы по ви

ду совпадают с формулами так называемого метода Ньютона (он
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же - метод касательных). Однако в качестве рабочих средств для

их получения мы будем пользоваться не алгебраическими выра

жениями, раскладываемыми по порядкам малости, как это делал

сам Ньютон в "Анализе уравнений с бесконечным числом членов"

(1669), но традиционными для античной и средневековой матема

тики плоскими и телесными фигурами "геометрической алгебры".

Ньютон имеет дело с алгебраическими символами; когда он го

ворит об отбрасывании членов по их сравнительной малости, эти

члены мыслятся им как числа, которыми можно пренебречь в вы

числениях по сравнению с другими числами. Математвкв средне

вековья, в отличие от Ньютона, мыслили свои уравнения телесно; и

их соображения об отбрасывании малых членов должны отсылать

не к числовым оценкам, но к геометрической интуиции, согласно

которой пространственное тело, его тонкий поверхностный слой

("лист бумаги"), узкая граница этого слоя ("ВОJЮС") и короткий ко

нец этой границы ("песчинка") образуют иерархию последователь

но убывающих порядков малости.

При чтении статьи читателю рекомендуется постоянно помнить

о том, что мы записываем квадратные и кубические уравнения в

привычной нам алгебраической символике, а математики средних

веков формулировали эти уравнения словесно. К примеру, уравне

ния (1.1) и (1.2) у Бируни Формулируются так: "единица в сумме

с тремя вещами равна кубу вещи" и "куб вещи в сумме с едини

цей равны трем вещам" [1. Ч. 1. С. 260]. Такие словесные описания

сами по себе не могут служить субстратом алгебраических пре

образований, и потому они отсылают к изображениям плоских (в

случае квадратных уравнений) или телесных (в случае кубических

уравнений) фигур, которые и играют роль действительного опера

тивного материала алгебры.

Надо понимать и то, что для нас кубические уравнения (1.1)
и (1.2) представляют собой два варианта одного и того же урав

нения, тем более, что одно из них преобразуется в другое заме-

ной Х -j> -Х. НО для средневековыхматематиковэти два уравне

ния были существенноразличными, поскольку они изображались
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и решалась С помощью разных чертежей, как это будет покаэаво

ниже. Само собой разумеется, отрицательные корни уравнений в

расчет не принимались, поскольку неизвестное в исходных фор

мулировках выступало как отрезок, сторона квадрата, ребро ку

ба. Точно так же н суммарные величины, стоявшие в правой и

левой частях уравнения, изначально считались положительными,

поскольку они представляли собой некоторые площади в случае

квадратного уравнения и объемы в случае кубического уравнения.

Рассмотрим кубическое уравнение (1.1), которое решал Биру

ни:

Х3 = 1 +3Х.

Начнем процесс решения с подбора "вручную" такого Хо, чтобы

при Х = Ха численные значения правой и левой частей не силь

но отличались друг от друга. Удобно положить Ха = 2, при этом в

левой части получается 8, а в правой части 7, и левая часть превы

шает правую на 1. Негрудно понять, что начальное приближение

:/;0 == 2 оказалось завышенным по сравнению с точным значением

корня, и его надо уменьшить на некоторую величину l>.
Будем мыслить это "уменьшение подбираемой вещи" геометри

чески: со стоящего в левой части "куба вещи" надо снять гномон

толщины l>, а со стоящего в правой части "тела" с площадью осно-

вания 3 и высотой Х надо снять пластину объемом 3l>. Основная
идея решения состоит в том, что при вычислении объема гномо

на мы будем приближенно считать, что он складывается из трех

квадратных пластин площадью Хб и толщиной l>j тем самым объем

гномона приближенно равен 3Хбl> == 12l>. Величину l> нужно подо

брать так, чтобы объем гномона 12l> оказался на единицу больше

объема пластины 3l>:
120 = 1+ 30,

откуда (j =--= 1/9 = О; 06, 40. Тем самым очередное приближенное

значение "вещи"

Хl = хо - l> = 2 - О; 06, 40 = 1; 53, 20.
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Каждая следующая итерация будет ПРИВО,цить к уравнению

для определения толщины гномона д, имеющему вид

X~ - 3x~д = (3Хn + 1) - 315',

откуда получается итерационная формула

X~ - (3Хn + 1)
Хn+l = Хn - д = хn - 3(X~ _ 1)

2x~ + 1
3(х;, - 1)·

Вычисления по этой формуле дают результат Вируви уже на тре

тьем шаге:

2
--

Ха

Хl 1;53,20
Х2 1;52,46,...
Хз 1;52,45,47,13...

Для уравнения (1.2) соответствующая итерационная формула

строится аналогичным образом; она имеет вид

2x~ -1
хn+ l = 3(X~ - 1)·

Стартуя с Ха = 1/3 = О; 20, мы получаем результат Бируни уже на

втором шаге:

Ха 0;20
Хl 0;20,50
Х2 \\j'L\\,\}\\,l\'>,\\1 ...

Если стартовать с Ха = 3/2 = 1; 30, итерационный процесс будет

сходиться ко второму положительному корню уравнения (2.1):

Ха 1;30
Хl 1;32
Х2 1;31,55,31...
ХЗ 1;31,55,31,11,57,56...
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Зададимся теперь вопросом: если Бируни и В самом деле поль

зовался описанным выше методом, то как он производил оцен

ку точности полученных результатов? На каждой итерации имеет

смысл оставлять в результате только верные rnестидесятеричные

знаки, чтобы не делать лишних вычислений. Но как узнать, сколь

ко найденных знаков являются точными, не выполняя следующей

итерации? Возможно, что здесь применялся эмпнрически установ

ленный на многих примерах факт удвоення числа верных знаков

с каждой следующей итерацией.

Примецим этот алгоритм к отысканию положительного корня

кубического уравнения (2), которое решал Леонардо Пизанский.

Пусть приближение хn , подставленное в левую часть уравнения

(2), дает результат, отличный от 20. IIолучившаяся рази:ица мо

жет быть представлена как :z;~ +2х;; + lOxn - 20. С другой стороны,

мы представляем ее как суммарный объем гномонов всех тел, из

которых составляется левая часть уравнения (2). Если иренебречь

столбиками сечением /Р и кубиком дЗ , эта сумма будет приближен

но равна (3х;' + 4хn + lO)J. Отсюда

= хn _ .1: = ХN _ x~ + 2х;' + 10хn - 20
Хn+l u

3x~ + 4хn + 10

2x~ + 2х;' + 20
3x~ + 4хn + 10'

Стартуя с Ха = 1; 30, мы вновь получаем требуемую точность

уже на третьем шаге:

Ха 1;30
хl 1;22...
Х2 1;22,07,42...
хз 1;22,07,42,33,04,37...

Весомым доводом в пользу ТОГО, что Бируни И Леонардо мог

ли пользоваться описанным выше методом, служит совпадение ре

зультатов вычислений, проведенных в две или три итерации без

какого-либо специального подбора начального прибли:жения, с те

ми результатами, которые сообщают сами эти математики.
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с другой стороны, во всей этой истории имеется одна сутце

ствеввая проблема: по нашему методу последовательные прибли

женные значения должны подходить к корню уравнения (2) снизу,

а сам Леонардо получил завышенное приближенное значение кор

ня. Расхождение нашего результата с результатом Леонардо со

ставляет 3 единицы в шестом знаке; при этом истинное значение

корня лежит примерно посередине между этими двумя приближе

ниями. И, конечно, желательно было бы показать, откуда у ЛЕ.'О

нардо могло возникнуть отклонение в другую сторону ОТ точного

значения.

Ранее попытка реконструировать итерационвый метод Леонар

до Пизанского была сделана С. Глушковым, В работе [41 им было

выдвинуто предположение, что Леонардо вычислял приближен

ное значение корня, пользуясь методом линейной интерполяции (в

средние века этот метод называли правилом двух ложных положе

ний). В соответствующих вычислениях результат Леонардо дости

гается на 18-й итерации. Думается, что третий шаг итерационного

процесса, на котором требуемая точность достигается в нашей ре

конструкции, является достаточно сильным аргументом в пользу

ее большего правдоподобия по сравнению с реконструкцией Глуш

кова.

Другая реконструкция итерацнонвого метода Леонардо Пизан

ского описана Б.Л. Ван дер Варденом [5. С. 34J. ОН предполагает,

что Леонардо мог строить последовательные приближения по схе

ме Горнера. (Отметим, что сама эта схема для извлечения квад

ратных и кубических корней была описана под названием "метода

небесных элементов" в древнекитайском трактате "Математика в

девяти книгах" (П в. до н.э.}, а китайскне математики Цзу Чун

чжи (V в.) И Ван Сяо-тун (VП в.) решали этим методом кубические

уравнения [2. Т. 1. С. 171J.) Так, для уравнения

хЗ -+- 2х2 -+- 1Ох = 20

на первом шаге устанавливается, что 1 < х < 2. Затем полагается

х = 1 -+- у/БО, что после раскрытия скобок приводит к кубическому
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уравнению

уЗ + 5, ООу2 + 17,00, ООу = 7,00,00,00

(коэффициентызаписаны в шестидесятеричнойсистеме), для ко

торого подбором устанавливается,что 22 < у < 23 (при подбо

ре удобно двигаться сверху, вычитая одну за другой единицы из

приближения 7,00 : 17 ~ 24). На следующем шаге точно так же

кладется у = 22 + z/60, получаетсяновое кубическое уравнение и

отыскиваютсяцелочисленные границы, внутри которых заключе

но значение z; и так далее.

Проблемная точка у этой реконструкции та же самая, что и у

нашей: если бы Леонардо находил приближенные значения корня

по этой схеме, то на шестой итерации он неминуемо получил бы

результат 1;22,07,42,33,04,38, а у него в шестом шестидесятеричном

знаке стоит 40.
В целом вопрос, конечно, нельзя считать окончательно решен

ным; для его дальнейшего прояснения было бы желательно при

менить реконструированный в настоящей статье метод к каким

нибудь другим уравнениям, решавшимся в средневековой матема

тической литературе. В частности, большой интерес представляли

бы примеры численного решения алгебраических уравнений сте

пени выше третьей, так как для них описанная выше продедура

"снятия гномона" уже не допускает наглядной геометрической ИН

терпретации и требует формальных алгебраических рассуждений,

основанных на использовании таблицы биномиальных коэффици

ентов,
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о некоторых задачах двойственнос'ги

История математики знает немало примеров двойственных задач,

наиболее известная - это обнаруженная Исааком Барроу двой

ственностъ между задачами о нахождении касательной к кривой и

о нахождении площади под кривой, что привело к открытию связи

между дифференцированием и интегрированием. Конец девятна

дцатого -- начало двадцатого века характеризовались появлением

большого количества математических наблюдений, новых матема

тических объектов, формированием новых теорий.

Польский математик В. Серпинский, создавая теоретическую

платформу польской школы, видел необходимость упорядочения

аксиоматики теории множеств относительно аксиомы выбора и ги

потезы континуума. В период с 1914 по 1918 гг. он жил в Москве

и общался с математиками Московского университета: Б.К. Млод

зеевским, Д.Ф. Егоровым и Н.Н. Лузиным. В беседах с Лузиным у

Серпинского появляется критический взгляд на гипотезу выбора

и природу континуума. Вообще говоря, Лузин не был сторонни

ком применения аксиомы выбора. Его интересы лежали в области

эффективных множеств, но при построении примеров совместно с

Серпинским он осознанно пользуется аксиомой выбора. Заметим,

'-1'1'0 в некот-орых.'раннихработахЛузиначасто встречаетсяпроиз

вольныйвыбор. Из девятиработЛузина, в которыхЯВНО использу

ется аксиомаЦермело,три работынаписанысовместно,одна явля

ется письмомк Серпинскому,а остальные (кроме одной) содержат

либо обращение к работам Серлинского, либо ссылку на беседы

с ним. Это показывает влияние идей Серпинского на творчество
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Лузина. Правда, в конце третьего десятилетия ХХ века, видимо

под влиянием Бореля, позиция Лузина меняется, хотя он не от

казывается от аксиомы выбора окончательно. Приведем здесь вы

сказывание Лузина 1933 Г., достаточно полно характеризующее его

позицию: "Я рассматриваю вопросы существования с точки зрения

натуралистов, как это делает Борель - великий натуралист нашего

времени. С этой точи зрения нет никакой разницы между приме

пением рассуждения Цермело во всей его полноте и употребления

'гак называемой "гипотезы континуума". Все эти вещи одинаково

нереальны.

Если я трачу время на рассмотрение этих вещей, то не потому,

что считаю их действительно серьезными, а потому, что через мно

жество чисто словесных "существовавий", слишком легких, чтобы

принимать их всерьез, я вижу слабый свет настоящей интуиции,

могущей привести нас к совершенно неожиданным фактам, кото

рые мы обнаружим, если следовать другому пути" [1. Т. 2. С. 7071.
Но в период 1914-1918 гг. Лузин не был столь осторожен, и

немалую роль в этом сыграл Серпинский. Результаты, получен

ные ими совместно, во многом послужили основой для дальнейших

разработокСерпинскогои ученых польскойшколы; таковымбыло,

например, множество Лузина. Это название в литературе имеют

несколько объектов; мы будем иметь в виду несчетное множество

первой категории на всяком совершенноммножестве, расположен

ном в сегменте. Это множество было построено Лузиным в 1914 г.

в работе "Об одной проблеме Бэра" [1. Т. 2. С. 683-6851.
Благодаря Лузину Серпинский стал требовательней к строго

сти доказательств. В 1918 г. им был предложен новый способ до

казательства - так называемый принцип минимума. Впервые Сер

пинский использовал его в статье "Аксиоматическое определение

множеств, измеримых В" [2. Т. 2. С. 187-1911.
Другая проблема, поставленная Лузиным и также увлекшая

Серпинского, - это сохранение свойств Бэра и измеримости при

суперпоавцив функции. Относительно измеримых функций Лебег
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установил только, что сумма и предел сходящейся последователь

ности измеримых функций есть измеримая функция, отсюда изме

римы все бэровские функции. Серпвиский завершил ЦИКЛ работ по

инвариантности, измеримости и свойству Бэра перед Второй ми

ровой войной, а начал его в московский период. Много своих работ

он посвятил связи аксиомы выбора с гипотезой континуума и ис

следованию множества Лузина, которое он использует во многих

своих работах, в том числе в одной из центральных своих работ

по мере и категории "Двойственность между первой категорией и

мерой ноль".

И Серпинский, и Лузин формировали свою методологию при

разработке общих проблем, Лузин тяготеет к конструктивности,

анализу свойств существующих объектов. Серпнаского же интере

сует наличие отображений, логически двойственные объекты. Эти

тенденции впоследствии проявятся ярко в творчестве каждого из

них.

Наиболее значительным из всех исследований Серпинского, по

сле работ по упорядочению основ теории множеств, является цикл

работ двадцатых и тридцатых годов ХХ века по мере и категории.

При этом Серпинский пользовался довольно широким понятием

функции -- как функции множества, а не как функции точки, раз

личая ее поведение на различных подмножествах области опреде

ления.

Смещение приоритега от функции точки к функции области

обусловлено работами Лебега, Бэра, Бореля и Цермело, В методе

интегрирования Лебега область определения функции подвергает

ся перегруппировке точек для удобства интегрирования, то есть в

понятии функции уже не столь важным становится закон соответ

ствия, сколько множества определения и изменения функции.

При этом, наряду с представлевием о функции как конструк

тивном объекте (для которого прежде всего устанавливается, как

осуществляется соответствие), возникает неэффективное представ

ление (свое начало оно берет, видимо, с определения Дирихле, со-
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гласно которому совершенно не важно, как осуществляется это со

ответствие) .
в работах Серпинского и его современников образ функции од

пого аргумента - это одномерное множество таких точек у, для

которых у = j(x), а график такой функции - это плоское множе

ство таких точек (х, у), для которых у = f(x). Лузин, например, в

журнале "Fundаrnепtаrnathernaticae" ставит вопрос так: любая ли

функция, образ которой обладает свойством Бэра, будет обладать

свойствомБэра?

Функция обладает свойством Бэра, если она непрерывна для

некоторого совершенного множества Р, кроме, может быть, мно

жества первой категории. (У Бэра условие сформулировано так:

"Если функция точечно разрывна на любом совершенном множе

стве, кроме, может быть, множества первой категории".)

РаботаСерпинского"Функции,обратныефункциям,удовлетво

ряющим условию Бэра" (1939 г.) [2. Т. 3. С. 409-410], посвященная
вопросу о сохранении свойства Бэра при отображениях, была на

писана уже после открытия им двойственности между мерой и ка

тегорией. Необходимость ее была вызвана тем, что, доказав суще

ствование взаимнооднозначного соответствия между множествами

меры нуль и множествами первой категории и исследовав, на осно

вании предыдущих работ, свойства отображающей функции, Сер

цинский задался вопросом о существовании обратного отображе

ния и его свойствах. Можно предположить, что если бы не вскоре

начавшаяся война, он решил бы проблему обратного отображения

полностью.

В 1934 г. Серпинским была написана работа, занимающая цен

тральное место среди исследований этого цикла. Она носит на

звание "Дуальноеть между первой категорией и мерой нуль" [31.
Постановка вопроса такова. Известно много теорем о множестве

первой категории, которые остаются верными и для множества

меры нуль, и наоборот. С помощью гипотезы континуума дока

зывается теорема, объясняющая эту двойственность: если верна
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гипотеза континуума, то существует такое взаимно однозначное

отображение f (х) множества Х всех действительных чисел на се

бя, что когда есть подмножество множества Х первой категории,

тогда f-l(Е) есть множество меры нуль; когда же есть подмно

жество множества Х меры нуль, тогда Р" (Е) будет множеством

первой категории. Серпинский отмечает, что остается открытым

следующий вопрос: существует ли преобразование ЛХ), которое

удовлетворяет условиям теоремы и такое, что если Е - множество

меры нуль из Х, то f(E) будет первой категории, а если Е - мно

жество первой категории из Х, 'го Г--l(Е) - множество меры нуль?

Иными словами, существует ли взаимно однозначное отображение

прямой на себя, которое переводит все множества первой катего

рии во все множества меры нуль и все множества меры нуль во все

множества первой категории? Серпвиский приложил немало уси

лий для решения этого вопроса, но окончательный ответ на него

дал венгерский математик П. Эрдёш.

Серпннский первым привел случай неприменимости теоремы

о двойственности. Позднее Хаусдорф выделил пространства, где

эта двойственность имеет место, назвав их пространствами меры,

согласованной с категорией.

Зависимости теоремы дуальности от гипотезы континуума и ха

рактера функции, осуществляющей это преобразование, посвяще

на работа Серпинского "О некоторых взаимно однозначных пре

образованиях прямой на себя". Автор утверждает, что функция,

осуществляющая указанную связь, не может быть измеримой. С

помощью множества Лузина и множеств, названных позднее мно

жествами Серпинского, он формулирует следующую теорему: "В

предположении гипотезы континуума существует функция f(x),
котораяиреобразуетвзаимнооднозначнымобразомпрямую на се

бя и одновременно преобразует множество меры нуль во множе

ство первой категории и каждое множество первой категории во

множество меры нуль". Тем не менее, отмечает здесь же Серпия

ский, даже допуская гипотезу континуума, пока невозможно ре-
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шить проблему существованияфункции, иреобразуюшейвзаимно

однозначнопрямую на себя, обратнаяк которой иреобразуеткаж

дое множествопервой категорииво множествомеры нуль и каждое

множествомеры нуль во множество первой категории.

В 1943 г. венгерский математик П. Эрдёш опубликовал ста

тью "Некоторые замечания по поводу теории множеств" [4], пер

вая часть которой посвящена доказательству указанной теоремы.

Наложив условие на функцию f (х), он получает требуемое утвер

ждение:

"Существует ли функция, которая имеет указанное свойство и

также еще такое свойство - она отображает множества первой ка

тегории во множества меры нуль, а обратная к ней отображает

множества меры нуль во множества первой категории? Мы дока

жем, что такая функция существует. Наше доказательство ана

логично доказательству Серпинского: МЫ, конечно, полагаем, что

гипотеза континуума вьшолняется.

Дж. Окстоби в своей книге "Мера и категория" [5], высоко
оценивая значение этой теоремы и отмечая, что Эрдёш лишь

слегка усовершенствовал доказательство Серпинского, предлага

ет такой вариант теоремы (теперь она носит название теоремы

Серпннского-Эрдёша) :
Пусть Р - утверждение, в которое входят понятия множества

меры нуль, множества первой категории и понятия чистой теории

множеств. Пусть Р" - утверждение, полученное из Р взаимной

заменой всех терминов "нуль-множество" и "множество первой ка

тегории". Тогда каждое из утверждений Р и Р" следует из другого

при условии, что справедлива гипотеза континуума.

Итак, несмотря на то, что окончательный вариант результа

та принадлежит Эрдёшу, Серпинский сделал большую часть ис

следования: поставил и решил проблему одностороннего отобра

жения, поставил проблему одновременного отображения, охарак

теризовал функцию, осуществляющую отображение, рассмотрел

зависимость теоремы от гипотезы континуума, а также показал
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ограниченность действия теоремы.

Теорема Серпинского-Эрдёша имеет методологический харак

тер и в позднейшей литературе часто называется ''методом двой

ственности".

Можно предположить, почему Серпинскому не удалось дока

зать желаемую теорему. Он искал наиболее общий вид функцив,

описал некоторые ее свойства. Эрдёш удовлетворился частным

случаем, не заботясь о степени общности.

В польской школе труды Серпнаского по методу категорий бы

ли развиты К. Куратовским, С. Банахом, Э. Марчевским, В. Ор

личем и другими.

Преимуществом метода категорий перед конструктивным ме

тодом является то, что он не требует значительных построений.

С. Хартман [6} отмечает ту особенность теории категории и ме

ры, что она позволяет доказать чисто теоретико-множественные

теоремы о несуществовании универсальной меры, что было разра

ботано К. Куратовским, С. Банахом, Э. Марчевским, С. Уламом.

Принцип двойственности широко применяется и в доказательстве

теорем существования.
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Восемьдесят пять лет в жизни человека - это почти все отведен

ное ему земное существование; восемь с половиной десятков лет

в жизни цивилизации - это миг, но порой этот миг перестраива

ет судьбы людей и стран. В этом году среди знаменательных дат

была еще одна, которую нужно вспомнить: ровно 85 лет назад в

Париже была образована Русская Академическая группа, в состав

которой вошли ученые-эмигранты из России.

Через некоторое время после революции правительство боль

шевиков, по существу, начало высылку интеллигенции из страны.

Огромное число ученых разных научных направлений вынуждено

было покинуть родину "легально" или "нелегально", Одни уезжа

ли с глубочайшей горечью и, порой, непониманием происходящего:

почему их труд на поприще науки, образования, культуры не ну

жен России. Другие, осознанно владея ситуацией, понимали необ

ходимость выезда, но все равно, еще надеясь на что-то, пытались

наладить подобие прежней жизни на "островках", где еще не было

большевиков.

ВОТ пример одной из многих тысяч судеб, характерный для то

го времени: Федор Васильевич Тареновсхий (1875-1936) - урож;е··

н,е'Ц Плоиха, воспитанних юридического фа'll:ул'ьтета Вариихвско

го уииверситета; получ'UJ! в 1917 году 'I'O,афедру в Петроградсхом

У1шверс'Uтете, но в связ'U С начавшимоя террором и гонениями

работать не смог u вместе С рядом столu'Чu.,,!Х У'ЧеU."IХ бежал

на юг, долго схитался, у'К:J!ОU.я.ясъ от предложенного e.JI,ty поста

министра в гетмансном праеительстее. Затем "... ои принял

зван'Uе члена y'lr.pa'UHC'l'O,OU АН, вовглаеляемой тогда В.И. Вернад

C'I\,"UМ, и деятельно у'Частвовал в nonum'l'O,e сохранить илз) нала

дить насто,ящую а'ICаде.мu'ЧеС7l:УЮ работу в Киеве, Полтаве, Харь

коее, Бкоаперинославе и Сu.мфеРOnOJ!е. После 1qJYшенu.я белого дви

жения он без холебания предпочел горечь ивгнания раБС'/'O,Qму nро-
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зябанию под иго..." большееихов, В 1.920 году Ф.В. Э.мигр·uрует с

семьей '/),3 России. За рцбежом ему представиласьвозможность

1ЮЛУЧ1tтъ 'Х:афедру в Варшаве, Софии, Белграде. Он предпочелБел

град. В течение 1б лет, до смерти, он оставался nрофессаро.w

Белградского университета по nустовавшеu до него в течение

17 лет 'Х:афедре 'истории права славянсхиа: народов. За это вре

.м.я; он проявил совершенно исхлючительнию научную проиэводи

телышстъ . . . Внешним выражением приенания его учен'Ых заслуг

было зван'uе члена трех охадемий и председстеля РНИ в Белгра

де. . . он стал иС'X:.II.Ю'Чителънъt.М по ширине горизонта историком

права в европейском ученом ...сире" [:3. С. IX-Xlj. Примерно то же

самое можно сказать о биографияхмногих русскихученых, волею

судеб оказавшихсяза пределамиРоссии. Историярусскойнаучной

эмиграции сложна, запутана и очень мало изучена. Но ведь уже

сложившиесяк началуХХ века русские школы в математике,есте

ствознании, медицине, гуманитарныхнауках, имеющие свои тра

диции, свои направления,методологиюисследований,не могли не

повлиятьна развитиенауки в странах, принявшихрусскуюннтел

лигенцию. Тема эта находится еще в стадии становления :в связи

с появлением некоторогодоступа к документамрассматриваемой

эпохи. История русской математическойэмиграции достойна изу

чения и анализа, особенно в наше сложное ДЛЯ науки время. Цель

данной статьи - попытка рассмотреть малую толику обозначенной

проблемы. В русском журнальном фонде РНБ сохранились "За

писки Русского научного института в Белграде" (РНИ), которые

содержат ценнейшие документы той эпохи [21.
Сведениям об истории создания таких институтов за рубежом

мы обязаны историку Е.В. Спекторскому:

"PYCC'Кiиe учен'Ые, не принявшие ига большевихов и позеинившие

родину, не ограничились приискением себе заработка 1Ш чижбине.

Начиная С 1920 года, по примеру Белградского Общества pYCCr.:1tX

ученъtх и Перижсхой А'Х:адемичес'Х:оu груnn'Ы, они обраэовали в раг

низ: странах профессионалъные обьединения. На первом зарубе;)/с-
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ном а'ICаде.мu'Чес7СОМ съезде; состоявшемоя в 1921 году в Праге, этu

обьединения у'Чреди,/l,U Союз P'ycc'ICUX ахадемичесхиа: органuза'Цuй

за ераниией" [3. С. 31. Возникающие организации были призва

ны решать три основные задачи: 1) правозащитную, 2) помощь

эмигрантской молодежи в получении образования, 3) сохранение

и углубление традиций русской науки, дальнейшее изучение соб

ственного отечества.

"В св.язи с этою последнею гадачею явu.л,асъ М'ЫС,/I,Ъ об основа

нии. особых PYCC1i:UX нау'Чnъtx инстипцппов на 'Чу:ж:.бunе. Во исnо,/l,

нение этой .мъ,с.л,и и в связи со вторым ахадемичесхим свездом в

1922 году в Праге бы,/l, отхрьст. РУСС7Сий инстоитут, nрес.л,еду'/О'Щ1lЙ

'Цел'Ь поддержсния uзу'Чеn'U.я нау7С, исзгцсства, литератиры права,

хозяйства, истории 'u природныа:CU,/l, Россиль . . . . Второй нау'Чнъ,й

инстипцрп. бъ,л основан в Берлине, третий в Белграде" [3. С. 41.
Идея создания такого института возникла еще в 1922 году. В речи

на открытии РВИ в Праге его первый председатель - П.И. Новго

родцев - говорил о том, что а... естъ еще один славянсзсийнарод

и одно государство, среди 'Которого также возможно сей'Час же

основание ma1i:oflO инститцта", имея в виду Сербию, Хорватию и

Словению. Это заявление не было голословным: известно, что пра

вительство Югославии пыталось многое сделать, чтобы облегчитъ

чужестранцам тяготы жизни, создав так называемую Державную

Комиссию, призванную заботиться об удовлетворенвн материаль

ных и учебных нужд русских эмигрантов в Югославии, Предсе

дателем комиссии был А.И. Белич, президент Сербской АН, пито

мец Московского университета. Кроме того, под покровительством

короля Александра 1 "была образована особая КУ,/l,оьтурная Комис

сия, поставившая себе задачею содействие русс7Со'Й наУ7Се и 'Uc'ICYc
ству. о. Первое органuза'ЦиОН1toе собрание Иuститута состо.я.л.осъ

23 июня 1928 г. Торжество от7Срит'U.я Инстипцрпа было nриуро

чено 7с первому эоседанию 'Четвертого свезда PYCC'lCUX у'Ченъtx в

Белграде, 16 сентября 1928 го, в болыиой фuзu'Чес7СОU аудоитоpuи

нового здвния у'Н,оиверситета".
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В торжественнойречи председательРНИ четко определил за

дачу и направлениябудущей работы:

"Задача. . . двоякая - исследовательсхая и nросвет'uте..л;ьс'/Са.я.

Работа. . . предпояагается в трояком напраелении: разработка об

Щ'I.lХ BmLpOCOB uay'/C'U, с применением тради'Ций 'и методов риссхой

нау'Ки,uзу'Ченuе прошлого и настоящего России, ... и, на'/Соне'Ц,

'U3У'Чен'uе страны, гocтenpuu.мcтвo.мкоторой .ми nолъзуемся. . . .
в зада'Чу института входит также подготовка молодьсх у'Чен'ых

и печетанис нау'Чн'ых трудов" [3. С, 61.
Первоначально состав РЕИ был немного числен, на проекте его

устава всего 21 подпись, дальнейшее пополнение института проис

ходило путем избрания. Согласно Уставу, члены РНИ делилась

на почетных, действительных и сотрудников: почетными могли

стать "ли'Ца, окавившие '/Сpynn'ые услугиunстuтуту 'UЛ'и, 1юл'ьау

1Ощиес.я uзвестnостъ1О, благодаря своим выоающимся nау'Чu'Ьt.At

трудам,. , , дейстеительнымн . . . толъ'Ко ли'Ца, аани.мавш'uе nреЭlС

де '/Сафедры в высимиг у'Чебn'Ьtх эаведениях России 'ми состоящие

ныне ординарными или зхстраординсрными профессорами уnи6ер

ситета Югославии, чяенами-сотриднихами - ... ли'Ца, nри1t'UJl.Ш

1Ощие У'Частие 6 nау'Ч.nих иссяедовониях" [3. С. 91. В 1938 году

Устав был немного изменен: действительными членами РЕИ мог

ли быть все занимавшиеся преподаванием в югославских универ

ситетах, а также магистры и доктора российских университетов.

Институт до 1932 года мог себе позволить приглашатъ ученых и

деятелей искусства и культуры из других стран, давать стипендии

молодым ученым, как проживающим в Югославии .• так и пригла

щенным (например, впоследствии известный геометр В.Х. Даватц

- стипендиат РЕИ). Институт был организован по русским акаде

мическим традициям и управлялся Советом. Первым председатс

лем института был избран философ Е.В. Спекторский (1928-1930),
затем его сменил историк права Ф.В. Тарановский (1930-1936), о

жизненном пути которого упоминалось в начале статьи; в 1936
371'1'. руководил РЕИ историк церкви А.П. Доброскдонский, с 1938
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по 1939 -- профессор медицины А.И. Игнатовский. В октябре 1928
года в институте было образовано пять отделений: фu.л.ософс'JI:ое,

Я3Ы'JI:а и '//'итера:туры, обшеетвеннъас и историчесхиз: nа

yr.:, ec·mecm.вenn'btX, агроnoми'ЧСС'JI:UX и медииинсзеиа: nay'JI:,

.маmемаmи'ЧеС'll.'UX и me:z:nичес7CU:Z: nay'JI:.

у института была своя небольшая библиотека; Народная биб

лиотека Белграда и книгохранилище Сербской Королевской Ака

демии предоставляли свои фонды РНИ, но русскими издания

ми ученых обеспечивала, в основном, университетская библиотека

Гельсангфорса. В институте проводились торжественные публич

ные собрания, посвященные знаменательным датам и юбилеям, а

также закрытые - для бесед с приезжавшими в Белград учеными и

писателями (3. Гиnnиус, д. Мережховсхий, 1(. Бальмонт (1928);
С. Маслов (1930); И. Северянин, А. Алехин, И. Лотзиин (1931)).

Для ознакомления интересующихся и особенно начинающих

ученых с методами научной работы, с современным положением

отдельных научных дисциплин были организованы семинарии, ко

торыми руководили 17 членов нвститута, читалея ряд системати

ческих курсов.

Председателем интересующего нас отделения в 1928-1933 1'1'.

был инженер-механик Г.Н. Пио-Ульский.

Георгий Николаевим Пио-Упьсхий (1864-1938) родился в Пско

ве, окончия Морское Инженерное У'Ч'uлuще в Кронштадте (1884)
'и Нихоласвсюию Морс-х;ую А'К:аде.мuю по мсзхпсичесхоми отделению

(1890). С 1891 года преподавал в Кронштадтсном инженерном

У'Чuл'uще, затем в инстипцрпе инженеров nутеu сообщения, nо

литехничесхом 'Институте, после революиии в Донском ·u Куба'Н,

с'К:о.м nо.л.'U1nехн.u'К:у.NШХ, а после эва-х;уа'Ц'uu (1920) - в Белградском

университете, где являлся ординарным, а после выхода на пен

сию в 1928 году -- гонорарным профессором. "Снеииальностъю {его}

бым: паравые турбu'Н,'ЫU термодинамика, по этu.м. нау'Х:а.м. гн.

напечатал 'Цел'Ь,u ряд 'Н,аУ'Ч'Н,'ЫХ трудов 'и у'Чеб'Н,u'Х:ов на русс'К:о.м.,

сербском v. 'иностранних языха». г.н. не огрвничился преподава-
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тельсвой деятельностью, а, оставаясь в России (до 1919 г.) на

дейстеитепьной с.лу:ж:бе во ф.л,оте (где он достиг 'Чuна генерал

майора корпуса инженеров-мепанихов ф.лата), проводил: и провел

в жизнь примененив паровыа: турбин на военном ф.лоте, ... На
техни'Ч,еско-м фа7СУJ!'ьтете БУ [он] органиеовал .музеи .маш·ин 'и

оставu.л1ta'u.лУ'ЧШУЮnа.м..я.т'ькак энергичныйорганизатор,отлич

ный профессор и отзъt6'Чuвъtиколлега" [3, С. П-IП].

С 1933 года деятельность отделения математики и механики

связана с именем выдающегося, но почти не известного в России

математика - Николая Николаевича Салтыкова.

"Салтыхов Нихала (25.9.1872-28.9.1961) - югославсхий мате

молпик Проф. ун-та в Белграде. оС'Н.. труды по теории дuффере1t

чuа.лЪН'ЫХ уравнС'Н'ии в 'Ч,астн'Ых проиеводных. С 1921 года оnуб

.лU1\,ова.л O'/f,. 300 работ" -- это дословная запись из справочника

[1. С. 458J. Именно при изучении вклада Салтыкова в развитие

теории дифференциальных уравнений возникла идея рассказать о

Русском научном институте в Белграде.

Николай Николаевич Салтыков родился в Вышнем Волочке,

учился в Харьковском университете (1891-1895), после его окон

чания был оставлендля приготовленвяк профессорскомузванию,

в Харькове защитил магистерскую (1899) и докторскую (1907)
диссертации. В Белград он приехал в 50--летнем возрасте зрелым

ученым, имея уже более 20 лет научного стажа и более полусот

ни опубликованных научных работ по теории дифференциальных

уравнений в частных ПРОИЗВОДНЫХ, теоретической механике, мето

дике преподавания математики и др.

Будучи уже ординарным профессором Белградского универси

тета, Салтыков входил в первоначальный состав РНИ, участво

вал в работе редакционной комиссии, в 1933 году возглавил от

деление математики и механики, руководил семинариями, читал

курсы лекций для русскоязычных студентов. В белградский пери

од у него появилось еще более 150 научных публикаций. Сербская

АН, учитывая огромные заслуги Николая Николвевача в развитии
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математики, издала в 1947 году его объемную монографию "Ме

ттwди изетегрировониа дuффeре'Нцuал.ъuъщ; 'Часmuых урав

нений 1 7Wpяihoo одной неиввестной фун1СЦuu'~ в которой

были изложены нввважнейшне результаты многолетней работы.

По своему историческому подходу, по методам изложения, по со

держанию книга имеет характер энциклопедии: она разошлаеь по

700 странам, издана на многих языках, а русского издания до сих

пор нет!

Основанне русских научных организаций за рубежом давало

возможность издавать свои труды: многие ''русс-к:ие у'Ч,ен'Ые в э.м.u

гра:ции nО,/l,учuл/u возможность nечатат'Ь свои нлучн'Ые труд'Ы на

всевовможныа: яа'Ы-к:ах до японского в-к:лючuте.лъно u по всем дис

'Цun.лuна.м. от богословия до радиотехниеи" [3. С. 241. Тем не менее,

сложности в издании научной продукции на русском языке у ру

ководства РВИ были огромны. Спекторский приводит примеры

того, что "на одной иэ выставок в Праге находилось математиче

ское исследование Н.Я. Подтягина. который домалиним способом

собственнорцчно набрал и перепяел свою работу . . . Совершенно го

тов'ые -к: печати труди третьего свезда pycc'К:Ux учен'Ых в Праге

в 1924 году доныне [1938 г.!] остаются в py-к:onиС'и. Прехратиласъ

издательская деятелъность pycc'К:Ux учен'ы.х в Берлине. Молодые

учен,'Ые, желающие получить от pycc'К:Ux ахадемичесхиа: оревнива

иий степень магистра ими дохвпора, принцждены предстаепять

свО'11 исследовсния в py-к:оnuс'Н.о.м. виде . . . " [3. С. 241·
На П съезде в Праге (1922) была образована комиссия по изда

нию трудов русских ученых на родном языке, но за недостатком

средств все разработанные ею планы изданий остались на бумаге.

В Белграде же все сложилось иначе. Благодаря "сочувственно

.му отношению КулътурнО'u lЪо.м.исс'ии Югослаеии", осенью 1928
года в РВИ было утверждено Положение об издании трудов, кото

рое предусматривало ". .. печатаниедиссертаиий,монографий, в

случае воэможности- -к;урсов нау-к;, преподавоемых в въ~сшux 'Ш-к:о

лих, если они представляют иевестнию оригинальность, а та-к:-
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же Записок, содержаизиа: нау'ч:н:Ь/,е u юритихо-библиоерафичесхие

стат·ьи... " [3. С. 25]. Из-за недостатка средств Положение было

выполнено частично, но Институту удалось напечатать два тома

"Трудов четвертоео свеэда PYCC'A".'UX а'lCaде.м.u'Ч,еС1I:UХ орга

ниеаиий за граниией" (2-й том посвящен математическим, тех

ническим и естественным наукам, в нем 13 статей - по математике,

технике, физике), первый выпуск "Материалов д.л.я библпизера

фи'U PYCC1I:UX uауч'Н.'bI,Х трудов за рубеaICО,м" (1930), четырна
дцать выпусков "Звтисок рУСС1I:ого u.ауч'Н.ого ииститпппа"

(в них 77 из 163 статей посвящены математике и естественным

наукам). Отметим, что в "Записках РНИ" помещались работы не

только его членов и авторов, проживающих в Югославии, но и

русских ученых из Франции, Германии, Чехословакии, Америки,

что придает этому изданию "хароветер ученого органа всей рцсской

эмиераиии" [3. С. 25].
По случаю праздновавия десятилетия РНИ Совет постановил

издать П выпуск библиографических "Материалов", а также "со

брать автобиографии членов Института с их фотографическими

карточками. Институт вступает во второе десятилетие своего су

ществования с верою, что ему и впредь удастся работать в том на

правлении, которое определилось в течение первого десятилетия.

Будущие историки русской эмиграции выяснят, какова культурная

ценность этой работы" [3. С. 271.
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Формированиеисследовательскихумений будущего

учителя в процессе изучения истории математики

н.д. Ку'Ч.угУРОЕ:а

Образование в высшем учебном заведении предполагаетне толь

ко получение фундаментальныхнаучных знаний студентами, но и

личностнуюориентациюцроцесса обучения. Наиболее полно Этим

требованиямудовлетворяетнаучно-исследовательскаяработа, по

скольку она способствуетпрофессиональномуросту, творческому

саморазвитиюличности.

Современный преподаватель должен отличаться общей куль

турой, иметь глубокие психолого-педагогическиезнания, высокий

уровень профессвональнойподготовки в своей предметной обла

стн, являться творческой раэвиввющейся личностью. Целью об

разовательногопроцесса в настоящее время становится не усвое

ние готовых знаний, а усвоение определенного способа мыиьления;

обеспечивающегополучение и производствоновых знаний.

Естественно, высшая школа не может полностьюохватить все

задачи воспитания творца-исследователя,но она может решать

ряд локальных задач этого направления, в частности, методики

формированияисследовательскихумений у школьников.В насто

ящее время владениеэлементарнымиисследовательскимиумения

ми математическогохарактера необходимокаждому человеку для

обеспеченияподготовкик творческомутруду в широкойсфере дея

тельности, т.к. математическиеметоды исследованияпроникли во

все области науки, техники и производстваи неизмеримовозросла

потребностьв подготовкелюдей, не только обладающихпекоторой

системой математических знаний, но и умеющих их применять,

причем в неизвестнойзаранее ситуации.
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для формирования творческой личности будущего учителя

курс истории математики имеет большой потенциал. Основой твор

чества являютея исследовательские умения, которые мы стремим

ся развивать в процессе изучения истории математики.

Психологи отмечают, что осваивать эвристические приемы сле

дует с развития у.мен'ш/' видеть, которым, естественно, облада

ют студенты старших курсов, но мы предполагаем развитие уме

ния видеть на более высоком уровне креативности, т,е, на основе

уже полученного фундаментального багажа математических зна

ний исследовать развитие математических идей, провести сравни

тельный анализ появления новых математических фактов, оценить

роль интуиции в открытии новых идей и законов.

Учим студентов "перенестись" в ту или иную эпоху, самосто

ятельно увидеть и сформулировать проблему того времени, вы

двинуть гипотезу, найти или изобрести новый способ ее проверки;

собрать исторические данные, проанализировать их, предложить

методику их обработки; сформулировать выводы и увидеть воз

можности практического применения полученных результатов как

в той эпохе, так и в настоящее время.

На примерах из истории развития математики мы предлагаем

проследить развитие не только ее самой, но и человеческой куль

туры в целом, с помощью математики осмыслить мир, в котором

мы живем, осознать новейшие математические достижения и их

роль в современной науке.

Для обеспечения творческих условий познавательной деятель

ности необходимо приучить студентов к работе с первоисточни

ком, с книгой, монографией, научной статьей; научить его прие-

мам просмотрового чтения для быстрого нахождения нужной ин-

формации. С этой целью мы проводим творческие дискуссии на

занятиях или за "круглым столом", создавая в доброжелательной

обстановке возможвости релаксации, свободы обмена мнениями,

чтобы развивать воображение, гибкость и дивергентность мыш

ления, используем методы развития творчества, такие как метод

мозгового штурма для генерации идей, отбора идеи; синектику,



Кучуryрова Н.Д. Формирование нсследовательскнх умедий будущего

учителя в процессе изучения истории математнки:357

способ организации коллективной мыслительной деятелыюстп на

основе четырех приемов: рассмотрение проблемы в том виде, как

она дана; отказ от очевидного решения; проведение прямой анало

гии с чем-либо; формулировка проблемы в общем виде.

Поскольку всякая исследовательская деятельность начинается

:и заканчивается процедурой анализа (ситуап,ии, результата дея

тельности), в значительной части исследовательских заданий это

му элементу уделяется большое внимание, тем более, что это яв

ляется слабым звеном у студентов даже старших курсов.

Для развития аналитических умений будущих учителей каж

дая профессиональная задача (элемент профессвональвой дея

тельности), осваиваемая в ходе обучения, должна быть осознана,

проанализирована на предмет выявления ее содержацня, структу

ры, способов выполнения, возможных форм реализации и форм,

предпочтительных для конкретного студента. С ЭТОй целью пред

лагаются задания типа:

- приведите примеры задач, которые умели решать вавилон

ские, древнеегипетские, индусские математики. Какие вам извест

ны материальные источники, свидетельствующие об этих знаниях

и умениях математиков древности? Проанализируйте методы их

решения и сравните с современными подходами к их решению;

- охарактеризуйте книгу "Начала" Евклида. В чем ее принципи

альвое отличие от предшествующих математических работ. Какую

роль играет данное произведение в настоящее время?

- представьте мнение автора (или различных авторов) указан

ной книги по заданной исторической проблеме на основе выписок

или конспекта.

для составления исследовательских заданий и их решения мы

широко используем книгу Г.Д. Глейзера [31.
При формировании исследовательских умений мы большую

роль отводим дальнейшему развитию интуиции и воображения,

т.к, они являются важнейшим механизмом развития творчества.

В этом нам помогает, в частности, книга В. Босса [11. Мы цредла

гаем студентам следующие задания:
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проанализируйте "Загадки теории вероятностей" [1. С. 68
761. Какова роль интуиции в решении этих загадок? Подберите

современные загадки теории вероятностей для учащихся средпей

школы, разработайте методику их решения;

- проанализируйте главу "ДНК истории" [1. С. 106-1161. Объяс
нате причину выбора авторомданной структурыуказаннойглавы.

История математики полна неожиданныхи интересных софиз

мов и парадоксов, разрешение которых также приводило к новым

открытиям, поэтому в исследовательские задания мы включаем

анализ и разрешение разнообразныхсофизмов и парадоксов и со

ветуем использовать книгу [2].
В комплексе исследовательских заданий не последнее место мы

отводим работам студентов, направленным на освоение ими мето

дов и приемов работы по самообразованию и црофессиовальному

самосовершенствованию, а также основным методам осуществле

ния педагогического исследования. Существенное внимание уде

ляется овладению способами поиска, извлечения, перервботки и

представления необходимой для творческого процесса информа

ции. С этой целью в учебном процессе используются задания типа:

- провести сравнительный анализ методов решения задач в раз

личные эпохи (по указанию преподавателя или по желанию сту

дента);

- написать реферат по заданной теме с известным, а затем и

самостоятельно составленным списком источников;

- написать реферат по свободной теме с целью определения

области профессиовальвых интересов студента для формирования

темы курсового, дипломного исследования и т.д.;

-- написать аннотацию на книгу по истории математики или

журнальную статью и т.п.;

- подготовить выступление (сообщение) по заданной теме;

- подобрать литературу по заданной проблеме;

.. составить тест для контроля знаний по указанной теме или

по теме, выбравной студентом.

Каждое учебно-исследовательское задание направлено на овла-
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деыие конкретным набором элементов или видом профессиоваль

ной деятельности учителя математики и предполагает освоение

студентом исследовательского подхода. Поэтому общая структу

ра выполнения заданий включает в себя осознание (осмысление)

задачи; разработку плана ее решения, реализацию плана и анализ

полученного решения.

Д,ля развития: исследовательских умений поиска и переработки

информации у студентов, которые обуча.пись по индивидуальному

плану, им давалось задание подготовить творческий отчет, вклю

чающий разнообразные задания по различным темам истории ма

тематики, который засчитывался как зачет по истории математи

ки.

Заключительной работой по этому направлению является вы

полнение студентами (по желанию) курсовой работы по методике

преподавания математики, связанной с историей развития матема

тики или использованием исторических сведений на уроках мате

матики в школе, которая затем перерастает в квалификационное

исследование.

Таким образом, курс истории математики дает широкую воз

можность эффективной подготовки студентов к профессиональной

исследовательской деятельности в рамках традиционной системы

методической подготовки будущего учителя математики.
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Об опыте чтения курса истории математики на физико

математическом факультете Оренбургского университета

и.к. Зубова

Понятие "университетское образование студента" предполагает не

только наличие определенной суммы знаний в его црофессиональ

ной области, но и широкий кругозор, достаточную эрудицию, неко

торое представление о науке в целом и о том, какое место занимают

точные науки в жизни современного общества. Именно поэтому в

учебном плане Физико-математического факультета целесообраз

но предусмотреть чтение гуманитарных курсов, в том числе курса

истории математики.

Нередко случается, что студент, даже неплохо спрввляющийся

с требованиями учебной программы. с трудом применяет на прак

тике имеющиеся у него знания, особенно когда в рамках одного

предмета сталкивается с проблемой, требующей привлечения све

дений из другой дисциплины. Историко-научное образование по

могает успешно преодолевать такого рода недостатки, укрепляя

межпредметные связи.

Читая в течение многих лет в техническом вузе курсы высшей

математики и математического анализа, автору приходилось заме

чать, что изложение любой сложной темы можно сделать намно

го доступнее, если во введении или заключении к ней дать обзор

истории формирования изучаемой теории. Такие обзоры можно

включить и В курс истории математики, если представляется воз

можность прочитать его параллельно с курсом математического

анализа.

В Оренбургском государственном университете, созданном в

1996 году на базе политехнического института, лекции по исто

рии математики читаются с 2003 года. Особенность этого курса

состоит в том, что он включен в учебный план первого или второ

го семестра, тогда как обычно этим курсом завершается образова

ние студентов-математиков. В нашем учебном заведении будущие

программисты, изучающие основные математические дисциплины
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- алгебру, геоме'грию, математический анализ - в течение первых

трех семестров, параллельно знакомятся с историей этих дисци

плин. Курс традиционно называется "История математики и тех

ники", но точнее было бы назватъ его "Историческое введение в

высшую математику". Из нескольких вариантов построения курса

наиболее удачным оказался тот, где на него отводилось68 часов

во втором семестре. Распределение материала по лекционным и

семинарским занятиям зависит от подготовленности студентов. В

сильных группах, как правило, всегда находятся желающие вы

брать тему для самостоятельного изучения и нодготовить по ней

сообщение, которое затем обсуждается и дополняется на семинар

ском занятии. В более слабых группах целесообразнее больше вре

мени отвести на лекции.

Первое занятие мы начинаем обычно с беседы об элементар

ной математике и о тех разделах высшей, с которыми студент

уже начал знакомиться в университете. Приходится, к сожалению,

констатировать, что во втором семестре студент -. первокурсник
нередко затрудняется при ответах на вопросы, связанные с основ

ными понятиями математического анализа, хотя в это время уже

знаком с основами дифференциального исчисления функции од

ной переменной. Для того, чтобы систематизировать имеющиеся

у него знания, мы знакомим его с периодизацией развития мате

матики, предложенной академиком А.Н. Колмогоровым, которая

положена в основу построения всего курса.

Выделив основные черты первого этапа развития математиче

ской науки (период зарождения математики), мы останавливаемся

на формировании понятия числа, системах счисления, а затем - на

математике и технике Древнего Египта и Вавилона. На обсужде

ние этих тем отводится шесть часов.

Следующие шесть часов посвящаются началу второго этапа

развития математики (период математики постоянных величин),

общей характеристике математики Древней Греции, школам Фа

леса (624-548 до н.э.) и Пифагора (ок. 570-500 до н.э.), геометри

ческой алгебре древних греков и трем знаменитымзадачам древ-
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ности.

Далее десять часов отводятся математике эпохи эллинизма.

Здесь целесообразно выделить следующие темы:

1) аксиоматическое построение курса геометрии в "Началах"

Евклида (ок. 340-287 до в.э.);

2) возникновение теории конических сечений в трудах Архита

(ок. 428~365 до н.э.), Менехма (IV в. до н.э.), Аполлония (вторая

половина Ш в. до н.ээ-первая половина 11 в. до н.э.);

3) жизнь и научное творчество Архимеда (ок. 287~212 до н.э.).

Обсуждая первую нз этих тем, мы вспоминаем изученную в

средней школе элементарную геометрию - планиметрию и стерео

метрию. Особое внимание обращаем на постулаты Евклида. По

скольку курс геометрии на нашем факультете не включает по

дробных сведений о неевклидовых геометриях, мы делаем попытку

дать некоторое представление о них в связи с пятым постулатом

Евклида.

Лекцию о конических сечениях Аполлония целесообразно про

читать, если к этому времени в курсе геометрии студенты уже

поэнакомнлвсь с кривыми второго порядка. Здесь представляет

ся удобный случай вапомвитъ им об основных свойствах указан

ных кривых и показать связь этих свойств с эллиптической, гипер

болической и параболической задачами геометрической алгебры,

объяснив при этом происхождение названий "эллипс", "гипербола",

"парабола".

Жизни и творчеству Архимеда посвящается семинар, который

обычно проходит при большой активаости студентов. Но, посколь

ку в курсе математического анализа они к этому времени еще не

подошли к понятию определенного интеграла, занятие имеет ско

рее общеобразовательный, чем математический характер. К инте

грационным методам Архимеда мы возвращаемся позже, рассмат-

ривая вопрос о возникновении понятия интеграла в ХУН в.

Следующие восемь часов посвящаются математике средневе

кового Востока, Особое внимание уделяем здесь важнейшим мо

ментам истории арифметики и алгебры - началу широкого при-
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менення десятичной позиционной системы счисления с нулем и

решению алгебраических уравнений второй степени. В лекции о

Самаркандской школе Улукбека (1394-1449) сообщаются сведения

об астрономических инструментах дотелескопического периода.

Далее следует беглый обзор математики средневековой Европы

и эпохи Возрождевая. Эти два занятия (лекционные или семинар

ские) носят в основном общеобразовательныйхарактер.

Шестъ следующих часов посвящены истории развития алгеб

ры. Вначале на семинарском занятии студентам поручается выде

лить основные этапы формирования этой науки дО XVI века, а за

тем читается лекция, посвященная решению уравнений третьей и

четвертой степеней Сципионом дель Ферро (1465-1526), Никколо
Тартальей (1499-1557), Джироламо Кардано (1501-1576) и Луи

джи Феррари (1526-1565).
Для того, чтобы завершитьисторическийобзор развития алгеб

ры, приходится, временно отказавшись от хронологическогоприн

ципа изложения материала, рассказать о попытках разрешения в

радикалах алгебраических уравнений более высоких степеней, по

исках условий разрешамоста этих уравнений и возникшей в связи

с этим теорией Эвариста Галуа (1811-1832). Затем дается краткий

обзор истории алгебраической символики.

ХУН век в истории математики - это начало периода математи

ки переменных величин. Основные темы следующей лекции -- об
щая характеристика науки этого столетия, жизнь и творчество ве

личайших ученых ХУН в., предпосылки возникновения дифферен

циального исчисления. Здесь студентам приходится основательно

вспомнить материал курса математического анализа первого се

местра.

Далее мы переходим К предпосылкам возникновения интеграль

ного исчисления, начиная с идей Архимеда. К этому времени в кур

се математического анализа уже начато ознакомление с понятия

ми интеграла Ньютона-Лейбница, сумм Дарбу, интеграла Римана,

потому полезно проследять предысторию этих понятий. Всего на

математику ХУН века, предысторию и формирование двфферен-
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циалъного и интегрального исчисления отводится восемь часов.

Математику ХУН! века проанализировать не удается прежде

всего из-за недостаточности знаний у студентов, которые к этому

моменту еще не знакомы ни с теорией рядов, ни с дифференци

альными уравнениями. Поэтому оставшиеся восемнадцать часов

можно использовать для лекций и семинаров общеобразователыю

го характера, посвятив их общей характеристике науки ХУН! ве

ка, событиям, происходившим в это время в России, биографиям

выдающихся математиков столетия. Сведения об их научной дея

тельности имеет смысл перенести в третий семестр, в завершаю

щую часть курса математического анализа. Последнюю его лек

цию можно закончить кратким обзором математики первой поло

вины XIX века, а затем - характеристикой начала периода совре

менной математики. При этом мы создадим у слушателей некото

рое предварительное представление о тех математических курсах,

которые будут читаться в следующих семестрах, - "Дифференци

альные уравнения", "Функциональный анализ" и другие.

о про~сиональной направленности курса истории

математики в педвузе

г.н Никитина

Один из выдающихся математиков ХХ века, А.Н. Колмогоров вы

делил четыре периода в истории развития математики: первый

период .- зарождение математики (от глубокой древности доVI··

у вв, до н.э.); второй период - период элементарной математики

(от YI-Y вв. до н.э, дО ХУ! в.); третий период - период создания

математики перемевных величин (от ХУ! в. до середины XIX в.) и

четвертый период ~ современная математика (от середины XIX в.

и до наших дней) .
Для нас особенно важным является второй период, который

стал периодом математики постоянных величин, периодом созда

ния глубокой научной теории. Именно тогда были разработаны все
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традиционвые разделы современной школьной математики, поэто

му читаемый намв курс истории математики в основном посвящен

данному периоду,

Это в векоторой мере обеспечивает соблюдение принципа про

Фессионально-педагогической направленности при обучении исто

рии математики студентов в педвузе. Основным условием профес

сиональной направленности в обучении является, как известно, мо

тивацнонное обеспечение всей учебной работы и каждой отдельно

взятой темы изучаемой ДИСЦИП.1ины.

Существуют различные подходы к чтению курса истории мате

матики в педвузе. Мы апробироввля два из них: горизонтальный

.. по основным цивилизациям (Древний Египет, Вавилон,Древняя

Греция, эллинистические страны, Китай, Индия, страны ислама)

и вертикальный ~ по содержательно-методическим линиям школь

ного курса математики. Остановимся более подробно на втором

подходе.

Перечень основных содержательно-методических линий школь

ного курса математики регламентируется программой для общеоб

разовательной школы, в соответствии с которой рассматриваются

следующие содержательные линии:

- числа и величины;

. выражения и преобразования;

-. уравнения инеравенства;

. функции;
- геометрические фигуры и их свойства; измерение геометри

ческих величин.

Знакомство студентов с историей развития каждой содержа

тельно-методической линии школьного курса математики и явля

ется, на наш взгляд, важной предпосылкой создания положитель

ной мотивации к учению, способствуя развитию у студентов инте

реса не только к истории математики, но и к самой математвке.

Опыт работы показывает, что эффективным средством профее

сиональной направленности в обучении истории математики явля

ется обогащение методической копилки будущего учителя матема-
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тики интересными историческими задачами и их реконструкция

ми. Проиллюстрируем это на примерах.

При изложении истории развития содержательно-методической

линии "Числа и величины" мы подробно останавливаемся на систе

мах счисления и вычислительной технике у разных народов. Так,

на первый взгляд кажется, что рисование египетских иероглифов,

таких как мерная палка, путы для стреноживания коров, веревка

для обмера полей, цветок лотоса, указательный палец, лягушка,

удивленный человек и, наконец, солнце, которые соответствуют

числам 10n , где n Е {О, 1,2,3,4,5,6, 7}, является потерей бесцен

ного времени. Однако, как оказалось, именно этот материал во

время активной педагогической практики студенты наиболее '{а

сто используют на кружковых занятиях по математике с учащи

мися среднего звена. У учащихся 5--6 классов вызывают интерес

не только способы написания чвсел у разных народов, но и их

вычаслителъввя техника: умножение и деление по-египетски, ва

в:илонские таблицы умножевия, индийский алгоритм умножения

многозначных чисел и др. При этом учащиеся знакомятся с раз

JIИЧНЫМИ принципами записи чисел: аддитивным, субстрактивным

и мультипликативным. Они узнают о различных системах счисле-

ния: непозиционных и позиционных, в том числе и о первой в ис

тории науки позиционной вавилонской шестидесятеричной системе

счисления. Вместе с тем они знакомятся с историей так называе-

мой арабской системы счисления, которой пользуются в настоящее

время большивство народов.

Что касается техники вычислений, то индийский алгоритм умно

жения никого не оставляет равнодушными: ни студентов, ни уча

щихся. Напомним этот алгоритм.

Счетную доску, на которой работали индийцы, расчерчивали

на сетку прямоугольников, каждый из которых делился пополам

диагональю. По сторонам сетки записывали сомножители, проме-

жуточные произведения писали в треугольниках и затем склады

вала их по диагоналям. В праведенной ниже таблице умножаются

числа 12 538 и 345.
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1 2 5 3 8

4 1"'--"""",*",-?!""-~-?!""--:ooI ~

3 5

Итак, 12538·345 = 4325610.
Содержание данной методической линии также позволяет с ис

торической точки зрения более глубоко взглянуть на многие ма

тематические проблемы. Так, изучение истории развития теории

действительвого числа от Евдокса (IV в. до н.э.}, Евклида (Ш в.

до н.э.), О. Хайяма (ХН в.) и ат-Туси (XHI в.) до Р. Дедекинда

и К. Вейерштрасса (XIX в.), сравнительный анализ этих теорий,

установление аналогий между теориями Евдоксв и Дедекинда мо-

жет служить материаломкурсового сочинения. История формиро-

вания абстрактногопонятияотрицательногочисла от математиков

Древнего Китая (Н в. до н.э.) до Р. Декарта и П. Ферма (XVH в.)

также является хорошим материалом для курсовых сочинений по

методике преподавания математики.

Другой содержательно-методическойлинией школьного курса

математики, богатой для приложевнй в будущей профессиональ

ной деятельности,являетсягеометрическая.Опыт работы показы

вает, что только конкретныйфактическийматериал из курса исто

рии математикидает возможность студенту применитъ это знание

в школе. Начиная с геометриидревних египтян, мы даем студентам

не только исторические задачи и их реконструкции с целью под

тверждения тех или иных гипотез о математических результатах

математиков древности, но и различные гипотезы получения ими

всевозможныхматематическихформул. Проиллюстрируемэто на

гипотезах открытияегиптянамиточного способа вычисления объ

ема усеченной пирамиды с квадратным основанием:

Как известно, о получении этой формулы в папирусах ничего



368 Глава 4. История и философия математики

не сказано. Однако трудно предположитъ, что она была получе

на эмпирически. Очевидно, что это можно сделать только логиче

ским путем с использованием геометрических и арифметических

рассуждений.

Немецкий историк математики О. Нейгебауэр предложил вы

вод этой Формулы (для усеченной пирамиды частного вида с бо

ковым ребром, перпендикулярным плоскости основания), основан

ный на разбиении данной пирамяды на четыре многогранника: на

параллелепипед, две равных между собой треугольных призмы и

четырехугольную пирамиду (рис. 1).

а

рис. 1
а

рис. 2

Тогда V = b2h -+ ~(a - b)2h + 2· ~h(a - Ь)Ь = :~h(a2 +- аЬ + Ь2).

При такой реконструкции следует постулировать умение египтян

выполнять некоторые алгебраические преобразования, например,

знать формулу (а±Ьр = а2 ±2ab-+ Ь2 • Между тем, явных подтвер

ждений того, что они этим владели, в источникахнет.

Профессор МордовскогоуниверситетаА.К Раик предположи

ла, что этот замечательныйрезультат получен гораздо проще. А

именно, разбиениемусеченной пирамиды данного вида на четыре

пирамиды (рис. 2).
Тогда V = 2 . ft . ~abh + ftha2 + fthb2 =с ~h(a2 + аЬ + Ь2 ) .

Очевидно, что обе гипотезы являются очень интересными спо

собами решения одной и той же геометрической задачи.

Большой интерес вызывает у студентов история теоремы Пи

фагора и ее многочисленные применения в задачах математиков

Древнего Вавилона, Греции, Китая. Различные способы доказа-
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тельства этой теоремы, в том числе изящное, красивое доказатель

ство по Евклиду, также часто используются студентами на уроках

математики во время их педагогических практик, По отзывам са

мих студентов, привлечение исторического материала на уроках

математики вызывает живой интерес у учащихся, а у самих сту

дентов чувство удовлетворенности и радости от первых успехов в

педагогической деятельности,

Данная содержательно-методическая линия также содержит

много проблем, которые можно вынести на рассмотрение в кур

совых сочинениях. К ним относятся:

.~ история теории параллельных линий от ПI в. до н.Э. дО XIX в.

(Евклид, ибн-Корра, ал-Хайсам, О. Хайям, ат-Туси, К. Гаусс,

Я. Больяи, Н.И., Лобачевский);

--история классических задач на построение: об удвоении куба,

трисекции угла и квадратуре круга; история числа 1Г;

- теория конических сечений Аполлония и ее роль в математике

и математическом естествознании.

Заметим, что изучение "Начал" Евклида, одного из самых зна

менитых произведений античных авторов, нами вынесено на семи

нарское эанятие по истории математикв. При этом каждый сту

дент, работая с первонсточнвком, готовит по индивидуальному за

данию сообщение на 5-7 минут. Наиболее интересныеи полезные

с профессвональнойточки зрения вопросы выносятся на обсуж

дение во время заняти.я. К таким вопросам относятся: постулаты

Евклида, первые три предложения"Начал", конструктивныезада

чи абсолютной геометрии, золотое сечение, золотой треугольник,

построение правильногопятиугольника,вписанногов круг, и др.

По содерJ-кательно-методическойлинии "Функции" особый ин

терес вызывают у студентов интегральные и дифференциальные

методы в трудах Архимеда. Подробное рассмотрениепримера на

вычисление площади первого витка спирали (спирали Архимеда)

убедительнопоказывает,что Архимедфактическистроил верхние

и нижние интегральныесуммы, которыемы сейчас называем сум

мами Римаваи Дарбу.Из работыАрхимеда"О спиралях"очевидно

следует, что он стоял у истоков дифференциальногоисчисления,
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И, по-видимому, о нем говорил в ХУН веке один из творцов ма

тематического анализа И. Ньютон: "Я видел дальше, потому что

стоял на плечах гигантов".

При изучении таких содержательно-методических линий, как

"Выражения и преобразованвя", "Уравнения и неравенства", так

же имеется богатейший материал для методических копилок бу

дущих учителей математики. Это и красивые геометрические до

казательства основных алгебраических тождеств, и история про

исхождения и развития многих математических терминов и ма

тематической символики, популярные задачи на арифметические

и геометрические прогрессии у математиков Древнего Египта и

Вавилона. Особый интерес у студентов вызывают различные ме

тоды решения уравнений и систем уравнений у разных народов, в

том числе квтайский метод "Фан-чан" решения систем уравнений с

числом неизвестных n ;<?: 2, который по существу является хорошо

известным методом Гаусса с той лишь разницей, что в процессе

решения китайским методом осуществляется процедура цреобра

зования столбцов матрицы, а не ее строк.

Интересен пример решения индийского математика Бхаска

ры II уравнения х4 - 2х2 - 400х = 9999. Прибавляя к обеим частям

данного уравнения выражение 400х + 1 + 4х2 , он приходит к урав

нению (х2 + 1)2 = (2х+ 100)2.
По истории развития данных содержательно-методических ли

ний хорошим материалом для курсовых сочинений является изу

чение по первоисточнику геометрической теории кубических урав

нений арабских математиков, в ТОм числе О. Хайяма, а также от

крытия итальянскими математиками С. Ферро, Н. Тартальей и

Д. Кардано (XVI в.) алгоритма решения кубических уравнений в

радикалах.

Как известно, первое в истории математики дошедшее до нас

изложение основ буквенной алгебры содержится в произведении

Диофанта "Арифметика" (П! в.). Этому произведению также по

священо отдельное семинарское занятие, в процессе подготовки к

которому студенты знакомятся не только с началами буквенной

символики, но и с методами решения неопределенныхуравнений.
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Опыт работы показывает, что изложение курса истории мате

матики по содержательно-методическим линиям школьного курса

математики с наполнением его содержания конкретными истори

ческими задачами, их решениями и реконструкциями этих реше

ний, а также с показом различных точек зрения, различных спосо

бов доказательства одной и той же задачи или теоремы является

важным средством осуществления одного из ведущих принципов

обучения в педвузе - ПРИНЦИIlа профессионально-педагогической

направленности. Следование этому принципу способствует реше

нию одной из важных задач курса истории математики: создание

благоприятствующего эмоционального фона в отношении студен

тов к профессии учителя математики.
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Как известно, в 1908 году на IV Международном математическом

конгрессе в Риме была создана Международная комиссия по пре

подаванию математики (МКПМ). Среди целей ее создания было
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обобщение богатого опыта педагогов разных стран Европы и Се

верной Америки в деле модернизации школьного математического

образования и координация их работы в этом направлении.

Таким образом, 1908 год оказался рубежным в истории между

народного движения по обновлению школьного математического

образования - до этого времени в каждой стране реформы или

реформаторские планы были самостоятельными, хотя и не без за

имствования в некоторых случаях зарубежного опыта. С 1908 года

реформаторское движение приобрело единое направление, которо

му в большей или меньшей степени следовали все страны, входив

шие в МКПМ.

Мы, однако, остановимся на периоде, предшествовавшем созда

нию Комиссии.

К концу XIX века во многих странах начались работы по ре

Формированию средней школы. Интенсивное развитие промыш

ленности требовало большого количества специалистов с высшим и

средним естественно-научным и техническим образованием. Клас

сическая гимназия не могла дать соответствующую подготовку

своим выпускникам. В связи с новыми задачами школы возникла

необходимость реформ всей системы среднего образования. Курса

математики эти реформы коснулись не в последнюю очередь.

В Англии на рубеже веков появилось и обрело мвогочисленных

сторонников движение, во главе которого стоял инженер Джан

Перри (1850 г.р). Он считал, что школьный курс геометрии дол

жен строиться на опытах и измерениях. Дедуктивному построению

курса, по мнению Перри, не место в средней школе. Лабораторный

метод Перри предполагал широкое использование таблиц и графи

ков в арифметике и алгебре. Сторонники этого метода предлагали

и понятие функции ввести с помощью графиков. Таким образом

осуществлялось слияние всех математических дисциплин в единый

учебный предмет [11.
Во Франции в 1902 году был принят и введен новый учебный

цлан. Традиционная элементарная геометрия в этом плане "очень

сильно отступает назад перед лицом современных новых идей" [2].
Во главу угла здесь ставится упрощение и большая наглядность
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преподавания, а также введение в курс средней школы новых раз

делов, в первую очередь, функций, координат и начал авалаза бес

конечно малых.

В Италии традиционно считалось, что преподавание геометрии

должно вестись в духе "Начал" Евклида. Здесь очень высоко цени

лось значение строгого логического построения курса геометрии.

Однако к концу XIX века и среди итальянских педагогов возобла

дали другие взгляды. Усилилось значение наглядности в препода

вании, все больше внимания стали уделять приложевиям матема

тики.

Остановимся подробнее на России.

Еще в конце XIX века отечественные педагоги начали обсуж

дать и в печати, и на своих совещаниях и съездах вопросы, свя

занные как с обновлением содержания школьного математическо

го образования, так и с изменением структуры системы средних

учебных заведений. Приведем примеры.

В 1895 году в журнале "Русская мысль" была опубликована

большая статья В.П. Шереметевекого "Математика как наука и

ее школьные суррогаты". Автор был убежден в необходимостн об

новления школьного курса за счет введения элементов высшей

математики. Он писал: "Все, что делает математику основой со

временного естествознания, все, чем так быстро движется вперед

современная техника, все то, что выпало на долю нашей науки в

созидании и культуре XIX века - все это заключено в пределах так

называемой высшей математвки. Не удивительно, что давно уже

раздаются голоса за включение ее элементов в программу средней

школы" [31.
Годом раньше, в 1894 году, В.Б. Струве в журнале "Техниче

ское образование" писал о необходимости фуркации (профильной

дифференциации) старшего звена средней школы и введения в ма

тематических классах элементов анализа бесконечно малых.

В 1899 году министр народного просвещения Н.П. Боголепов

разослал в учебные округа циркуляр, в котором указывалось на

ряд недостатков существовавшей тогда средней школы. Среди них,

в частности, отмечались: "отчужденность от семьи и бюрократиче-
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ский характер средней школы, ... невниманиек личным особенно

стям учащихся,... чрезмерность ежедневной умственной работы,

возлагаемой на учеников,... несогласованностьпрограмм между

собою и с учебным временем,... излишнее преобладаниедревних

языков... " [41. Попечителям предлагалось делегировать опытных

педагогов для участия в работе специальной комиссии по сред

ней школе, которая должна была собраться в 1900 году в С.

Петербурге. В циркуляре записано: "Задача комиссии должна бу

дет состоять в том, чтобы: а) обсудить всесторонне существующий

строй средней школы с целью выяснить его недостатки и указать

меры к их устранению при условии сохранения основ классической

гимназии и реального училища как главных типов этой школы в

России, и б) если бы при обсуждении первого вопроса вознвкли

предположения о видоизменении существующих типов или о со

здании какого-либо нового типа, то подвергнуть рассмотрению и

эти предложения" [41. (Здесь и далее речь идет только о мужских

школах.)

Некоторые попечители, получив циркуляр, организовали в сво

их округах совещания по отмеченным в циркуляре вопросам. Так

поступил и попечитель Московского учебного округа известный

математик, профессор П.А. Некрасов.

На совещаниях в Москве осенью 1899 года были разработаны

учебные планы для мужских гвмнаэнй шести типов. Такое боль

шое количество типов школ объясняется разной степенью пред

ставлевноети древних языков в их учебных планах. Была преду

смотрена и гимназия с фуркацией в старших классах.

Среди вопросов, обсуждавшихся на совещаниях, был вопрос о

введении в программу элементов высшей математики. Сам

П.А. Некрасов в своем выступлении говорил о необходимости изу

чения в средней школе элементов теории вероятностей. Выдвига

лось предложение об организации в гимназиях лицейских классов

для подготовки К поступлению в высшую школу.

И на совещаниях в Москве, и в заседаниях Комиссии в С.

Петербурге обсуждался вопрос о праве реалистов на поступление

в университет. Было едвнодушно решено, что ИМ должно быть это
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право предоставлено (при поступлении на физико-математический

и медицинский факультеты).

Однако большая часть решений Комиссии 1900 года осталась

только на бумаге, т,к, в 1901 году Н.П. Богоцепов погиб от руки

террориста, а его преемник ничего в системе школьного образова

ния менять не стал.

Тем не менее, вопрос о праве реалистов на поступление в уни

верснтет не был снят с повестки дня. К 1906 году были составлены

программы дополнительного класса реальных училищ [51. Окон

чание этого класса открывало выпускнику дорогу в университет.

Программа по математике содержала большие разделы аналитиче

ской геометрии и анализа бесконечно малых. Эта программа была

введена с 1907/1908 учебного года, и в соответствии с ней было

написано довольно много учебных пособий.

Что касается других решений Комиссии Боголепова, то, воз

можно, они не были реализованы и потому, что в России в то вре

мя не нашлось человека (достаточно авторитетного и в научном,

и в педагогическом сообществе и достаточно заинтересованногов

том, чтобы эти решения воплотились в жизнь), который бы эту

реформу возглавил.

Зато такой человек нашелся среди германских реформаторов.

Это был выдаютцийсянемецкийматематики педагог Феликс Клейн

(1849--1925).
До 1895 года в Германии существовало несколько групп педаго

гов, занимавшихся вопросами, связанными с необходимостью ре

формирования математического образования. Это Союз герман

ских инженеров, Германский союз для развития преподавания ма

тематики и естествознания и круги высшей школы, руководимые

Ф. Клейном. Около 1895 года эти группы объедивилвсь. ''Направ

левие реформы должно было заключаться в том, чтобы в препода

вании математики получили отражение и ее приложения, а также

идеи, лежащие в основе огромных успехов матемвтвческих наук

в XVIII и XIX столетиях, чтобы эти идеи заняли в преподавании

то место, которое соответствует их значению в современной куль

туре" [61. На съезде германских естествоиспытателей и врачей в
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Бреславле в 1904 году была создана специальная комиссия, кото

рой поручалось разработать новые программы по математике для

средних учебных заведений всех типов. И уже в 1905 году на оче

редном съезде в Меране был представлен проект программы по

математике для гимназий, получивший название Меранекой про

граммы. В 2005 году ей исполняется 100 лет.

Необычайная активность Ф. Клейна в борьбе за обновление

курса математики, многочисленные его выступления и в печати, и

перед учительской аудиторией, а также его высокий авторитет как

ученого первой величины привлекли внимание к этой программе

не только в Германии, но и в других странах. И хотя идеи, сфор

мулированные в Меранекой программе, не были в педагогическом

сообществе новыми, все движение за реформу с этого времени свя

зывается с именем Ф. Клейна. Не случайно на IV Международном

математическом конгрессе в Риме при создании МКПМ именно он

был приглашея стать ее президентом.

В чем же заключается суть Мервнекой программы?

В преамбуле к программе составители пишут, в частности: "На

до заботиться о том, чтобы, признавая вполне значение математи

ки для формального развития, тем не менее отказаться от специ

альных знаний, лишенных практического значения и односторон

них, напротив, стараться о возможном развитии способности мате

матического исследования окружающего нас мира явлений. Отсю

да вытекают две отдельных задачи: развитие пространственпого

восприятия и воспитание привычки к функциональному мышле

нию" {7).
Таким образом, во главу угла германские реформаторы стави

ли построение всего курса математики в средней школе на основе

функциональной зависимости, а также усиление межпредметных и

внутрипредметных связей при обучении. Значительно усиливается

роль наглядности.

На передний план выдвигается возможность применения полу

ченных в курсе математики знаний в различных сферах человече

ской деятельности. Усиление внимания к приложениям не означа

ло, однако, понижения требований к уровню строгости в изложе-
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нии, и это составители отметили особо.

Они также сочли, что учителю должна быть предоставлена сво

бода "в подробностях преподавания - в изложении материала, рас

пределении работ и прочем, - конечно, в рамках общего учебного

плана" [71.
Особенно осторожно отнеслись германские реформаторы к во

просам введения элементов анализа бесконечно малых в курс сред

ней школы. И объем материала, и форму изложения они предоста

вили на усмотрение преподавателя. В первую очередь, так посту

пили потому, что дело было новое, опыта работы ни у кого не было.

В программе отмечено: "Многочисленные и разнообразные опыты

в этом отношении, сделанные в разных учебных заведениях, да

дут впоследствии возможностъ решить с большей уверенностью,

как следует организовать это дело" [7].
Что касается конических сечений, то они были включены в про

грамму выпускного класса. В объяснительной записке по этому

поводу сказано: "Изложение теории конических сечений следует

вести как синтетически, так и аналитически, по возможности, в

равной мере" [7J.
Систематическом:у курсу геометрии, начивавшемуся в III клас

се, программа предпосылает курс пропедевтический во II классе.

Объяснительная записка обращает внимание на то, что "в плани

метрии, где возможно, следует поддерживатьживую связь с соот

ношениями трехмерного пространства, именно, приводя подходя

щие примеры из окружающей жизни" [7].
Особое внимание Меранекая программа обращает на курс вы

пускного класса. Для него формулируется такая цель: "научный

обзор и приведение в систему приобретенных знаний, способность

математического понимания и применение ее для разработки раз

личных вопросов... Все это даст учащимся не только цельное за

конченное знание математики, но также и почву для дальнейшей

работы в области математики, если это потребуется их дальней

шим ггризвавием. Резкий переход от средней школы к высшей,

столь заметный сейчас, тогда совершенноисчезнет" [7].
Мы видим, что серьезную и очень не новую проблему подготов-
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ленности вьшускпиков средней школы к продолжению образова

ния в школе высшей германские реформаторы предлагали решать

через обновление содержания образования и такую организацию

обобщающего повторения всего курса в выпускном классе, КО'!'О

рая бы сглаживала резкость перехода к высшему образованию.

Итоговую аттестацию выпускников средней школы предлага

лось проводить в виде устного и письменного экзамена. Письмен

ный экзамен должен был состоять в следующем: "1) Связное изло

жение какого-нибудь довольно обширного общего вопроса (по тео

рии) и 2) полное, числовое и графическое, решение какой-нибудь

одной задачи" [7].
Сами составители считали Меранскую программу лишь пред

варительным вариантом, разработанным '!'ОЛЬКО для мужских гим

назий. Предстояло еще составить аналогичные программы Д.1Я

средних учебных заведений других типов.

Введение новой программы в школу ШЛО довольно медленно, и

в разных регионах страны педагоги относнлись к ней по-разному,

несмотря на большую работу и самого Ф. Клейна, и его сторовни

ков по пропагапде новых идей.

А в Европе эти идеи были восприняты с большим интересом.

Ф. Клейн становится фактическим лидером международного дви

жения за обновление школьного математического образования.

Прошло 100 лет, и сегодня мы уже не можем себе представить

школьный курс математики без функций, координат, элементов

анализа бесконечно малых.
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к вопросу о преподавании математики в реальных

училищах Оренбургского учебного округа

ВД. Павлuдuс

Развитие средней школы на современном этапе проходит в слож

ных условиях реформирования всей системы образования. В на

стоящее время идет поиск оптимальпых путей замены црежней

школьной системы на новую, ориентированную на обучение и вос

питание активной творческой личности.

Необходимостъ постоянного осмысления происходящего в исто

рическом контексте повышает значимость историко-педагогичес

ких исследований. Глубинные изменения в матервальной и духов

ной жизни современного российского общества, одновременно раз

виваroщиеся процессы гуманизации и дегуманизации, культурного

возрождения и нравственной деградации, инноваций и псевдоин

новаций актуализируют необходимость обращения к анализу си

стемы народного образования в нашем государстве до 1917 г.
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Сегодня одни учебные заведения, возвращаясь к опыту класси

ческой русской гимнаэии, уделяют повышенное внимание предме

там гуманитарного цикла. Другие, следуя примеру реальных гим

назий и училищ, усиливают преподавание предметов естественно

математического цикла, особенно математики,

Одним из базовых разделов реального образования является

образование математическое. Тенденции в его развитии во многом

определяют качество и эффективность всего учебного процесса в

школе реальной направленности, что, в свою очередь, достаточ

но сильно влияет на формирование перспектнвных направлений

развития всей образовательной системы России.

Круг затронутых проблем показывает, что перед отечествен

ной школой сегодня, как и столетие назад, СТОЯТ очень трудные

и важные задачи, решение которых являлось тогда и является се

годня насущной необходимостью. Разввтве реального образования

без его резкого противопоставления гуманитарному - одна из ос

новных цроблем современной школы.

Подавляющее большинство исследований в области истории

среднего математического образования в России в XIX-началеХХ

века, проводимыхранее, либо посвященоанализу реформ матема

тического образованияв целом [1, 2, П], либо освещает препода

вание математики в гимназиях (10, 15, 23, 30, 31], кадетских кор

пусах [4], коммерческих училищах [3]. Преподавание математики

в реальных училищах освещалось чаще всего в связи с реформами

средней школы России конца XIX-началаХХ века, работойвсерос

сийскихсъездов преподавателейматематики [14, 19,201. При этом

особенности преподаванияматематическихдисциплин в реальных

гимназиях и училищах, его влияние на постановку преподавания

математики в классических гимназиях и на развитие всего сред

него образованияосталось, за редким исключением [24, 25, 29, 321,
вне поля зрения исследователей.

В данной статье на примере реальных училищ Оренбургского

учебного округа рассматриваются и анализируются основные тен

денции в развитии среднего математического образования России
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конца ХIХ-пача.пахх века, и связанный с ними ряд особенностей

в постановкепреподаванияматематическихдисциплинв реальных

училищах этого периода.

Изучение и анализ историко--математическихматериалов [16
18,21,22,281 позволяютвыделить в качестве основныхтенденций

в развитиисреднего математическогообразованияв России в кон

це ХIХ-начале ХХ века следующие: сближение науки и учебно

го предмета математики; усиление прикладиой направленностив

обученииматематике;модернизацияформ и методовобученияма

тематике; специализацияи фуркация в старших классах средней

школы. Все эти направлениядостаточноотчетливопроявляласьв

организацияматематическихкурсов в реальных училищах этого

периода.

Уровень математическогообразования в средней школе Рос

сии в начале ХХ века как компонент реального образованиядол

жен .быть оценен как достаточно высокий [24, 251. Естественно

математические двсциплины составляли фундамент реального об

разования и являлась полигоном для апробации новых органвза

ционио-методических идей, гибко реагируя на изменение социаль

ного заказа общества.

Следует отметить ряд несомненных достижений в области ма

тематического образования в реальной школе по сравнению с клас

сической гимназией: изучение математики ведется с точки зрения

современных теорий; математический аппарат применяется к изу

чению различных областей знания; усилены внутри- и межпред

метные связи как среди математических дисциплин, так и среди

дисциплин естественно--математического цикла; усилена црактаче

ская направленность в преподавании мвтематики; учтены возраст

ные и психологические особенности учащихся в процессе препода

вания математики.

Влияние социально-экономических факторов на развитие мате

матического образования в реальной школе России в XIХ-начале

ХХ века может быть охарактеризовано таблицей.
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Особым фактором развития образования на Южном Урале ста

ла организация Оренбургского учебного округа. В 1873 г. Министр

народного прос:вещения Д.А. Толстой предложил царю образо

вать новый Оренбургский учебный округ, в который вошли бы

Оренбургская, Пермская, Уфимская, Вятская губернии. Через год

округ был создан, но Вятская губерния туда не вошла.

Развитие среднего звена образовательнойсистемы в Оренбург

ском учебном округе во второй половине ХIХ-начале ХХ вв. шло

В томже направлении, в котором развивалась средняя школа всей

дореволюционной России. Оно выразилось в количественном ро

сте числа учебных заведений, увеличении контингента учащихся,

появлении новых типов общеобразовательных и специальных учеб

ных заведений, более рациональном размещении их по террнторни

губернии и т,п.

Формирование сети реальных училищ в Оренбургском учебном

округе проходило под воздействием различных факторов и во мно

гом учитывало региональные особенности края.

Быстрое развитие промышленности, ее растущие потребности

в квалифицированных кадрах провоцировали активный рост чис

ла реальных училищ в крупных городах и увеличение их концен

трации в северных и северо-восточных частях региона. Огром

ная площадь учебного округа и различный уровень социально

экономического развития различных его областей приводили к

определенной специализации в подготовке выпускников реальных

училищ. Удалепность от столицы и постоянно растущая потреб

ность в специалистах различного профиля на местах также спо

собствовали увеличению числа реальных училищ в крае.

Отсутствие университета в округе приводило к тому, что на

должности преподавателей средних учебных заведений, в том чис

ле и реальных училищ, присылались выпускники Казанского, Мос

ковского, Петербургского, Дерптского, Варшавского, Киевского

университетов. Это способствовало тому, что представители раз

личных направлений в преподавании математики тесно взаимодей

ствовали и вэаимообогащалв свой методико-математический ба-
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гаж.

Наличие хорошей материальной базы, активная поддержка

представителями государственной власти и общественности 110

вых идей в преподаванииматематики [6, 9, 271 совдали необходи

мые условия для реализации в реальных училищах Оренбургского

учебного округа основных направлений реформирования среднего

математического образования. Одной из ведущих в деятельности

преподавателей-математиков реальных училищ округа стала идея

усиления практической направленности в преподавании матема

тических дисциплин, укрепления его связи с жизнью и потребно

стями региона. Огромный промышленный потенциал и заинтере

сованность местной власти вели к широкому распространению в

реальных училищах округа экскурсионного и лабораторного мето

дов.

Эти методы, удовлетворяющие требованиям жизни и педаго

гической науки в начале ХХ века, нашли отражение в постановке

преподавания математических дисциплин в реальных училищах.

их Основные достоинства, как отмечали педагоги того времени,

состояли в следующем: 1) приучают ученика воспринимать и ана

лизироватъ конкретные признаки явлений; 2) помогают пробудить

интерес ученика к знаниям; 3) помогают развитию сосредоточенно

сти и серьезного отношения к делу, изощряют наблюдательность н

внимание, повышают активность; 4) приучают к работе в коллек

тиве, координируя деятельность вокруг центральной общей цели.

Педагогическая задача лабораторных занятии определялась

как дальнейшее расширение и углубление принципа наглядности

в обучении, в том, ЧТО они способствуют отчетливому усвоению

и прочному запоминанию изучаемого материала, в том, что они

будят интерес к предмету, учат сознательно координировать свою

интеллектуальную деятельность с деятельностью органов внешне

го восприятия, прививают ценные практические навыки.

Особенностью проведения лабораторных занятий в реальных

училищах Оренбурга и Перми было ТО, что опыты и наблюдения

производились не для подтверждения заранее высказанных пред-
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положений, а наоборот, эти последние выводились из опытов И на-:

блюдений учащихся,

Применение лабораторного метода в реальной школе преследо

вало двоякую цель: с одной стороны, дать конкретные представле

ния и укрепить в сознании детей проходимый ими куре,а с другой

-- приучить их К самостоятельности, к умению без посторонней по

мощи решить проблему.

Учащимся предлагалось выполнять лабораторные работы в

классе на моделях, картах, плавах и т,п, и связывать с измерени

ями и вычислениями. При этом различали два вида таких работ в

зависимости от их назначения: познавательные и прикладные.

К познавательным относили такие лабораторные работы, кото

рые ставят целью познакомить школьников с новым для них ма

тематическим фактом. В прикладных лабораторных работах реа

листы училась применять математические знания к конкретным

задачам, связанным, например, с измерениями на моделях геомет

рических тел и вычислениями их площадей поверхностей, объе

мов или с измерениями на карте и вычисленаямн расстояний (при

изучении числового масштаба) и т.п. К практическим работам от

носятся и работы на местности. Такие работы часто сочетались с

экскурсией.

Экскурсионная деятельность рассматривалась цреподаввтеля

:\1И математики реальных училищ округа как метод педагогической

работы, позволяющий:

~ получить знания в результате возникших у ребенка вопросов,

требующих разрешения их путем активной деятельности;

_. проиллюстрировать и подтвердить знания, получаемые 'уча:'

щимися в процессе школьных занятий, а также дать материал для

последующих уроков и практических заданий.

Метод учебных 'экскурсий реализовывал выполнение двух ос- '
новных принципов обучения - наглядности: и:самодеятельности И'

широко применялся в обучении математике в Ореабургскомреаль

ном училище [12, 13, 261.
Новые формы оргавнзации учебной работы 'в реальных учи-
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лищах округа: лабораторные занятия, экскурсии - способствова

ли индивидуализации учебво-воспитательной работы и конкретно

му руководству в развитии самодеятельности учащихся, повышали

работоспособность учащих:ся в учебном цроцессе.

Новые методические приемы и находки в преподавании мате

матики находили свое отражение и в учебно-методвческой литера

туре, публикуемой преподавателями реальных училищ округа.

В начале ХХ века в практике реальных училищ стали часто

применяться дополнительные звенья процесса обучения: внеклас

сная работа. Заввтересоваивость преподавателей и учащихся ре

альных училищ находила реализацию в кружковой и индивиду

альвой работе по математике.

Эта работа была предназначена для любителей математики и

находилась в определенной взаимосвязи с обязательным учебным

процессом. Эффективная постановка последнего создавала доста

точный контингент настоящих любителей математики, что поз

воляло в случае необходимости отобрать наиболее способных, а

также создать ОСНОВУ для успешной работы, благодаря хорошему

знанию обязательного курса и наличию навыков самостоятельного

творческого мышления.

Так, в Оренбургском реальном училище на протяжении свыше

пятнадцати лет активно функционировал открытый математиче-

ский кружок. Его членами в разное время были не только пре

подаватели и учащиеся этого учебного заведения, но и учителя

гимназий, кадетских корпусов, воспитанники этих заведений [5, 7,

81·
Здесь учили методам и приемам поиска путей решения и при-

менению их в самостоятельной работе учащих:ся , рассматривали
занимательные вопросы и задачи, периодически заслушивали ин

формационные сообщения, доклады. Введение кружков было тес

но связано с идеей фуркации - дифференцированного обучения,

учитывающего индиввдуальвые способности учащихся.

Математический кружок издавал журнал, который на протя

жении многих лет пользовался широкой взвестностью в городе.
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Здесь публиковалась как доклады преподавателей, так и резуль

таты ПРОВОДИМЫХ под их руководством самостоятельных исследо

ваний учеников [7, 81. Многие преподаватели-члены кружка вели

индивидуальную работу с заинтересованными и способными реа

листами, направляли их изыскания, помогали проделывать слож

нейшие выкладки.

Таким образом, на примере реальных учнлищ Оренбургско

го учебного округа мы видим, как основные направления рефор

мы среднего математического образования претворялисъ в жизнь.

Многое из достигнутого может быть востребовано и на нынешнем

этапе реформирования среднего математического образования.
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