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Глава 1

Пленарные доклпды : А . Н . Колмогоров

и матомати ка Х Х столетия

Колмогоров 11 Фa,ц.r\С(' I' - Дв.!1 полхода к шкосгыюму

мнтомн-ги чосксгму обрвэоввиию

М.И. Баш..ча1roа

ВIl~ДClНЩ

Примерно 50 лет наэед в МОСК ве 11 Леяиш-рвде и ирсфеэссионвлыюй

среде мвтемвтиков сложилось две школы СО свои ми гкшхцдам и К маге

мятичеекому образованию. Лидерство в этих школах можно связвтъ с

м меаамв двух выдвющихся мвтемвтнков Андрея Н и колаевича Колмо

горова и Дмитри я Конствнтиновв чв Фвдлееве .

ЭТИ школы роднила общая позв иня по коревиым вопросам Щ'" -

мание к школьному мвтемагвческому образованию If непссредстееиное

у ча..:тне 8 решея ви стоящах веред 01 1\ 1 пробаем. отношеиие К школьной

матемвтаке как важнейшей ч асти общекул ьтурного 11 интеллектуаль

ного рвавитая школьн иков , восп в-гвние У своих учсв и ков уважении 1';

работе в школе , сохранение l' ш-редвчв традиций , сложившихси в этом

пап ранлевии .

В то же врем>' конкретные н ауч ные, методвчеек ие , орган изаииои

ные подходы н "работе ..:о школьниками" (так в те ''ОДЫ l' меиовилссь это

ввправлевие профеесиоавдьной 1. обществеивой деятел ьяос-ги ] сложи .

лвсь доетаточво рвзлячными . Анализ этих иолходов имеет 111' стол ько

историческое знвчевие [автор - "плохой истори к" " 111' хочет 111..•..;'1"11 (Л~

ствевяостъ З/\ ТОЧ НО<..'ТЬ при водимых фактов н дат) , скол ько важен ДJIИ

разумной ориентеции и 1'011 ......южной обэстаиов ке, исторвя сложила сь 11

последние ГОДЫ,

Фи гуры Л .Н . Колмогорова н ) ~. K. Фвддеевв бl.t., " названыв качестве

л илеров двух школ . рваумеется , до..;таТО ' 1 80 060<.:1101111.11110, 110 11векоторой

степен и y<.:.10B1I0 - 11 эти же годы 11 работе 1.'0 школьи иквми были вктинвы

многие и х коллеги ПО Увиверситетвм , не говоря уж!' О многочи .....ленном
"МО.'10ДОМ поксленви", Достаточно , например , н алватъ ; 1,.118 Москвы ф ил-у

ру И .М, Геяьфвнда, вктианс вропагаидировавшего идею звочной мате-



Я{l uu.t"'VЮ М.I1. K...., ...mupOB н Фнд,Ж'''в - два " <И.ХОда" ш"олыfмуy

.......,..·~rl..,...ч....."х...Му ООJ.1lU'O""'''ИЮ 11

метической ШКО,,1Ы , или ДЛЯ Леии нграда - А .Д. А" еко.:а.пДРОВ8 , серьезно

рвзрвбвтывввшего проблемы Щ~ПОД8""НИ )t гсометри и в школе. В то же

время для внешнего взгляда "управление" эти ми школами выглядело 0.:0

вершенпо разл и ч ным - "абссл ютв вя мон архия" 11 Москве предполвгвлв

ли чное уч нстпе моиархв 8 прмнятин решений 110 еопросвм всех уровней ,

11 'го время как н Леп иш-рвде весь "с и нкли-г", ХОТЯ И эан а мвл руководящее

положевне ( А .Д, Алексвидров был рскгором. ...:l,. К . Фаддеев - деканом

мат- мех факультета , ирв глашен аы й в Уни верситет позднее В.А. Рохлин

- прсдседателем методв -юской КОМНО,ХН" ) . передал все оргавизвцвои вые

н большую часть метсдм чеекмх вопросов в руки <.:80ИХ молодых ученн

кон , без колебаний поддержи вак их и ницнативы И принимая на себя всю

тяжесть необходи мых контактов с партийными 11 вдми м истрвгвва ы мв

органвмн.

В создвьшсмся н Леяинграде "регентском правяеа ии" мне выпала

участь быть не только координатором и орган изатором университет

ской школьпой Работ ... , 110 н "мостом" между двум)! школами. Можно

нвзватъ 11иитеривле 20 лет с конца 51}-х годов несколько УЗЛОВЫХ точек ,

в которых иересеквлвсь деятел ьпостъ двух школ .

1959-61 'Т. - организвци я Всесоюзвой матемвтнческой ояимпивды

школьинков 11 0 оп ыту Леииигрвдской н Московской олимпиад ирохо

днвших с 19:\·j-35 гт.

1963 г, - создание шкоа-ингеривгов при Уииверсвтетах , одновремен

[ЮС развитие сети городских мвтемвтячеекнх школ кружков 11 ювопиэ

скнх математическ их школ nr'" Университетах . открытие Всесоюз поя и

Северо-Звивдяо й заочн ых мвгсмвтмческих школ .

1969-70 [Т. - иодготовкв И 8Ы ПУ\:К журивив "Квелт".

НЮ7 Н ДМ('(' - работа в комисси ях 110 математическому обрезсев

вию, подготоакв И выпуск нового поколения учебников. публи кации в

журивле э'М втемвз-нка в школе" сери в статей , посвищеввых обновлению

математического сбрвзовввня.

Начальным НМПУЛЫ.:ОМ в установлени и деловых 11 дружеских кок

гактои между москв в чвм в и ленинградцам и МОЖНО сч итать прмглаше

вис (1 1959 году па московскую олимпиаду команды llЗ 10 лен инград

гких школьников. Я был руководигелем ЭТОЙ команды 11 псзивкомилея

С москви чами, дружба <.: которыми во многом определила П0<.:.1 СДУЮЩИС

событи я. "И ных )'Ж НСТ, а те Д8..,(:," ,", НО мне хочется упомянуть 11.\1('111\.

11. Ввсиа ьева , А . Савина, И. Слободе нкого, людей, которые БЫ/1II глав

нымм "моторами" создааавшо ёся машины .

В годержательном плане. как зто видится сей час, через 50 дет, :111

11 1111, выбранные двумя школами . оьвзвлноь рвзлич ными. Начиная с 06-
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щей точки (работа t: сильными школьниками - Всссоюзнвя ол импиада .

интернат), Л .Н . Колмогоров совея пепрерыаную Л И Н НЮ " 111110 ", ДОЙДЯ

до верестройки мвтемвтвческого образования в миссоной ШКОЛ\: , в то

время к8.К Д.К. Фаддеев н его коллеги 110 факультету одобр ил и "Д"К)

t:ДI'..Л l\l"Ь резки й разрыв и вачвтъ »виию с самого виза, 111.1\11\\ "низом"

ствдв бурпо рвзвивввшвяся Р Пенм нгрвде системв средн их ПТУ. з ,.r;;,с.

гая вперед. можно сквзвтъ, 'по ОС"* ЛИНИИ были нвпелены на одну и те

же точку - массовую школу , 110 путь мссквн чсй , имевший большую 110

модулю ороиэволную, дОI....твточ ио быс-грс ДО<.:ТИТ намеченной цел и. 110

к настоящему времени его <.:./!СДЫ, К сожвлсивю, З8!>Н'ТНО , ..терты, в то

время как гораздо более медлен ный путь лени нгриддев привед к тому,

что интерес массовов IJJКОЛЫ к резул ьтатам , дОО"..гвгнутым на этом пуз-и ,

стал резко расти.

Было бы неверно обсуждать. какая из двух обозначенных Л И ll иА

[сверху вн из ил и евизу вверх] лучше, даже везависимо от пол ученных

результатов . обе он и двли глубокие находки , которые являются объок

ти вво цевным в н вктуелыюстъ которых на совремсивом этане ра.ЗНИТНИ

школы весомвенвв.

ВЫ,Д,елИМ ИС4;КОЛЬКО еодержвтельпых моментов школьного куро.;а мв

тематики: функпвонвяъпвя Jl НИИИ , век-горы И геометрические п реобрв

эоввиви , введенве элсмеИТОIt вввлмзв и рвзвитве мвтемвтиче..э кого изы

ка. Остаиовимея 1111.первом из НИХ , ос-гвнав обсуждение остал ьвых для

отдел ьной публ икаци и .

Алгсбраическ u1'i и ФУII КI I, ИOlI1Щ f>ны ii ПОДХОДЫ" IlIКOJt f>lюii

математи ке

Сравните два набора терм инов:

выражение 1.: неремевиыми е , у , z ; вырвжеиие 1.:буквами :z, У, е ;

уравнен не 1.:одной персмениой; уравееиве с одним веизвеетным;

многочлен от двух перемениых; многочлен 1.:двум-я буквам и .

Вопрос , разумеется , не п словах - есл и разумно сиределев И тол

ково объясвеп смысл вспсл ьзуемых терм ваоа. то арелпочтение одному

113 них перед ДРУГИМ ВрИ,Д ,1Н приведет К конкретным ошибкам. Тем не

менее, выбор свстемы терминов сквзывается на общем подходе И возне

личивавме ОДНО1'О из IШХ неми нуемо приводит к умвлеввю другого.

С именем А . Н . Колмогорова справедливо связывается формнрона

ние фупк ввоввльной ЛИНИ И н ш кольпой мвтемвти ке . К нвчвлу еколмого

ровсков реформы" веобкодв мостъ существенного увсличени н роли тео

ри и функций давно явзрелв н бьете встречена с елинсдушвым пдсбре-
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ввем как врофессиоивл ьными математикам и , так и большинством учи

гелей.

Наступил мо~еит эйфори и - 1w.3Д!: отображен ия: отображен ие чи<.:e.n

в чнвлв (обыч н ые функции) , течек и точки [геометрические преобрв

:ЮIIaII И Я) , натуральных чисел в любые объекты [лоследсватеяьвоств},

конечных множеств 11 коиечвые МИОЖС<..7В !\ [ все понятия комбинатори

ки) , суждеви й в множество из двух элементов - иствив / ложь (логика

выоквзыван ий} н т. д-

Что же начало теряться? Прежде всего - это вагебрав ческа е иден ,
которые л ашвлись своего нзыхв и воля првмсвевмя . Первый конфуз

произошва с повитнем тождества. Есте•.этвевяое определе н ие тождества

.ллух выражен ий е одмпвковымв перемеввымв как равен..-гва ИХ зпвче

Ilиii вв ооще !!: обаасти определен ия сразу вызвало всзможностъ объяв

аятъ тождеством неяолвые равенства типа~ = V'Г="X, Н О вал и ч ае
таки х курьезов всерьез ве воспринималось. Однако в школьной првнтв

ке пресбрвзоввп ив рациональных вырвжевий п решения уравнений (7~9

клвс..~:ы) появился такой серьез ный вопрос, который MhI поясним на при

мере.

Любой человек скажет, что равен..-тво х + 1 = ,,2 _ 1 я вляется тож,-,
дес-твом. 0 110 выпол няется ДЛИ любых :r i- 1.

Л 6 "2 _1 .,,.. ,,~t,,2t .. tl .
нвлоги чно тождеством уд= И равенство ,, -1 ~ .. ' н ,с.;пра-

ведхивым 118. ТОМ же мвсжествё . l:A.:.ли А = В и В = С, 1'0 А ДОЛЖНО

раннятъсн С. Разумсстся, равен..-тво х + 1 = ..~t:22Л" "'1 является тож
дес..-ТНОМ "а том же мвожестне. Однако обе выражения определен ы при

ж = 1. Будут .111 совпвдвтъ 11Х эввчеиая "1'" х = l ? С ТОЧ КИ арен и и

теори и функциlI - веобязвтеяьно , с точки зрени я алгебры - безуслов

110. В ал гебре рапвоиваьвые дробll не рассматри ваются как псстаеши ки

эи вчевв й рвциоквдьвых фуакцвй . Равенство G= ~, где Р, Q. п , S 
многочлены с любым числом букв ( П 11 S - невулевые маогочхены } , в вл

п-бре еовимвется как формальвое равенство [еовпвдение] многочленов

р . S = п · Q . Трввзи-гивяостъ равенства дро(:>е й ставовмтся теоремой ,

которая фактически былв 11 школьном ку рсе влгебры .

Явное обсужден ие лев и и грвдцев с Л .Н . Колмогоровым этого казуса

при вело It ивп исви ню им эемсчвтельиой статьи ''О школьном опрелеле

нии тождестве" [11 .
0 ;1118. из моих всп врвнтск (л. Афоньк инв] ввписвав и успсш во авшв

тияа диссертвпаю не тему об ва гебрвическ ом и функциоивль ном под

ходе Ii школьном кур....е м:ате~8. ТИК И .

Я при вел только одни пример . вллюстрируюши й рвзияцу В назва н

ных подходах . На самом ДC.II С вопрос доствточио глубок И , к ..ожвяен и ю,
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мало известен уч ител ям, потому что .лмния на "вымыввнме" И ;j ШКОЛ1,

вого курса влгебра ическ их идей проходало Ж;(' ~ПИ 1'0..... 1>1 . Могу инш ••
сказвгъ. что такие ввжвые вещи как влгебрви ческое пониман ие си ммет

рн и , сим вольное исчислен ие , трвктовкн операций 11 их свойств почти

исчезав НЗ курса.

В "леин нгрвлских уч ..61111 к II.х", благодаря влиянию Д. К. Фаддеевв н

его школы. ва гсбрвическвя ,,1" I I"Я сохрва ялвсь Н Дое111.ТО'II/0 пол ном ва

де , 11 0 эта )"'0011"1(" не были широко рвсв рострввсны. Отметим , 'по

Д.К. Фаддеев для ''1I 8. IW.,llС IIЮI мостов" предлож ил ьключвть (с ДОК8

зательством} следующую теорему: если мпогочлеаы J-' 1{ Q (<.: любым
ЧЦ<;';'10М букв , 110 с козффиииешамн 1\ бесконечном поле, напри мер, Ч И<.:

ловом) имеют равные эввчев и я во всех точ ках, кроме нулсА ноксторого

венулевого многочлена П, то 11)( зи вченмя равны и в этих нулик .

Биб..lllщ'ра<jНI ЧI..'СКIIЙ сиисок

1. Мвтемвтвкв в школе, 19&6. - Х. З,

Обучение у чен иков в школе и подготовка У ' I И1'('Jlt, rl н вузе

//.Х, Розов

Преамбуна

~Ы хотел и б", вред....гавитъ Д,1>! обсужде н ия некоторые предложеимя .

квсающиеся как средн ей общеобраэов втельной ш колы . тек 1\ педагоги 

ческого образовва яя В '.'Тр8НС.

При разработке предложен и й мы всходили 113 бвзвсиых аксиом:

- человечески й "'-001' не может нормвльио функцвови роввть без 1)(.'
гуля рв ых умственных уврвжиен ий и нагрузок . Обра.:ЮВDllll е и широком

смысле как раз и дает ту эффск тниную 11 пелен еправленную 11 8[·РУЗКУ.

треп ировху мозгу, которая обссаеч ивает его всстуивтельпое развити е.

Тем самым 110 большому счету речь IIДСТ О сох раиенв и челонечестив как

вида, о борt>бe проти в его деградации ,

- с ирагмвти ческой точки эреиия человек мв-юобрвзовввпый , с мв

лотрев мроааиным .\1001'0"1 слвбо осознает вровсхцдящес, медленно реа

гирует на него , плохо орвен-гируется в эвдвчвх и целях. затрудняется в

привятик даже про...тсйших решений , не ГОТОВ К восприятию нового;

- п редложеннн ДОЛЖНЫ не Op I1CHTHpoBII.TI....'H 111\ субъекти вные, tlll p

тувльные предс-геваеямн о "прввильной обрвзоввтеаьиой политике", а
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преддвгвть ИЩ"ТРУМСИ1"1'" для решения вонкретаых пробаем образовв

1111 11, которые выри совываются из резуяьтагов объективного (,.;таТИ <...7И

чес ього, оп росного) исследования реалий :

- при анал изе ф8К"1"()11 и ироекта роьаиии изменеимя необходимо вс

Хо..аитъ не Н3 "благих пожеланий", а из хорошо известного аоложея и я,

'П'О "любая политика 0<:'1'1. вроиолжение 3!<0110:l.!IIK"";

- чтобы Ч~ГО-ТО добиться , нвло учиты вать фуядвментаяьвые и нте

ресы уже задействованных JIIЩ И.'1I1 зав итороеоватъ новых людей, )"'111

тыввть эаковы человеческой ПО.:ИХИ!< 11 И сопм вя ьного поведен ия ;

- каждая проблема образования иравязвив 1< олределенаым эконо

мичесхмм еозможноетнм, к целям , местам , задвчвм, к субъективным

воззрениям или векомиетситвости конкретных JlЮДИМ, а качес...Т1Ю обрв

зован и и зависят только от ТОГО , кто )"'Ч НТ, чему учит и квк уч ит.

C P I ' l1l1 )1)1 общеобразовательиви школа

1. (0-;';;11< МЫ лепствитеаьно хотим решить - не нв словах , а " а дме - про

блему обеспечен и я o.:pe,.J.IH: it ШКOJIЫ НЫI:l)КОК1НI..'11ФIЩИpDllft!ПIЫМ" кадра

:>0111, необходимо, ввкопсц, печать всерьез зеиимвться обеспечением ими

джа 11 уважен ия к профессии учител я такой зарплатой , которая экви

вале нтна его особо ответстве нно й, очень тяжело " и достато чно нервной

работе 110 водготовке u воспнтвввю 6УДУЩ11" пеколений населения стрв

"Ы , пгвечвннцих заиросам ХХ I века.

За 1I 00 :JI еДIШЙ период прввленин Россвся тек н азываемые демок раты

ловояьно 6Ы\.7РО 11 весьма освонагеаь но рвавал или П<;Ю с ветему народ

!turo OOpa:IOI<<Lil IIH - от дошкольного до высшего п рофессвоивльногс. Те

перь 110 м эюгих городах очередь на место 11 дстскв й сади к 1111.11;0 звн и матъ
даже н.' при рожден и и ребе пкв, а совсем 11другой момент, Отаошеаис К

среднему профессвонвяьиому образованию фвхтическ к остввило стрв

11)" без Mo.'IOДI>l X рабочих И тех ников . СеР1.е.3110 был 06е....к ровлев арепо

давател г-с К ll й корпус музон - 110 "внешнюю" и "внутреннюю" эми грацию

его покинули сотни тысяч профессиоввлов , прежде всего - молодых И

ШIИбо..'If'e перспекти вных. Но в особенно тяжелом положеим и находится

средняя школа - 11 плане как калрового. так 11 :>OlateP l<MbIlO-техI.l И,/е.;кого

обеспе чения .

Иенокоп ''''К)" учи-гель был на Русв одн и ...! 113 самых уважаемых ЛК!

дей. 13 AI'jW I\IIH X, встречая у чи-геля на улице , мужи к и сни мал и пг впк и ,
а 6а6ы кланнл ись 1.1 пояс. Обра.10l!аl lllС считалос-ь гланиым богатс-вом "
вожделсн яой мечтой: даже пеграмотпые и иеимушве стрсмилисъ 110 ЧТО

61>\ то 1111 ствло своих дете й прежде всего обу чать. И в крупном городе ,



16
Глава 1. П.1е"аРlfЫf· ДОI<JЩФ",, ' А.Н_ КОЛМОI~'Р<Ж 11 "'''n''''a1'IIK4 ХХ

стсметия

и: в ..«влой деревеньке школе б l.oUl3 при тя гательным иен-гром ЗНRII И: Й И

культуры , пол ьзовалась всеобшей поддержкой.

Положеиве соврсмев ного уч ителя в Росси и весьма везаввдисо. По

результатам опросов. зарпл ата уч ителей остается недостаточной .аля

обеспечен ия ИХ квчеетвеипой рвботы и: '.:О&:Т1И' II IЮЙ ДOL'1'ОА IЮЙ жи:щи

В ввстоящее время осиовпые рв•.:XOA I>I ЛlO)I,с li - 1\& жилье, ноетому 111'1.11

более "ОПКре'ТноА едивицев измерении является "КК. метр жилой 11;10
щади". ПО да!IПI>lМ 1'(11.:":1"8.1"&, в 2{ю7 Г. средняя стоимость 1 кн.м ти повой

жилой площади составяялв 44630 руб. , так что ( о зввисимссти от реги

она) у читеяьсквя месячная зарпл ата "весит" от 0.14 до 0.8- 1.0 кв.м .

ПО данным ВЦИОМ (2008 г.] только 49% школьных уч ителей за-

118 1'1.:1 Н, что и х устраивает их соцнвя ьиое положение - зн ачит, каждый

второй уч итель ХОДИТ В школу без внутреннего энтузввзмв. Недофаяан

свровввне особев ис затрагивает интересы учи-гелей со стажем Работы

5- 15 лет - шкода тем самым отрубает себе возможность получать новые

молодые кадры. Между тем 1 7С"А, у ч ителей - пввсмовиого возраста н ОКО

ло 30% - предиеисиопного; тол ько 8% учительского корпуса - молодые

учителя 00 ..-твжем Работы в школе до 5 лет.

Сегодня, когда все и вся оп ределяют исключ ительно непри крьггые

денежные и нтересы , только ДOJ1Ж llая зврплвта может стнмул ироввть к

Работе в школе, квкую 61" популяризацию профессии учителя Щ..! 811

затеяли. Без рвликвльиого первоочсредиого решения проблемы оплаты

учителя Все мероприяти я [церестройкв педвузов, введение мвгистрвту

ры и npo"l. )..vu--r такой же эффект, как )" музыкаптои В басне И .Л . Кры

лова.

Наиболее популярна сейчае У руксводятелей образовви ня тема о ВО

.1011<':1(0),\ процессе - что нам надо "у НИ Х" переавматъ где надо " 11); ошст"

внедрять. Хорошо бы в первую очсрсдь лам персвить сировойский стви

.дарт оплаты труда людей , эан ятых обучен ием молодежи.

2. Есл и мы дейетвнгельно ХОтим решать ерсблему рвликального 110
вышеввя качества шхол ьиого образован ия , веобходимо всерьез обесио

коитт.....я решение м базисных пребл ем : научно обосновв ниые объем 1111'0.'11>

ной программы и содержавив каждой дисцнпл миы, ч С!харда 00 ".....,.311 
дартами", внедревне современных П':ИХQJIОI'О-lIедагоГИ"lеСКIIХ и МL'тоди

ческих рвзрвботок u облвс-ги обучення, воспатвния , еовремешгых обрв

зовательных техноаога в.

По данным моииторинга ~lI I ry, вбсолютиое большинство учагеяей ,

родителей, учвши хся 11до воловивы экспертов не "ИДМТ сколько- иибудь

заметных ПОЗИТИВНЫХ взмевенм й н ....нстеме общего обрвзоввиии . fi отве-
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тах респондентов выделяются : общее сияженме качества обрвзован мн

(54%) , усилевве всрввеш..-тва в получени и качествениого образован ия

(53%), ус-гв ревшве п редс-тввлен ня о миввмал ьном еодержвнии программ

школьного ебразоввиии (22%).
110 состоивмю вв 2007j2t.Ю8 учебный год я Ш!Щ.'1е ведлежало фор

мироив-п, 378 компотенций . НО каков результат? ВОТ один пример. 110

данным опроса В11.ИО\1 (2007 г. ) , около трети росси ян считают, ч то

... О>лl.ще вращается вокруг Земли. Не сзвачвютЛ II ЭТО, что "форм иро

кан не комветеапий" l".'()Ceд....-твует с дрему чей вегрвмотност ъю?

Сегодня тол ько леви вый не говорят, что наши дети в ш коле ч рез

мерно версгружены [ вв нрамер, р~чи А ДС!! Ь с-гар шеклвсс и в ков дл ится

в средясм 10 ч асов) . Однако "предметни ки" 110<.."1"0" 11110 требуют доба

нить им чвсы, в том ч всле и д,1Я неумся имо растушего объема свежея

ипформвци и , н школьном респисвв и и поя вая югея все новые ДИСII)I I!Л И

иы . Перо..-тро й ке школ ьного обрвзо ввн вя должна ИДТИ за счет н аучно

продумвиной замены теряющих актувяьиост ь сведеп нй (к больши нству

10 HIIX МЫ , праНJ\.R, очень привыкли и -грвдицяонно за н их держимся)

113 свежи й материал, ДI\КIЩНЙ развивающий эффек-т и свособэс-твуюшив

воспи-гвни ю "жи вос-ги ума". J1 особе нно - за счет ....-о крвщення немыел и

"101'0 числа зауч и ваем ых правил , фактов , дат, формул, которые есть 8
<.:пра80ЧН И К&Х, словарях . Интсрнете . На,ДО , вакоиец, осознвтъ. что дсзу вг

"Обогвщвйте свою пвмитъ ЗIIIЦI нем всего того, что выработало чслове

честно" навек ушел в прошлое .

Другим следс-гвием перегрузки школьн и ков является а врушевм е 1.:0

гтоя нн я здоровья осиовнов Mll.U.:1>I учвщахся. Но имеюшимся деяным,

то.1 1>КО около 10% выпускн иков школы ИК,,1ЯЮТО.;Н абсолютно адоровымм ;
количество детей , 11(' готовых К о.: ис-гемвгнчеекому пол ноценному обра

эовавмю, у вели чилось 11 5 раз по сравнен ию о; 70-80 гг, прошлого века.

110 ведь здоровье, физическое развитие - бесценное богатс-тво лю601"О

человека, тем Более - ребенка ; даже очень хорошо обу чеиаый, НО бол ь

ной :'~()"10дoA человек не сможет о IЮJlllоj\ мере реал изовать '-'ВО" знан ия

н жнзиенпые устремленин. Поэтому OД IIIIM нз важнейших IIрсд.метов в

школе должив с-гатъ физкул ьтура. Почему бы один день 8 НСДe.JIЮ не

оевободятъ от предметных уроков Н не отдать ФИ3КУ.1ЬТУРС н спорту, а

также экскурси я м н кружкам, художествеиной свмодентел ьвости н по

хцдвм 11 тевтр? Вместо этого покв ион вился ... учс611 8 К ПО физкульту ре,

так -ио Д('Т8 могут У доски отвечать: "козлом называется... ",
Говоря о тех , КТО уч ится В школе, нельзя отдельно не еквзвтъ о тех ,

КТО и школе не учится . В 2006 г. в РО<ХИН было более 2 млн. детей ,

Б.еЛ'ОША

!lРОС ЛА 8СКОГ О

Пf Д VНИВ f РСМ Н f i
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которые IJ ИГДС н е училась [включвя кв к беспризорников , твк Н тех, кто

жая В ееиье}, эта серьезввя проблема всзвиклв П (Х;•яе ТОГО, квк вмес-то

"Закона о всеобу че", предусмвгривавшего обязательное школьное обу

чен ие и ответствеавостъ за укловеаие от него , ввшв Думв выдумала

закон ..о праве на образован ие". Нужно срочно п ри нять меры к тому.

'1тобl>l защитить детей от нет-ра мсгвгк-гк , датъ и м lо М !!. I I И" 11 том объеме .

который соответствует их возможностям 11 психологич ескому ~:ТИТУ<':У ,

З. СлабоА эффе ктивности 11 невысокому качеству учебного ироцес

<:11 В школе 11 эивч ител ьлой мере <:пос.:О&.:ТНУЮТ и многие иные фвхторы ,

которые хорошо взвествы , "О научно разобра т ься t: вя ми МЫ все так и

не соберемся . отсутствие вслиоцсвиых учебн иков и допссшитевьной ли

тературы дл я школьни ков , ведоствточ иое ЧИ":''10 мстодичсск их пособи в

для учителей , песовременные методики обу чен и я , иемысл и м вя п рсподв

ввтельская нагрузка и многое другое.

Оерно , что профессвоавл ьный уровень час-ги уч ителей невысок . так

как ОН И не обогащаются вовымв ведагогаческвм и И мстодв ческими Д()

стижен иямн. 110 восмстрим во-человечески : всегда л и уч ител ь , дающи й

20-25 УРОКОВ в неделю [полторы с-тввк и}, вьеюлняющяй еще I1 другие

обазвяности (не забудем и про его ли чную жизнь] , в состоя н иис истемв

твчески повышать свою кввлифвквцаю - иэучатъ научные ки я ги , овлв

девать новыми -гех апдогиям и , осаав ввтъ передовой опыт? Постоянный

профессвоввльный рост можно обеспечмтъ ТО,1ЬКО после п рииити н и в

учнс обоснованной 1\ гумепной нормы препсдаввтёл ьекого труда .

К п роблема повышен ия квалификации уч и-гелей нельзя 11(' «опой

тн И с другой еторсвы . Ежегцлно у 11111.: звщищвютея соз-ии дшх.ертв

ЦИЙ по селегогической проблема-гике, 110 бол ьшинство из II ИХ пишутся

яв абстрактные темы, остаются иедоступиымм и вевовмтиымв прввтв

кующему УЧ Ителю. Рекомендаци й , нара6оток , учебни ков. методи к длн

шксльвв кв Н уч ителя из всех эти х соч инени й проистекает ч резвычайно

мало. Следует резко усилнтъ IIpaKTH KQ-ОРIlСНТИРО"flIIll УIО . ирвгмвтиче

скую компоненту нсеведоввгельсквх работ, постоянно и меть Н аиду эв

дач и совершенствовани я содержания школ ьного образоиаим я, потреб

110 ":1' 11 преводвва теля в конкретных советах. Н книгах 110 обучению И

воспитви и ю, и впвсввных доступным И:.!ЫКОМ.

Уровень образовании и знвчитедьной с-тевеа и зависят 01' доброка

чествевности учебной литературы. К квнгам . ирегендующим н в звание

"учебни к", должны врслъяваятъся очень жесткие требования ПО 1....-ем 11 3.

рвметрам: подбор ксллек-ги вв авторов , безу коризненность содержан м я,

соблюден ие .дндакти ческих п ринципов , методическое искусство . с-гил ь
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и грвмотнсстъ изложения , н влвчм е I!нформаЦИОНllо-компыотерRО~ под

держки " Др . Подготовку учебни ков пора преврати-гь из мелкого ремео

лвдля желающих в круггное п ром звсдство: уч ить хорошо и по-ссвремен

вому - звдвчв, непцд-ьемнвя для вебольшого авторского коллективв, ко

торыв ИС 8 ссстса а а в выстраивать все ДИ И И " современного обрвзоввавя

11 сбал ансирован ную и оптим изи рованную систему.

Специвльяого НННМ8. Н ИЯ т-ребу ют школ ьные библ иоте ки, Вопрос о

создааи и t.:11I1<.;K08 обязатсвьиой рассылк и КННГ по эти м библиотекам

особенно актуален для ШКOJI 11деревнях, поселках , вебсаьших городах,

Школьни кам ПУЖНЫ не только учебн ики (включая весьма необходимые

и все н икак не п ри виввющиеся у нвс вудиоучебви ки по риду диспиав к в],

110 и допсл и итсл ьнан учебная л игервтурв, умные, добрые. рвзвм ввющве

кн иги, нвучио-повулнрные журнваы, двскм. Л все это стоит весьма до

рого н , к тому же, вдал и от крупных городов все это купить почт"

невозможно. Л как уч атель. работающи й В "глуби нке", может доставать

вктува ьную методи ческую ли теР8'Т)'РУ 110 свецввльвоств, книги по со

временным методакем преподавания , об опыте лучш их ведвгогов ?

Сегодня стало .\10Д111~ говорить О 1"'0)0,1, что ведущим инетрументом

школ ьного образова н ия все больше сгввов атсв Иитерн ет: уче н и к может

получать осе знан и я и з сети, '1'1'0, к ..лаги, парвля еяьно развивает в нем и

ввжаый н авык работать свмостоятел ьио. Л ПОТО»!)' УЧИТСЛ Ь-Н редМетн ик

оттес няется 118 второй план - школьник нз Инторвета , мол , почерпнет

гораздо бол ьше ТОГО, ЧТО ЗИ!\€Т п реподаватель, Так ие вслювтари стсхве

зая вления весьма опасны дПН школы . И нтересно , откуда уверсв востъ .

что у чсникм будут в менио эполучвтъ знвви м", а не сидеть в "клубв ич вых

гвйтвх"? К ак оии будут самостоятельно отделить фундементвльвые све

дени я от л юбопытных, ПО второстеиеавык деталей? И есть .1Н гарантия ,

что у чени к, иензлюбивший математи ку, через и ятервет ее полюбят?

Широко обсуждается н ужс реал изуется в разных формах идеи о

лаквклвцм и "мвлокомелектвых сельск и х ш кол" под предлогом "аково

).! И II бюджетных средств". Не до ковцв ясно . как будет реализоваяв про

грамма трннспорти ровки сел ьских дстсй нв ввтобусвх в райцентры , еелв

учесть российские дороги, рвсстои и ня. ЗИМ"' . Между тем , школе всегда

была в иебояыиих васеденных пувктах очагом З llЮl и it 11 КУЛ ЬТУРЫ. По

ч и сто чеяоаеческ им врич инам деревня без школ ы сбречеив па постепев

пое вымврвнис . Н страве 8 знаЧ И1'СЛ ЬН ЫХ объемах ведется восставовле

иве , рествврацни н строитеяъсгво храмов н церквей . Неужелн есть люди ,

которые не пои в мают. что образован ие 11 не меньшей степся и определи

ет уровень рвавв-ги я цивилвэвции в стране , гарантирует перспеклавы
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р1l....эвв гня культуры И нвух н (а зн ачит, н экоиомв км } , является гл ввным

богатством Н основн ым отлич ительным качеством Ьошо sapiells'!
Существевно . что школы Н 0 1'1'3.111>1 уирввленая ими испытывают СК:Т

рый дефицит высококвилифииированных ~1("Недж~РОВ , способных п ро

фессяоввльво 11 компетентно организовать квчестненную рвботу. Факт

остается фактом: сценки совремеи ного состоя ния упрввлсния оБЩИМ

обрвзоввпием, п ропедур вгтестацаи , лицензирования '1 вккредвтвпии

школ, сформированные на безе 101111'"" 1' учителей и PYKO»OДH1'(>JleR ШКОЛ ,

учвщихся 1'1 их роди телей , работодателей н самих управле нцев , имеют

за последам е ТРИ года отрипетелъв ую .динамя ку.

со средне й школой верварывис связано н другое звено народн ого об

ра.зовання - о.:реднее врофеосвон вльвое обрвзоваа ие , УЧ llТl >l Шl. IOЩсе 01:0
бенеости н возможноез-а большого контвн геитв умвшихся Н являющееся

масссвоя ключевой формой подготовки кадров для ревяьвого в рояэвод

ез-вв. Важно обеспеч ить учащамся этого звевв получение полного сред

него обрааованин. Однако неприемяемым является тот факт, '11"0 для

них не рвзрвботавы специальн ые программы такого обучении , не создв

вы свецивльвые учебн и ки общеобрвзоввтельных лисцвпп ин .

ПС/1,8 I'ОГИ 'lсские университеты

1. В каждом регионе Россия обязатеяьво аеобкодим по крайвей мере

оди н педвгогнчесх вй у ниверситет (НН!"'"1."Итут ИЮI, Н крайнем случве , 11e
дегогнческ нй факультет мес..твого класс и ческого ун иверситета ) , обесие

чквающв й уч ителя ми школ ы PO:f1 101I3, особенно 11 сёлвх , дереввнх , рв

бочнх 1l00000K3X, небольшах городках .

из 60 тыс. общеобрвзоввтельвых учреждений J->ф 2/3 ооставлиюз

сельские школы. Детям '11 глубмике" ДОЛЖНО 61./1"10 гарентм роввяо рви

вое 1; городскнмк в рвво Н 3 получен ие качествениого обра.зовав ня . 110 1,:1

выпускни ков аедегогичсского ун иверситета ( нл и клвссичоского универ

ситета.) КррШЫХ областных центров вбсолютпое большинство f.:Д!,,JIaeт

все возможное ( и иевсзможиое} , чтобы в село пе иоехатъ. Тол ько реги

ональаыс педагоги ческие вузы сМогут обеепеч втъ подготовку уч ителей

для региона НЗ местных же кадров, прежде всего - длн школ 11сельской

мествссти . вез исвсемоствого 11 "поголовного" обу чении детей в регвове

невозможно его ив-генен авое развитие , 0 11 обречен нв провябаиие.

Имеет смыел тире кспол ьзоватъ "техвологвю фмливлов", когда круп

вый областной ведегогнчески й уеаверситет имеет- филиалы 8 мел к их

городах обл асти и обучение осуществляется "на месте". При <.: 11стемпти

ческой работе 9ТО будет <.'1I0<:0(><'"1."808a1'b подъемууроввн претщдвнания и



одновремен но сбсс-иечит доступисстъ образования . Кроме того. студен

ты волучат воэмож н остъ "жить 8 родных стенах", уч иться. НС выезжая

нз родного города . И поетому У Н НХ появится больше '-'ТНМ)'ЛОВ оствтъся

работать "на малой родине",

Секрет пслишипеди , 'по еей чвс мусси руется такая ради квльввя идея :

сущес..твенно сократ ить число педагог ических вузов [скажем , ОС"ТаВИТЬ

1()..1 5 таких вузов на всю Россию) , а остал ьные п реобразоватъ в М е..."ТНЫС

филиалы ценгрвльных клвсси чоских уаиверсмтетов илн вовсе закрыть.

Моти вировка до боли знакома н етвнлартнв: экономи в бюджета, сявбый

уровень иреподавании 8 целом ряде педагоги чески х вузов. малое число

выпускников , реально идутпах рвботатъ уч нтелнми в школу,

Нач нем с того , что никто 11 не собирается спрвши ввтъ мвеиие налсго

плательщика, 1. 11. Дf'IIЬ ГИ которого , собственно , 1. существует вся система

образоввияя, готов л и 0 11 отквзат•.О.;Я от такой формы обучев ия <:ВОИХ

детей и подготовк и учителей для своих вну ков .

F...:л и думать О будущем стрввы, ТО, 110 большому счету, именно обу

-и-вие Н педагогическом Н)'З(' является овмым демократич ным способом

ириобщвтъ молодежь к :щаlIlНI М 1I культуре , прастуавть , в аковец. к ре

шеиию проблемы повьапен ня уровни циввлизапии вароде. И пусть 8 1>1

пуск н и пв восяе педагогического вуза не вошл а в школу в растит дома

Д(")'е Й - У этих дстеё сбразоввливя , умеавн и кул ьтуревя мать, знаю

щая ведвгогику, псвхолстмю, приемы восвитания , а потому способная

вырастить физически И умствеиво здоровое И рвзнк-гое покояов не.

Сокращение ч исла обучающвхся В педагоги ческ их уни верситетах 
таких студентоп весьма эвачительвое ч исло - может иМС'П> Н серьезные

сопи ильн ые воследставя . В связя с постигшим 1111<: экономичоски м КрИ

ЗНООМ Н некон-грол а руемым сокращоа кем рабоч их мест молодежь будет

попплня-гъ врм кю безработных, окажется 1111. улице :111. чертой бедаости

и 11 конце концов может взяться за "оружие пролетвриата".

lЬт факт. что еяишком многие выпускни ки иедвгогических вузов

не хотят работать 1.1 шкцле, не явл яется "вввой" эти х 6)'ЗОВ . В Россвв

провозглашеив "рыаочивя экоаом икв", а потому и оцен иват ь этот факт

нндо 110 ры ночному критери ю: ч исло жел вющвх 11ДТИ 11 школу прово р

циопвл ьнс той зврплвте, которую правительст-во платит учителю. По

этому мап-мвт и к и уходят 11банки работать Н8. компьютерах , преиодвев

те., и ИlIO'.:траНIIЫХ НЗhlКОII - и фирмы ПСРСНОД'IИКII.МИ , фвэкуаьтури икв

- охранни ками В рестораны, клубы н кази но. Ведь понятно. есл и бы зв

работок мв иистрв составлял 10000 рублей в месяц , едва Л И нашлось бы

много жеаеющвх сесть "а этот "'"1')'Л.
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2. Для обеспечения учителями школ 11 сельской местности необходи 

1>10 .аля уч ите.". С" ЭТЦХ школ восетвиовитъ t:УЩС'l..-гвовввшие яьготы (так

безстветствевво отмененные] I! ввести обучен ие местной молодежи в пе

дагогических вузах 110 фмиапоовому коитракту с тссудар•.лиом, который

гвраитврует мвтерявяьяое обеспечение 11течение уч.'6I>l при обяэагель

стве, скажем , три года работать в иредписвиной школе.

То.1ЬКО такие коикрезвые {и, кстати , рыночные) меры МОГУТ 3 11.1111

тересоватъ молодого человека н сел ьской школе, водтолкнуть его п ойти

туда и там оетатьси , тем более , ,, 'ГО в сел ьской мсстнсстн е<..'ТЬ ~u<'7It.ТО'1I1O

высокая вероятность ислу чсиия жи..п ья". И тол ько такие меры позволят

реал ьно измен ить отвошсмве молодежи н общоственного м нения К про

фессан уч ителя . Без ЭТОГО все останется, как прежде: 11 псдагсгмчсские

вузы будет приходить далеко ве аучшвя Ч;Ц.'ТЪ выпускников школ , 11. па

работу в школы будyr ПрИХО,;\ИП. худш ие выпускники Ilсда roгнч et.:к их

вузо в в ведостаточном коли честве .

З. Для формировани и кввлвфиц ированиых учител ей (грамотных

предметни ков И вдумч ивых восив твтелей ] следует в первую очередь

укреп ить педагог и ческие вузы квал ифицирован НЫМИ прсиодаввгея ьски

ми кадрами по разным диецвплмввм , прежде всего - за счет выпускни

К08 вспирввгуры K.ilI1<..-сическ их У ll llнерс.:ИТСТОII,

Научный потенциал так их выпускников особенно важен 11 педагоги 

Ч С\.' К НХ вузах , оообевно региональных . Однако эффективнос-ть работы

этих выпускников зависит "е только от их высокой научной квал ифы

ЮЩНН , НО И от и х ПОДГО1'Омеюн)С..тн к преподаванию в 8],,1' ;1111'11 школе.

Между тем, псикодого-педвгогическ ой подготовке к работе в I\Ы ('шей

школе вевирантурв клвсемчоск их уи и всрситетон внкмвние удолиет явно

недостаточное ,

lI а реше н ие это й пробае мы в клвссичес к их универс итетвх иапсле

11 8 ловолнмтельивя обрвзоватеяъввя программа "Преподаватель высшей

школы", которая , однако. реалиауетея 0 '11'111. иевктивно н свнзв С от

сутствием у аспирантов временных возможностоя (неревяьно коротк ий

срок вспирвнтуры , необходвмостъ подрабвтывять и др.] . К тому же, так

и остается открытым воврос 06 нсточни кях ее финвнси роввиия .

Радикельное рсшеи ие ааободвевного вопроса О подготовке аспирин

тои К врепоааиаиию 11 вузе состоит в ТОМ, чтобы 11 п рограм ме 1\t: Ill I РИIIТУ 

ры л юбого вуза ироп иевтъ как обязател ьные 11c.· HXQJ1O!'U- III';II.IIoI'ОГII'ICl:К IIС

курсы. методику 11 првк'гмку обучения своему предмету. Кстати , 0<:1\0(.....

иве О<:НО8 психслог-н и 11 педагогики предс-тавляется важной првгмв-гнче

с l(oA комиовентоя обрвзоваи мн , востребованной сегодни работодателя-



м и, необхцдвмсй для еемейиой жизи н , для кул ьтуры контактов t: ; 110)1»

ми И потому не лучше .111 звмеиигъ имеющи й абстрвктиую ценяость

вспврвитскв й м ин имум по Ме"ТОдо.10ГИ И И философи и lIауки "а прагмв

твческ в актуальный IЩКJt психологи и и иедвгогик и?

4. Для формирования выеококвалифацирован в ых учительских квд

рсв н а "предметных" фвкулътетах педагогических ун нвсреите-гов вооб

ходимс учредитъ двух годвчиую магистратуру для наиболее перспектив

ных бвквлввров.

Такая мвгистратурв должна бесплатно двввтъ .аопол нигельную (К

"предметному' обрвзоваиию) ведготсаку 11области всдагогикв ; асихоло

гмв: теори и 11 првкт ики воспитани я; методи ки преподава в и н; обрвзова 

тельных техвологяа: менеджмента , организаци я, экономики и иревового

сбеспечсвая обрвзоваи ия; врсдусмвт рвввтъ педагог ическую стажиров

ку, освое н ие навыков всследовательско й работы. Ныпускнв ки магистра

1'.)1'}.I будут пслучвть леги гимвый документ с формулировкой "Магистр

образования . преподаватель < предмете>".
Предлвгвемвя вл ьтсрнвтивввя формуаировкв "Магистр педагогики"

является иекорректиов. Лтрибут мвз-встрв лолжен еоцровождвтъ НС раз

де.1 науки , а обаесть деятельности: педагоги ка - н аука , 8 деятел ьность

- :'ОТО обрвзоввн ме. "Магистр фазн к и" - человек, который может осу

ществиять дсятельвостъ В облас-тв фили ческой II!l.Y"'I. А "Магистр 06
рвзоваи ии. Щ>СПОД81,а-те.'1Ь физики" ~!ОжС'Т осуществлять деяте.1ЬНО<.'ТЪ

в области обрвзоввв и и - в рсподвввя а я фиэвки . Идея использонвтъ на

прввлеиие "Магистр педагогики" специ вльнс .для поцготоаки управлев

пев нервзумнв : 11JК0-1e необходимы в первую очередь отли ч н ые предмет

ники , и магис-тр (11 ТОМ числе 11 работающий управленцем] обязател ьно

до.1ЖСИ бьп-ь образцом предметника высокой кввлифи кацви .

Лучшие выпускники магистратуры педагоги ческих ун иверситетов

смогут эффективно работать преиодвввтепям и в старших классвх , в том
ч исле - 11 8 п рофяаьных шкслех .

Кэшссическио у ни верситеты

1, Необходимо обеспеч ить возможность ..-тудентвм всех факультетов кл ае...
сичес к в х у ниверсигетов . парвалельн о с фувдвмеитвяьной подготовкой

н IпfiрвюЮI\ и ми Н8У'1II 0А обл вети, .доброволъяо И бесвлвтн о получать

доисл и ител ьпо IIt: НХОЛО I'О- педвгоПl ЧС<; КУЮ и метод ическую подготовку

11 рамках обрвэоватеаыюй программы "Преисдвватев ь", для чего надо

расширят ь ч исло факультетов веаагогичес кого обрвзоввн вя кдасси че

ски х уни верситето в . Слсдует безотл агател ьно решить оствющи яся 01'-
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крытым воврос 06 источииквх финансировании сбучеимн Ж.:СХ желв

ющих студентов-бюджетн и ков нввссических униве рситетов 1.71)11.111.01 110
ЭТОЙ дополнател ьной программе .

Существует такая точка зрен и и. что 11 школе может без проблом

рвботвтъ инженер 11 экономист, док-гор lIау" н вчерашн в й студен-г - И

вообще преподавать 11школе может каждый 11 чем больше будет таки х

"уч мгелей" - ТСУ. лучше , тем богаче "1I1I.1 111'I)I1. возможно.-тсё". 'Гвк МОЖС'Т

думвтъ ТОЛЬКО ТОТ, кто давно окопчма школу 1\ с тех пор отк ры вал ее

дверь рвзве что для офицявяьиого визи-га , кто не понимает. что васто

ищес преподавание в ШКО.'1 е - очень тонкое 1i<.:" YU.-твс Н весьма тяжелое

ремесло , требующее, как н все настояшее. специал ьного н кроиотл ивого

обучения.

Классически е уа иверситеты в ред..-тавляют большие резервы для ре

шеиия пасушной пробасмы формирован ия высокохвааафмцмровеииых

учител ьских ка,..РОИ. Речь должuа И иераую очередь идти о врсподввв

гелях ДЛЯ старшей ШКОЛЫ ,,It.IIИ ирофильиых клвссон. JL'I" специвлизв ро

вввных школ о.; углубленнымиэучением предмета, для реелизвпив вне

урочной работы, прежде всего - с одврениым в учвгцимисн . Именпо рв

ботаюшие в школе выпускники клвссическвх ув ивсрси-гетов , имеющие

глубокие н ауч ные зи ввм я I! навык к и сеаедовательской работы , моту-г

рвдиквл ьио решать воврос о действенной ревл изации программы про

фил изаци и ...-гвршей школы , осуществить обучение способных учвшихся ,

обеспечить так ие инновационные концепции учебной деятел ьпоети . как

по ио.;ково-- ",.:о.;лсдоватсльск8Я , просктивя , кои ...1·РУК1'О 1"· К8.М И др.

Однако н адо подчерк нуть , что кавесичес к ие ун иверситеты 11привци 

пе не могут замснить псдвгогические вузы 11деяе подготовк и уч и-гелей

для мвсс...сво й школы и потому не должны рассматриваться как вль

терн вгивный ис-то ч в и к педагоги ческ их кадров. Нвпркмср, при влечеи ме

выпускн иков классических ув иворс атетов к работе" начальной школе

является рвсточ нтел ьсгвом 11 , кроме 1'01'0, невозможноиэ-зв ведостаточ

нов сиепаельнов подготовк и н возрастной психпяогив , методике обуче

НИ М М..падших школьни ков И специфи ке ИХ восп я гвния .

Финепси рование ерогрвммы "Преподаватель", которое до сих пор

остается проблематачным должно обеспеч игъ обучеи ве сгтудеитов 11 ее

рамках именно на беэспаегноя основе , что, поми мо подгото вк и IICДIlI'O

гв ческа х к вдров , будет <.:ОДI: Iiс-гвсватъ социальной шщлсржке мелосбес 

печен ных студентов (о освовном 01111 И идут 113 фвкувьтеты исдагогвчо

скогс образован ия}.
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2. ,,'1,л н формироввн ия I\bl';ОIWКИИЛИФIН1.ИРОRИЩН.I:X кадров широкого

профиля ддя школ необходимо уч редить нв факультетах педвгогв ...еско
го обра:ЮР8НИН к., ...эс и чес ки х универс итетов двухгод ячную магистра 

туру ;1.1 101 верспектввп ых выпускнико в всех факультетов универс итета,

заверши вших пврвллсльво обуче ние и по сбразоаательно в я рограмме

"Преиодав атель".

эт1! ма гистратура должна бесп латно давать дополв итсл ьвую тео

рез-аческу ю " прантмчссную подготовку 11 облеств ведегоги ки " 1:1<.':11

хпдоги и; теории Н првкти ки воспитании; методики прсводвввная пред

ме-та; совремеиных обрвзоввтеа ьвы х технологи й , прежде всего - инфор

мвцнонно-компьютери ых: менеджментв, организаци и, экономи к и н п рв

!ЮНОГО обесиечеН Ня обрвзовав ии; предуемвтриватъ иедагот-ичес ..ую ,,"Т8

ж ировку. Вьшускяик и магистратуры БУД)"f полу чать легигимныв до

кумент с формул ировкой "Магистр обраэоввния, прслсдаввтель -с пред

метв> ". Альтернвти внвн формулв ровкв "Магистр аедагоги кв" является

векоррсктной, 1160 за две год<!. обучения вевоэможно изуч ить педагоги

ческую науку н объеме , допускающем такую формуямровку.

3. Все университеты, в том числе клвсся ческие, техв и ческве , техно

.101·H ческ ие , эконом ические , гуманитарные I! прсч., долж вн понсрнутъся

л ицом к школе, охвзыватъ (." с1.....гемвтическую содсрж втел ьаую под

держку.

Эra работа вузов ор иентироввив Н8 их же пользу - ведь именно 8Ы

пускп и к и школ заполняют студенческ ие вуднтории. В ВУ3а..'! любят го

воритъ О слвбоё подготовке поступвюших. Так может быть следует МО

бил изоватъ "'''011 интел ..гектувльиь...... " кадровые ресурсы н а нап исан ие

учебных 1I0000он А ДЛ){ шксзьвиков " нвучао-пспулярных tJуб.'1И Ка.ци!!, н а

проведение виохлассиых зан яти й " 110 и нтересам" и кружков , Н8 <.УГкры

тне векториев 110 вопросам н вуки, познвватсльпых 11 консультационных

свйтов, 1111. разработку новы х образс вате..льных методик?

К работе со шксльн иквми иоасаио в ри вдеч l, 11 их студентов - 0 1111бы

пол учал и важные ДЛИ БУДУ Щf' ii доятслъности навыки общеll ИЯ с Л IOДb

M II Н ор гаиизапи и квллективпой рабсты. В п роцессе обучения студентов

Н всин раитов веиедв гогически х вузов целосообразно также иредуемог

ретъ изучение психологии 11 педагоги к и , ...то повьюм-г всетребованностъ

выпускнико в 118 совремеином рынке труда и возвоя и -г более качествевно

форми роват-ь врепслвввтеав.......не кедры ДJl){ самой высшей ШКОЛ !>!.

Ссздаи ию 3,.'1;0 [)Щ\('l1'f) обществе я ного кл им в-га 11обеспечению комфорт

него самочу вствия свмого '1 е,'10",'КИ серьезно способствовало бы психо-
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логическое обрвзоввние мояодежи. Э'roм)' уделяется •..егодни вбсолютно

ведостаточное внвмва ве - при всех бесконеч ных разговорах о ТОМ, ЧТО

выпускп ик вуза лолжен быть ГОТОВ рабогв -ь 8 постоянпо меняющнхся

условиях , иногда стрессовых , должен быть мобильным , толервнтиым ,

коммунаквбельным , исмхологн ческ в устой ч и вы м . А водь Ж~ ')1'11 квчо

ствв не появляются спонтав но , их 11 ЗДО воспвтыавтъ, »<:е У.У Угому надо

сиецавльво учи-ться . Видимо, 11 И':ТУП ИЛО время серьезно 11 обстоятельно

обсудить вопрос О ТОМ , что разпые курсы психологии должны '-'ТаТЬ сбя

эателъным алементем программы любого вуза вв уровне федеральной

компоаевты каждого стандарта.

Вузы региона, объеди нив своя усил ия под эгвлой педагогического

уняверситетв, МОГЛИ бы принять вяодствориое учвстве в организаци и

работы по повышению кввлифмквики и переподготовке уч ительск их

кадров , предложив учителям содержательную программу 1: экску рсам и

В современные разделы звааий . Целью вереиодготоики учитслей должно

быть освоен ие ими современных методических ириемов , ипновеционных

аривпипов И методов работы . ПОЭТОМУ система пероподготовки уч ите

дсА должна вредствваятъ собой не как краткосрочные курсы , а ПР()Д)' ~

манную <:j'{,•этему корпорвтаввого обрвзовав ня , предусматривающую ре

ГУЛЯРНое серьезвсе обучение как теоретического , так и прак-гического

плвнв.

Информатизация управления кнчест-веэ м обризовятельпого

процесов ( на ПрИМСрС <I).RKYJlbTCTa информатики l' мнтомати к и

l\1rry имени l\f .A. Шолохова]

В.И Mcma:r.l)B , Е.В. Бахусом

Авторами выдвинута коацевция упрввлевия качеством обрвзоввимя , 11

котсрой уnравJICние mlJall:mуemcя t>б" "l'очt'СС, к и роекти рсвению 11 п ро

гнсзяроввпию которого оиерацвонвлыю вримснимы и вппврв-г технсао

гизвциа этого ПрСЩе<Х8., и ап пврвт его мнформатизвцв в , Естестневио ,

'1'1'0 идеологней ЭТОЙ концев цв и является интеграция иедвгоги ческих и

ввформвционных техвоаогий .

Обознвчвм сущес..твуюшие водходы к тракто вке категории "качество

обрвзовв и и я":

• "'ШNtle6О-Of"Ieрацts01INbltlIlОДХОД r>a'Чссmоо 06ра.:юоа/j'tJ,JI трактует как

определенный уровень ос воени я обучаемым ссдержвн ия сбразоваини ;
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• фу!11ЩUOtщдьtW-дeJ!me.л.ыwсmный rwdxoд трактует качество 00
рвзоваи вн 1I;1\.1< меру ревл извця в иотспан ваьных возможносте й л и ч но

с·T II обу чаемого н харввторизуется соотношением це.леЙ u ре.зУАыпаmов

образоввгея ьиов денте...lЬПОс-Ти при усло вии, что цел И задз,Н I>I оперiЩИО

ввльио н диагностичио;

• !'W.Alfh.·'nC llmlWC'f1lIW-ОРut'tlmUlЮОl!""ЫЙ водхсд качество образова

н ия оиредеаиет К81<. умения обучаемых действоввтъ па основе получен

иых ЗИ1Ul нА и возможностями выпуск виков быть усвешнымв 1:1 соци ваъ

НОМ 11 п рофесс ионвяьном плаве.

Н 0I.:1108Y нашей кон цепции положен фytf1Щ twli4.1ько-де .Nmе.лыuxm .

I j blй подгод.

Основные положении концепциие

1) 1I1ЮЧСССliыil ПОДХОД к управлен и ю;

2) организация у правлен ия сводится к 1Iрое"'"tJ1uроваliUЮ управленче

с1Ю1'О процессв:

3) предс-тавлен ве управлен ческого процессв в виде meXlio.40i!'tC"U!Ctwй

'"Ipmbl;

4 ) выделение 0<.:1108111:o1.X Jшpa.мt:mров yrJpatlAC!iUЯ, exoдtil>U' УЩ>идМIi 

"f.eCI\UX ff('~MC!iIjЫX и IIblXoдtf"'-Хnере.меННЪ/Хс точки зрения метошмогмв

нечеткого моделв ровавмн (ди ....кретн ые управле нческие реше н ия ) :

5) контроль за управленчески м процесеом через матрицу 5х5 "фytl l';

чtwll4.1 У"1)tJfi,A<' !·Ш.я ";
б) поетроеиве свстемвого МO!iuторtm.ю хода управлен ческого про

песса;

7) исвольэоваиие внформ вцяв, волучен ной квк результат фувкиво

иироввни я монвтори в ге, ДЛ И nptl lusmuя ynpo.lIJIC1'('U'Ck'U:( решенuй, 06ес

f/С'Ч u.вающu.т ЗаОО.НkOE' ,;;аЧ('ст6Q сбрвзовательного вроцессв,

В результате 11схледован ия инновационных возможностей граекто

Рltи врофессвоиаа ьного стввовхсаия спюпввл ис'Та на факул ьтете ивфор

матик« а математи ки Московского госудврс-твевного гумввитврпого у аи

верситета имени М.Л . 1110.'10;,;081' были внявлевы QCtц>вНые эm.anы t.lHtI(}

lIО'Цtw!щN.Х Ilрео6разouоtшil Y'U'61ю?v и ynpIOAeIi'lee"'-f'l"О проиессов:

Этап 1. I'взрвботкв .моОеJlи !/'U'бнОlQ щюцссса.

Этвп 2, Тсхнслогизвдия модели 11~1I."He педвгоги ческоя теХНОЛ О

гн и проекэиров ввия у чебного п роцесса ( рис. 1).
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Эnш 3. Рвэрвботкв модсАu .чеmoдu'«'Скot1 сш:mс.мw fllJC 'uЮа8аlitlJl.. В

этой модели функционирует ира в пипиваьво и ной главный управлев

ческий критери й ДЛИ привития управленческого решения - рвавость

между микровелью и результатом диагностик н , фиксирующей ревль

II I>I Й уровен ь освоеим и учаши мся содсржвп ия микроцеа и {рис. 2).
Этап 4 . Создан ие lCQМ'IЬюmeptWt) СЩf(J.('МЫ al1a.Aumu'U"c,;:oй обраГют

1I:U pe.3YAbmamoв всех duaгtweти..: , псзвол нющей получ ить целостную

карти ну квчествв обрвзовательаого процессв , которая харвк-гериаует уро

вепь и дин амику K8'1(',:T8 11. професс мспввьио й подготовк и обучаемых , а

также квч е..:тво профе.....-сиоввльаой деятельно•.:ТИ профессорско-препода

ветельекого с-остава [рис. 3, 4).

. .~" ..... ,

.~..J

.. , .
Риt:.3 Риt:.4

Этап 5. Построен ие .чnдeAu ynpatlМ'tl'ieCf>'O;/Q щючесса. С:Вf'.дение '-'С к

технологическов карте , которая ЧС"ТКО определяет процедурвую после

довагельнсстъ управлен чесвой дснтеаьноств [рас. 5,6).
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Этан 6. CroООtlШ' tmФОр.WlР..(ШnlnOго OOHII:4 дonусmu..цNЖ ynр1ВЛС 1l'lС

~ pr.UJJ"щ.сй раЗАu'mого УJЮmUl u дал.Zосро'/НOCfЛU.

Обращаем внимнвие вв два фуцдвментадьвых результата, вредстав-

лонных вышо:

ео-иервых, реал изовенная возможность трввсформаци и модели учеб

НО!'() пропессв 11 гехвояо гв ческую карту ;

во-вторых, несж в.лвнння Д.1я авторо в трвисформация "упрввл енче

екогс фуикииоиввв" и те же ПЯТНКОIdIШIlС НТliуютеХ IiOJIО I·IIЧf'-.;КУЮ карту,

Г~ЮМС вышссквзв иного:

1) то..'1>IСО nnCAI' 11pt'/.kтаВМIФJl любою 1IрочССса в виде <:OBmcyntwcmu

mеXlU1ЛQгtI,,~с,,"tIх !'>аР"', ..wж:no lIepcxoдu.mь " uнфор.цаmwачuu ущ.uв

АСНWI ICt1'1СС11lUо.ч;

2) I l l\са.лыt. \! результатом в итсгрвпив впформвпмониых н педагоги

ческ их техпологи й я вляется ссздан ве общонвучпого фувдамевтвзьного

и яструмеитврвн , вдевватно и ун иверсально моделирующего все иедвго

ги ческ ие 11 уирввлевчеек ие ситуепиа обреэовательвоео п роцесса;

З) новы й мнструмсптарий естествен но требует от ППС соответству

ЮЩСЙ utlформачtюtЩ(l-~'U'СtwiJ, " YA bm ypt.< ,woOeл.ЩЮQЙI1tu1 как

учобиого, так 1I управиевчсского пропессов . А это уже фмвософвя фор

мироиавня и «гпоаьзоваиия человеческих 3 1111.11111\ и ресурсов.

ДО сих пор в многолетвей иву чвой деятел ьности акторы и ....поя ьзо

I,а,,1 11 методологию класснчес кого ..- и стем иого модел ароввни я и все "10

дели педагогических объектов , внедренные 1< мессоную пректв ку, были

построены на это и метоаологви. Одивхо , все отчетливее I! НДНЫ огран и

чен ня этих M(VLe.'ICI\.....вязалвые с:

• н еяснос-тъю 11 н г-четк н м и границами педагогической систем ы;
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• Ilеод!lозначнос..:ТЬЮ семва-гнки ОТДСЛЫIЫХ lУ:РМИIIОН при построении ,

как коапептувльной модел и так и Н II•.-грумеитваьной модели ;

• веволвстой мсдельаых представлев и й о сложной педвгогвческоё

сиетеме п ри постановке Н рёшеи ии еявбоформвл изуемых П f'Oб..1СМ ;

• невозможвостъю учета всех релевввтных особенностей рсшвсмых

I1роблем ;

• вротавореч евостъю и сяебоё фупкииоавяьаой взаимосвязью от

дельных КОМIIОНСНТОН псдвгогичссквх св ...-тсм;
• веовределен востъю наступления и вевозможностъю врогисзирсвв

вив некоторых событий , отвссящихся к возможное-г" вахождевия Ш·ДII.

гогической снетемы в 1'0),1 или ивом состоянии.

Метсдолсга я нечеткого мсдел вровввн и ве замен нет и не вскл ючв

ет методологию сиетемного модел ирования , а тол ько конкретизирует

посяедвюю к 11 РСЩаху построевив я использовании нечетних модслей

сложных СИ<.1'еМ И пропессов 11 образовв-гельной сфере.

lfе'<еtnJШJI ...wдrAb это иаформвимонно-логическая мсдсл ь системы ,

построевива па теории иечетких множеств я нечеткой ЛЩ"IIКИ , н 110380

яяюшвя учитыватьроль И функции чеяовеческого фвкторв.

ПИ(ЩИОГрИфИ'lес:к и ii сиисох

1. M01UJ:XO(J , В.М. Введепие в теорию иедагогмческлх техпслогв в

[Текст] / В.М. Монахов. - Вол гогрпд; Изд- во "Переменв", 2[)()б.

2. БахуСQва, Н.П. Н екоторые концситувяьныс вопросы ивформпти

запив упрввлев ия качеством образовательного пропессв [Текст] /
Е.В. Бахусова / / Мвтеривлы 17 международной коифереаци и -мь.

тематика. Образован ие". - Чебоксары, 2009 .
3. МО1ЮХОО, В.М. К вопросу вспол ьзовавм я методологии нечетко

го МОДeJ1ИроНIJ.НIНI при информатизации педегоги-гески х объектов

[Текст] / 13.Ы . Монахов / / Мвтеривиы 17 ,,:ежд,уНI\JЮAНОЯ конфе

реНЦИ И "Магемвти кв. Обрвзоеенмс". - Чебоксары , 2009 .

Джуэеппе Пеано И российское матомнтическое сообщество его

времени

С. С. Де.м.uдов

1, Псд(j(.РUf1IR-ЛЬН~ за.ц.еЧnJlu.я . Такая- темв поя вилась В моих звия 

тмнх 1;,;1)"'1<1- '1110: известный мтвлья всквй истори к мвтемвти к и профессор

СИЛЬ8ИИ Роэро преддожила мне выступ ить с докладом ца эгу тему нв

коаференца а, посвященной 15О-.11~ИЮ \.:0 двя рождения выаяющегося
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мвтемв-гнкв, 1{0000ра.я прошла в октябре 2008 года в Турине. Более того,

он а Ч'1,f'.ла.,.18 мне замечательный подарок - 0 111' ирисла.лв мне несколь

ко D\'D-ди<:кон, содержащих материалы из арх и ва Дж. Пеано. Когда я

возавкомвлся о ИИ !>!" , 1"0 предложенввя За.;.1.аЧ8 поквзалвсь мне, с одной

стороны, очень ирявлеквтельвой , с другой, не сл ишком обремен итель

IIOЙ - Я 1I000al'lVI , '11"0 подroтoНК8 ДOКJfI\Д8 З1\Й Мет совеем Il eMlloгo Щ.)(.'~l еНI!

[ как вско ре выяспилось . н ЭТО.'о! отношении v. очень остебелся) . И и от

ветил согласием.

Тек я вриступил К решению задачи t: очен ь необычвой , по крайней

мере дли меня, постановкой вовроса - всходя нз оквзеашахся В моем

распоряжении материалов турииского архива Пеано, попробовать бро

ситъ взгляд на совремеи ное t!My росси йское мвтомвтв ческое сссбшество:

как воспрвви мвл ись p!)L'о.: Н И llfiМИ его цен, как ови реагировал и вв НЮ( ,

что означал и дли РОО..эсияи его и ми I! его ндеи , квк вообще при пимал исЬ

н Россив того времепн новые идеи , зародввшиеся 11 11. Залвде , н как ОПН

там ухореняа ись.

2 , П:I 7./lAа 1loЗ С f1IDЛUЧ. Gn,н..:f1I. Пe:f1ас r)(hnи , ПерВО(' , что сразу

брос илось "1 111,' В глаза, это несколько странн ая география его Р{)'..'си Й·
<.:КИ Х корреспондентов (<.:разу оговорюсь - Я вмею в внду только его

коrрео.;(JондеНТОИ- МII.-ге ~IlТ I! КОН, его же обширные связи по л и пн и нскуе

гтвениых языков - эсвервато. в нтерл н нгвы н пр . - н звтрвгпватъ 111,' со
бярался , хотя этот вопрос также представляет определе в н ы й ватерес ) .

Среди ни х отсутств уют ученые нз Сан кт- Петербурга и Москвы - двух

стол ив Н ведущих отече...л-венных мвтемвтвческнх центров того времени

(ХМ'Я , звмствм сразу, на рвссмвтр иввемый первод ложится нвчвло 110

с-тепенного роста эввч вмости провнвпмвл ьвых ввучаых центров, когда ,

вслед за Квзанью, ввчи ивют все более отчетл иво заявлять о себе М8Т'еМ а.

'ТИК И Ха рькова. Одес....ы . B ltpro fillbl и Дерггта - об этом , впрочем , двяее] .

Их отсутствие находит очень простое объяснение 1'1'] сопос-гавлеи ия фак

тов научной биографии Певно и жизни современного ем)' российского

мвтемвтн ческого сосбшества .

PКJ!H говорить О Санкт-Петербу рге, то 3Д(Х.'Ь все совсем просто ~ 1:10
свмому ДУХ)" и тематике чебышевсвая школа 11круг Дж. Пеано слишком

далоко ОТ\.'ТОнл н друг от друга. Звнимввшие Певао , вач инвя с 90-ы:х го

дов, ИОПро<;Ы оеновввк й мвтемвтвки 1\ мегемагвческоя логики , не тол ь

ко ОС входи ли и круг их интересов , 110 вызывали У них резкую реакцию

пеп риитмя.

"11'0 же ввсветсн работ Пеаио 11О рвздел вм, прммыкавшам к теории

функций дсйств хгся ьиого перемениого (теория интеграл а , "кри вая Ле-
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ено" н т.д. ), 1'0, как следуе-г " :1 реакции петербуржцев на работы Г. Кан_

тора., исследовани я Э . Бореая , Л . Лебегв н Р. Бэра , " на последовавшие

за ни ми всследоваа и я математи ков Ш КOJIЫ Д.Ф . Егорова - 11 .11. Лузина .

0 1111 не могл и вызвать у ви х интереса .

F.vt ИНL-гвеп ноJ! точкой соа рихоево вен ия петербуржце в е творч еством

туриш:кого мвтемвтвкв (:1'11.11 курс дяфференцивльно го и интеграл ьного

всч исленая А . Джениок и , Н ЗДlI. llllwА )J.ж. Пеано в 1884 с его дополвеи н 

ИМИ 161. Эти дополнев ия , вводившис читателя 1111.сгров-гельную плошал

II:Y претерпевавшего в те годы гигантскую пере..л-рой ку мвтемвтвческого

ввва иза вызвал и особый интерес в мире. Курс был вереведев н а другие

ЯЗЫКИ ( 8 том числе , н а русски й 171) н обратил на себя внимание и н Пе

тербу рее. Прввдв , вв в мвние это было эвпсздвл ым. Петербуржцы долго

игвори ровалв персстрсйку, си мволом которой ствз К . Веёз-рппрасс , но

уже в 191()..e ''ОДЫ не звмечвтъ ее не смогл и даже 01111. во всяком сау чее

наи менее пол ити чески ввгвжироввв ные из "их ( речь вдет, конечно , О

"пслигике" впутрямвземвтической). Здесь пновором II I>IL"I)'1II! .'l К .А. По

ссе, который в 19 13-19 14 ГГ. опубликовал [правде. 8 дввской от столипы

Одессе] двухтомный курс анализа Э, Чезаро 181. Он же о тяжелые го

ды грвждавской всйвы осушествал веревол "ур,;а Джевнок м-Певио (1),
опубяяковаиный 191 1< Берл ине (там Государственное ивдвтельсгвс печв

тало в ту пору многие кн иги на русском и:tI>lКС! ) в 1922 г. Издан ие "I'ro
оказалось веудвчиым. вот что 0 11 пвсал 110 этому воводу В.Л . Стеклову

4 ап рели 1924 1', 8 свиз» с выходом 8 Верл и пе очсрсдвого IЦ...панин \.:110

его " Ку рса дифферевцивльиого и в нтсгрельиого исчислеиви" [ цити рую

110 11 0, 0..:. 581); "По горькому оп ыту с моим персводом КЛХ.'А ДжСIIОКК» ,

н котором на 320 страниц оказалось 400 сиечвтов (НрОIl.V IЩ:Н'" 11':''11>1('
стрел и вы моей рукспи си) , боюс ь, не нспорченв Л И и эта кинга",

И хотя сам ЭТОт перевод 191, которы й Поссе ': lНlбдн.'I шэбственными

примечав иям м , не сыграл заметной рол и в u р"'nОД8f18..11'1" И м втемнтиче

ского анализа в СССР, сам а кивгв 16] И , особен но, прв меч ввия Дж. Пее

ПО оказали большое вл иян нс 1111ставовлеиие ку рев диффереицивльпого

и ивтегрвльного мсчвсления самого Поссе - курса , миогве идси которо

1'0, звдвч в н методк ческ ис nOДXOДI'" был и воспри няты его сотрудником 
Г.М. Фихтенгол ьцем , учебн ик и которого , н а которых выросло несколько

поколен ия советских математи ков , приввллежвт к Ч Н(;.,1У лучших 11 ХХ

столети н.

lIро6ле.чо. сmа"овАенш< щmуса !('fCбtuЮ Аtll'7lераmУ1 п.1 110 маmе.ма·

m tlI\:C Oдlt СDбеm.cJr.Ql) быcttц-ii Ш!'\ОАW, б том "'uc.м', JrieбtltClCOО tw Мат..••

.мaтu..eC~MY а!'Щ,liUЗУ совершенно не Ш:САСffl-IUQ1I Q и crrwtem на mю('сm·
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ве дн.х СQ(l~IШI..а ueтoptJlI:O-.W)mt'.маmtl~сlCtLX tiCCIIl'OooaHutt OJuIt w
8aJfNIt'йUlUX аспскиюв этой nро6Ае.чt>l - UJyчetiuе сmановленtIX 1I:ypc0 6

КА. Поссе tI г. м. r['UX7nешмм~а, а f7l.alOtCe e"IJ.Нl1tIX IШ 'шхuдet! Дж;. Пв

a~.

Персвод Поссе - ЗТО сди и ....эгеев исе, в всколько нам известно, СОПр И

к.....:11<.. ,...,111'1""' -гворчествв Пf"апо с Д""'НТСЛЫЮ"."Тью матемвтвков петербург

сКоЙ школы .

,У. DЗ l,/lЯ а из CfJI.OЛ UЧ. Мосев а. Следующим по значв моет н мате

мвтн чес к им цен-гром Росс и и былв Москва е ее ун аверснтетом Н мвгеме

тическв м обществом - вторым [после мвтематвческого класса Академии

наук) 110 вхмяив ю на рос..-ийскую математмческую жизнь учреждением

Импери и . Дв ивмм кв развития мвтемвтнки 8 первоврестохьной была ОТ

ли чна от петербургской.

На перисд вк-гивной деятельности Дж. Певпо, предш.....;ТВующИ А его

погруженвю и матемаг и ческую логику 11 деятель востъ, связан ную с Н Н

терл ин гво й, то ее,1. 1\11. период ох ввтыввюша й 8о-е гцды XIX - ввчвхо

ХХ В . ивдвет время расцвета Московской фавссофско-мвтемвгаческой

школы. Гявапымм нвиравленвими ее дея-гельисств былм (есл и рессмат

р" вать ее ретро....пекТlllшО - .... аоз н цн в совремсанов мвгемвгики ] - двф
ферен иивл ьнвя геометрия (к. ~I.llетер,.:о н, Б. К. МЛОдэееР<..'кнА , Д.Ф . Его

РОВ) в приклвднвя мвтсмвгвка (Н . Е. Жуковский , С.Л. Чвплыгив} , Рв

зумеется, что каовется двфферонпн вя ьиой геометри м , то здесь москвича

согрули в чвли с в еальяв пвми. зю в этих связях Дж. Пеаво не играл викв

кой роли - двфференцаал ьнвя геометри я не бьств объектом еro особого

ввимакия.

ЧТО же касается теории обы кновенн ых дифференпавл ьных урнвне

1Ш". теори и множеств, матемагической логаки и О<.;ИОВ8ННЙ математики

- О<.;НО8Ш,,[ Х 'ГС .\! его тогдаш н их исследоввний , то 011 И лсжалн в стороне

от миге ресов моск ви чсв. Сатувцин начала меняться Р вервое дсснг мле

гие ХХ иека , когда москвв чв авннтересовали сь теорией маожесте и тео

рией функций действител ьного персмев ного - так эвролилвсь Моеков

сквя школ а теори и функций дейс-тавтелъного переменноге (Д.Ф. Егоров ,

Н .Н . ЛУЗ II Н ). Однако , эта вктиввоетъ оквзалвсь 11 протввофвзе с рвзви

тием интересо в Дж. Пеаао. Его интерес к теор и и множеств И функ 

ци й угасая . Мвтемвт ическея логика и освовввн я мвтемвтнк и окажутся

в сфоре актниuых интересов москвичей лишь 11 30-е годы.

КОIД8 москвичи всерьез эапял всь теорией мвожесТВ " фукця й """,1Я

ви х результаты Поело был и уже клвссм коё . Ра.<.:<.· К83 о энвмеп итой КР"

1IOi'i Пеаио , эвполи яющей квадрат, \."Т8.,' вепремен ной чвстъю КурсК 110
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теори и фун кций д~ik"Пllпе.rl "'lOro перемеяного, регулярно читавшегосн

Н .Н . Лузиным ( 0 1. его КН ИГУ 11 21). Точно твк же клессвческвя теорсмв

Пеано о существован и и решения эвдачи Коши для дифференциального

урввневия о.: непрерывной правой чвотъю <.1'1\,'111. составв оя частью курсов

ПО теори и обыкновенных дифферевц ввльных урввве внй. Никак ик све

AC HII A О прямых коитактая с Пеано москвичей (рюша как н мьтемвти ков

северной с-гсл иш..) мы нс НМ "'''еМ . Судя по всему, их прос-гс Щ~ 61>1,,10.
Так что отсутс-тв не окол ь-ии будь вк-ги нных коптак тов Дж. Иевио (;

петербургскими и МОСКОЖ;КНМ Н коалегамм вытл ндв-г совершсиво есте

ственным. Однако , матемвтическвн жизнь Росси в 1'01'0 времени не <:80

диласъ к деятелькости математиков двух столиц. П роиииция 11 послед

НС !!. трети XIX - 11первом деся-гилетн н ХХ в. вачвнела м грвтъ все более

эвметпую роль 8 жизнн роа;И !!.":КО ' 'О мнтемвтн ческого о.:оо6Щ'<\.1"811.. Нахо

ДЯ<.;Ь Н8 почтитея ьном стдваеви и от обеих етоамц, математи к и прови н

цивльных ун иверситетов могл и чувстиоввтъ себя. 8 достето-шоя мсре.

везвви си мыми от них , R '1 11.<.'11l о<',.и, в выборе темати ки собствен ных яс

еледовав и й , избирая nодч;u; ннправлении , как мы это уже вило..JIII Н 8

ирммере магемити ческой яо гвки, н столи цах мгнсрв ровввшвеся . G мв

темати ками российской пронввцни - 1,; учеными 'Н К взави. Одессы, Пар

шаны (Ростовв-вв-Дову] - н оквэвлось свнзаииым творчество знамен и

того ученого.

4. D 8 ZAJ4. J uэ nРОБUНчtlU . K f&aOHt •• С совершенно ИНЫМИ нвстро

еаиямн идеи Дж. Пеаао были приняты 1\ KII.-~аIl И, где Трl\,II,Н ц,н и мвте

мвтических вссаедоваяий , эаложсвные еще Н. И. Лобечевскям. были со

вершение иным и . F......-геетвеино, что геометри я н основан и я геометр ии ( и

шире - основани я мвтемагикв ] всегда ивхедилнсь в сфере ввимви ии ка

заиск их математиков. Поэтому совершенно не уди вител ьно. что н менио

В Казани начал свою виснерскую деятельность в мвтемати ческой ло

ги ке - сбяе,..-ги только эврождввшейся, в праве еуществови ви и которой

отказывали тогда , как мы уже говорили . ведущие мвтемати кн как ив

Западе, так к в Россив - астровом местного уи ввереитета I1 .С. Пореи

ки й .

В 1884-1908 гг, он опубявковвл на русском и французском нзыквх

цикл статей, в которых , рвзвяввя И оСю6щан ИДСН ПУЛЯ н Шредерв,

внес существенный вклад 11 логику высквзывввмй и в логи ку клвсооп .

Его результаты подуч или вэвестност ъ 1111. Заиаде (r.;"'. 14J). Высоко оценил
"Х в своей "Аагсбре логики" Л. КупорIl. . Вопрос о б311 1J.ЧQQ11111otj Ц"fНUI.Х

Пеоно u Пореикого требует cepV---1Ii ЬС.1.", IIPt'~ всего (lРЛИНt>I.X, u.1~ ..
'.и\1 . Вряд Л И ОН И встречали сь (2). Однако, в 6 томе издаваемого Повис
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журиала "Rivista d i Matcm atk:a" (1895-1899) была опубликована статья

Пореикого "Са loi del' гэсшее еп logiЧ1Jе".

Рвботвм в Пореикого было положено начало исследовая иям по мв

тематической логи ке н РО<.-..:и" . Зивменательно. что вачвлись он " не в

с-гол в ивх, а в К азан и - городе , осевен ном гением Н.И . Лобачевского.

JLJIH обсуждаемого на!>ш вопроса особеиную роль сыграл тот факт,

'11'0 н а 1892 г. иришлось стоастме Н . И . Лобвчевекого , которое казан

11,1>1 отпрезди оавли .:: особым размахо м. Ведущеlt фигурой м атематиче

ской Ж И:311 1t KII:1811 H 1'O1'{) времени выс-тупнл А . П. Васильев. Широко 06·..

рвзовавны й математик , обаедавший мно гообрвзвымм междунвроднымв

в-вязя ми, живо иатерессвавша йся историей математики . он положил И<&-

'13., 0 Н : lучеll"~ ) творчества Н .Н . Лобачевского и научному изданию его

работ. Естествеиными актами R ЭТОЙ дехтеаьнсста с-твлв предпритая 11М

орган извци н првздиоввав й 1DO-.'I С'ТИ И 1..'0 дн и рожден ни веявкого мате

мвтнкв , а также учрежден ие 110 его нвипввти ве международной ирем а и

за работы 110 геометрив , прежде всего геометрии веевкладовой (3). Эта
тематика . акти вно рварвбатыввемая в ЗШIМНОn Европе, прежде всего

в Германи и 11 Италии (8 школе Дж. Пеано] , и лежавшая в стороне от

и нтересов петербуржцев н моск вичей, 0'1('111, завв мвл в квэенце а .

Согласно регламен ту, п ремив ДOJl >tща была прису ждвтьсн каждые

ТрИ года . Первое присуждение соетоялось в 1897 ''О.I\.У. Пвуревгом 6Ь1.'!

назван Софус Л и. Объявление о втором ков курее было помещено в раз

личных математически х журвалвх , в частности , В б-ом томе издавае

МОГО Певно журнала '·ШvLвtа di Мвлегпапса" за 1900-1901 г. В третьем

коя курсе 19М г. при нял уч встие один из самых талнитл и вых учеников

Пеано Марко П исри. И и мепио Пеано нвп н.ал ОТ31 "" [141 О результатах

Пвери . касяюши хся освов вн нв геометри и .

Разу меется , между Л . В . Васильевым и Дж. Пеаво существоввлв кои

так-гы , которые )·с-твповияись не позднее 1900 г. (об этом свидетел ьствует

упомя нутая выше l1.у6л и кI\I~ия объявленив о втором конкурсе нв премию

Н. И. Лобачевского 11 журввле "B.ivi.'ita di Мвкегпвпсв"} , Вопрос о херах

rnСllС .:.IIII UX I';Qllтa"moв остестоя IW!Ш QmlCptJolт l>t..ц. В его прояснен ии

могут помочь мвтеривлы Н З архивов Квзен« н москвы.

U 1907 г. А .В . Насилы-в переехал П Сввк-г ..Петербург , 11 60.'1ее позд

ниlt саед коитактов ДЖ. Певио с квэенеквмв мвтемвтвквми мы иеходвм

уже н 1925-28 'Т. - В период когда стрви в . в ту пору уже СССР, ввч в

да выходить из первола волнтическов неопределеннос..ТИ (новая бол ьше

вистсквя влвс-п, в акспец почувсгвоаела себя уверенно ) 11 эковом м чсскоя

разрух и, вызванных о;06ЫТ ИЯ!>1 11 Перво й мировой 1'10>111 1>1 , революции и
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гражданской войны. Квзвнские мвтсмвз-ики вристу пали к восствнов

яеи ию вормв..аьлсй жнэвк сообтцествв, прежде всего , конечно , к воз

обновлению полнокровных научных мсследовввий . В Квзапь верн улся

геометр Д. И. Зсйа игер , 11. 8 1928 г. сюде переехал OДIln и з крупнейших

влгебраастов 'ТОго времени нт. Чеботарев . Нвчал в съ попытки ревни

маци в междувародвых мвтемвтмческих ковтактов. 13 ЭТО~1 коагсксте 11

следует рвосмвтраевтъ ирелиривимввш иеея н 1926-1928 гг. у<.:ил и я то

гдашвего вице-президев-га Казанского физн ко-мвтемнти че... · lю!'О общ......
ства Н.Н . Пврфевтъева 110 восстановлению контактов с Иевно (4). И
хотя эта деятеяьностъ квзвл всь усвсшвой , У нее уже нвмечвлнсь дур

лыс перспективы : на Европу 118,.1,8НГ1I.1 И<:Ь мрачные времена.

5. DЭ Z./I.Aд uэ 'Jpo fju'''4uu . Одесса . Пожвлуй , самыми воспрми м

чивыми к новым нДея~ , идущим с Эмма. оказались на рубеже веков

математики МОЛОДОГО Новоросси йского уннверснтетв. Организованный

н Одессе в 1865 Г. , он не был обременен тралнивими и был отк рыт но

8Ы~ вея ниям, 8 ч вспюстн , идеям зарожлаашейся мегсмвтвческсв яо

гики . Ак-гиввым ее вровагаадвстом выступил профессор уемверсите

та и .п . Сясшнвск в й. Им бы" осушестплен персвод "Л.'Jгсбры логик в"

л. Кутюра, опубавковвнвый одссским нздате..а ьством "Mat ht'5is" в 19О9 г.

с СГО предисловием 11 коммеитврн и мв , а также о добввления мн друго

ГО одесского мвтемвтвквмв с.о . Швтуновского . С. О. IIIa Ty 11o oc K111\ бы.'

известен своамв орагиивльаыы и взглядами нв оеноввв и н мвтсмвти к н

[достаточ но нааомии-п , о ('ГО критике зе ксив всключев ного третьего} ,

позвсяиющ их рш:..:М 8трИВ8ТЬ его как Пf'\'АТ""IУ идей иптуиц ионизмв н

кон,..-грук-гв визмв. I'ид Иllтерео.;ных результатом" ...б..лвств мвтематиче

<.:10011: логи ки был олубя вковвн н 1896-1899 11'. ДРУ'·Н М II IК'IIOДII.flfl.'J't'_,е:\1

Новороссийского университета Е.Л. Бувицким . Все это <Щ,\/\ШI..lIO 6,,1В

гоприятвую почву Д1IИ прияти я одесситами "ДС /! Певяс в обаастн мате

мвтической яоги ки и основани в математик и.

Действител ьно , результаты Дж, Пеево одессаты хорошо :т ал и и Щ~

н ил в, Оди н нз иенболее вл иятельных одесских мвтематвкои п .Ф . Квгвн

занимался в вачвле ХХ векв основан иям и геометри и . Второй том ('1"0

магистерской дисеертапии , OIJ)'6лНКОНII.II IIЫЙ 11 1907 г; содержит такую

характеристику школы Пеано [19,..:.4971: -зтой задечей (:I.маче !!: обоело

ван н н геометр и я - С.Д. ) зввяа ись итальинские мвтемвти ки. Озремяение

уточнить И обосвоввтъ мвтематмческие дисципл и ны, возникшее, 1·/11114

ным образом, в Гермалии . 8 последнюю четвертъ истекшего столетия

встретило горячее сочувствие 11 Итал и и . ЗДе<: Ь создалась целая школа

псследо ввтеле я Э'ГО,'О направлеаая, 00 главе которого.., ДЖ . Пеено. мв.
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те.мвтичесхвя .10r11Ka, основан ия арифметики и ссвоввимя геометри и ,

'.."трогое развитие анализа - таковы ВОПРО<;Ы , КОТОРы.У. Пеано П0<':8яти.l

t.:1I011 смл ы " "8 которых сосредоточил внимание своих учени ков. Стоя

1111. ••-грогс формвльиой точке зрения , Пеаао поиимаа , что обыч ясс '-'-"О

веепсе выражен ие математи ческих выводов не может гарантировать и ве

от логическ и х ошибок , не может гарвн-г нроввтъ •.эгрого форма.аьного ха

раКl'Сра вывода . 0 11придумая поэтому особую идеографию, соглвсовав

"ую с 1;1"0 взглядвыв 118 мвтемвти ческую логику, которая , при ПОМОЩИ

вебольшого числа символов , должна вырвжвтъ мвтемвтвчеекие предло

жевия и ИХ выводы. Саеиивльпый журнал "Ri vi!>"t8 di Мввегеецсе" ДОЛ~

жен быя проводить эти идеи и распространять их среди математи ков :

журнал содержвл ПОЧТИ яскаюч ител ьис статьи , ивлисвввые в мдиогрв

фИ Н Псено. Нужно , однако, сквзвтъ , что ЭТ3 идеография не встретила

сочу встиин ЧIC,ДИ мвтемвгкков и вряд JlII таковое засауживвст. Дока

звтсльства Пеаио отнюдь ве предстввлиют собой выводов, механнчески

производим...х на основан и в известных формальных законов, как того

требует формальная логика ; идеография Пеяо - это те же слова, ин аче

обсзнвчеаиые , 110 требующие нзучt'IIИ)\ свмвол мез-и ки , далеко ве такой

простой , как 0 1111. кажется Певяо . Вместо уирощен м в , получается тоя ько

усаожвсние дела . 110 есл и идеографи я Пеапо еще "С сытрвав значител ь

1I0 А рол и , то его mQtJlruil ум, My6o7l:O JlРМlut>O.lQщuil (1 .меАt>'Шiluнre дета

лu выuoda, cbI?1W 1 3tiаЧUl1\еАЬ'IУЮ JI(IA!> б деле 06Qc,Wбаtiuя ..цаmе.чатuк:u

[ курсив моя - с.д. ) .

в 1889 г. Пеано опублинсвва всбоаьшос сочинен ие "Основания гсо

метрми , логически изложеиаые", ввписаавое в его адеогрвфаа . Эта ста

тья пссвяшенв обоснованию гоомстрии в тесном смысле этого слова.

Пеано , ас-видимому, не 61>1J1 знаком с работой Пвш в, 11 совпадение его

и,tI.с ii с системой Паша нужно п ризнать весьма удявительаым", И далее

[с. 501): "К сожвлси в ю. эта яебоаьшос соч инен ие , валиеванос 11 вдеогрв

фмм , ПОЧ ТИ JII I кому ве известной , волучило очень малое рвспрострвяевие

11 еще в вастояшее время редко кому зн акомо. Но учевмкн Пеаяо усвои 

л и его идем 11 довел а II Х до волного обосвовав ня врое кти вной геометрии.

Сюда относятся работы Амокео, Фвно, Энра квесв и Пвери",

Квгви ирслложиа <.:о&.."Т ВСИ ИУЮ систему акси ом геометрии [191. 11 0 ,

что представляется 1111.1>1 особе вас важны м для рассмвтра ваемого н ами

вопроса. это та выдвюшвяся роль которую В.Ф . Каган сытрвя в ств

новле я м и Советс кого матемвтичоского сооб щества. Переехав после ре..
вояюдя в в Моск ву, он стал оДН ИМ НЗ (;8»!ЫХ вяпятеаьпых советск их мв

темати ков , создателем вэвестиов школы в области днффереицвальвой
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геометрии . Его деятельиостъ способствовалв тому. чтобы "ДО'Н Певно в

советском мвтемвгмческом сообществе высоко ценились, а НМ}/ его по

читалось.

Но 9ТО уже было потом И 11 Моекэе. а в Одессе уже в 118 ' I !\J1C ХХ

векв его И .\! И быас 1111, c..:.nyxy, 11. 1'1'0 "де" рвавивали. Поэтому совершен

но естествеиным выглядит проведсине 16 декабря 1932 г, в Одесском

ун иверситете спепиваьиого заседания его памяти. Доклад о его жиз

1111 Н творчестве ..:делал У'Н!ВШНЙ<':и 1:1 Итал и и п рофессор ун и верс итета

Д. А. Крыжваовск вй .

6. Взzл.я(} из ПJЮtlUНЧUU. Ростое-на-Донн (ВаР1 /UI(Щ) . мио

гообрвзвые связи установнл ись у Певно с матемвти квм и, ироживввш и

ми В Польских зеМЛ ЯХ. Земл и ЭТИ В рассматри ваемый вермод пережи

Ва.1И неиростой период. &.:л и к 118Ча.лу ХХ века опи были разделены

между тремя империям и - Российской , А встро-Веигерской 11 Герман

"; КОЙ - то в результате Первой МЦРОНОЙ войны они соедвн вл ись 8 еди ное

государство ,,;0 столицей " Варшаве. Конечно , этому вредшествоввла

длитеа ьнвя борьбе за нюа8Н<,; НМ0<.-7Ь , то вспыхивавшая ДО открытых

революционных выстуилепв й , то звтихавшая. Коиеп XIX - начало ХХ

века - псрнод , КI:IЗ8.010t.:ь бы, 3IIТlfIJI ЬЯ . Протестнвя ;11';1'11 8"01.71. п рнюта

скрытые формы. OGщt.эс-гвевноетъ, например, русокой 'I.3t.'1"11 - то еэс-тъ

Царства Польского - оказвлвсь 110,11('.'1('''110/\ на две '1 11." ;"1"11 : ориенти ро

вввш мхсв на Россию н поаьск их в вгриогов . Текея же поляризация IH....

бяюдвлвсъ и 8 мвтемвтическом сообществе. Польские патриоты , хоти

и превосходно владели русским языком , В свссё деятельности , 11 ТОМ

числе научной, старал ись иснользоввтъ только польский [ковечво. если

они выступал и в зарубеж ных журивяах , то пользов али сь првинтым и то

гда звввлвсев роасйск и м и , пренмутпсст вевно , фран цузскими ] . Наршвв 

ска й ун иверситет; оевоввавый 8 1869 Г., был русским университетом .

Его врофессорв-мвтематакн также бы.1И русх.:к им н, В основном , это бы

ли воси итева и ки ~1 ()1,; КОЖ:КОГО 11 Петербургско го университе тов. Неко

торые извеэс-гвые польские математ и ки окончил и ЭТ()Т универ... итет, на

пример, В . Серпвнски й, ставш ий учен иком Г'Ф . Вороного. Но все же

между обеим и обознвчеи выми группами существоввив хорошо рвали

чамвя дистанция . Национально ориентированные польские мвтемвтики

предпочитала , как мы ТОЛЬКО что замСТИ}1 И, получвтъ образование НО:' 11&

рус.....ком языке, печататься в издан иях, выходевши х 110 польск в или на

одном из залвдиоевропейск нх языков. В и х сообществе формироивлвсъ

будущая вольсквя м втемвтическая школв е ее вовышовным интересом к

теори и множеств, теори и функций дсйствительлого 11("1эе ,..аеивого . ЛО!'И '
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ке. У предс-тавитолей ЭТОГО сообщества [ ввп ример, у ОДИОГО НЗ его лиде

ров С. Дикцггейнв] завязвл игь особые отношения с Пеаио . Нх UJ'Y'Ц"Ниe

- оmдt--"мUUI Jад«'ш.. mре6у1O'ЩaЯ 1ra6om.. в аlт.rtЮах Пмьши (ВаРШrl6t>lo

tI КIЛ!Wба) u Украuш.. [Львова], ",omopУЮ "'bI octnat/U.\( в стop.mе.

Что же квсвется российски приентнроваиногс мвтемвти ческого со

общества Варшавы, то одпим И3 самых ЯрК ИХ его вредстввителей, окв

З8 11I11 И.\!<;'я свяавнным о: Пеано, быя д.д. Мордухай-Бсятовской.

Еще будучи н ствгу•эе оствнлешюгс п ри Сакк-г-Петербургском уяи

нсрсмтете "дл и подготовки к профессорсвому зввнв ю'', Д.Д. Мордухай

Болтовсков 11 1898 г. вачвл преиодваатъ в Варшавском пол итех н ическом

институте , а с 1909 с11LII экстрвордмнврвым профессором Ввршввского

унмверсатете. В 1914 г. 0 11 был уже его ординарным профессором. К ()-.

гдв началась Первая мировая войнв 11 гермвисквн арми и приблизи ..пвсь
к Няршвве, увивсрситет был эвакуирован 11 Ростое-вв-Дону 11 так там

и о....твлся . К оожвлев мю, ваши зивпв я о варшавско м периоде жмзнв

Морд"Уха Й · Бслтовско го очень ограа ичевы. ИХ изучение требует серьез

ных взысканий 11ахнвах Польши и Ростоев-на-Дону Его довоен ный до

М3ЩII II 'l F1.рхи" погиб при бомбардировках РО<.-'ТОВ3 немецкой 1I. 8на.ц llеit

(5). Тем ценнее для вас сегодин псрспвска МОРДj·х.аЙ -Бо..тro1l\;КОI'О 1,: Пе

ЮЮ, сохрвнившаясзе 8 арх иве Пеаво 8 Туряне. 0 ,. 11. ох ватывает перн 

од с лета 1925 110 осень 1931 г. Когда 11 как в ачвлись ИХ контвк-гы и

встрсчваись Л И они л в чио, мы не эввем . Нпоаве вероятно , ' \1'0 первые

их контакты относятся еще к варшавскому период..... жизни Мордухай

Волтовс кого. ВО всяком слу чае, содержвиие первого же (>1"0 п исьма, да

тированиого 25 августа ]925 1', , у квзыввет 111\ ТО, ЧТО это ве первый

контахт ДНУ" мвтемвтвков. Речь в нем вдет О векотором варианте "ме

твлогвкв", иредлвгнемом Мордухвй-Болтовским , "Металоги ки, КОТО

рвэе нвхс..аатся в та ком же отношении к логи ке формальной , в каком

прос-гран ...-тво мног их измереинй соотносится с обыкиовеавым вроетран 

с.,.110 "1". С)'Д>! по сохрвнавшимся п исьмам [все онв , за IIсключевнем ци

тяроивнвого первого, ннии ....вны н а авгерлии гве} , рСЧЬ шла о вовросах

математи ческой логи ки . " с'ТОри и И философии мвтемвтн к и и ее ирепода

80.Ш111, 1\.также о проблемах ииторяиш-вы . D некоторых ИЗ 1111" обоужав

ются работы ~lор,,-,,·хai:i-Бо.lТОБL'КОГО , ириготоавевпые ДJlЯ итал ьянского

журнвлв ..5сlюlа et vita", 8 также некоторые руксписи Пееао.

Вопрос об Ufhr Мордухай-БолтовсlroЮ 8 06м.сти мате..-wтu'ieСWЙ

AQ"-tllru и O<'?WflaHtlU M8mt'.Мaти":и u их OJl UJI tllJU на pa38tJtnu e CfЮmоеm,

сmоующш: вопросов 6 СССР (щ~ lIадо зa6шlат ь, что он 6t>lOA tJtrUJuющu.ч 

CJi fleUalOlOМ. "'"1'У'"Il'ЙU.IC.<I тогда матe.щtтul,:QМ, ра6отаftШ1I-М в Рос-
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moBC1\:OM-fЩ-Д(Щу ytlUBt7lCUflle~ (б}) m~6yl"m Cl'U'ЦUllЛМWЮ щученu.н.

раб?IО ,,;a'l\: tI сООеj%JЮl!ltu- t.I возможное {впрочем . .'.ШNигрохmЖJe) оли

)l tttl'- на noлt.efCUX !J"U': fll>CX lial lu ca""U)1j ,ю Ul'if1\CJМUH2'OC 'CItwru 1231. ,,,
coдepэtcaщeilcJl пи в OOIl\.Ц us noдюrnпвМ"Нll1>а Мордухай-БОАmtж~

Wlи его уч.еНUIШМU u uздаlН'IЬа IJ ссср CnU<:?;C его трудов). Вообще о

польских контактах Мордухвй-Боя-говсвого, ставших " 2()..е - 3О-с f'OДbI

чрезвычайно опасными для советск их людей (за н их вполне можно Было

угодить J!; лагеря } МЫ п ичого не знаем. Тп, что 01111 на самом Jlf'.J1C о.:у

ществоввлв , МЫ узн вем только в на.ши ДН И из обивружявшегося факта

мздапив кпн гв 1231 (7). llеудивнтt:JIыI,' что сам Мордуха й- Болтовсков

об этой кинге вредпочвтая не упомипвтъ .

7. П,жiJmlptJrneAt." ,,,с 1lrn.oгU . Проведеиное ннм и КС":ЛСДО"ItНИ ('

соропило больше вопросов, om.чС'U.'Щ'СЫХ '1а.<lи ttypeиВQ,Ц, чем ответов .

Высвеч ивая истори ческ ий мвгерввл , касвюшийся жизни российского

математического сообщества конца XIX - первой трети ХХ века 10 иеко

торой точки , избранной t:II.МОЙ постановкой нашей эвдачи , мы стол кну

лись с большим массивом всизучсн ного метеривлв, погружсиие в КО

торыА потребует от нас ч резвычайно большого времени . Однако , мы

все-таки попытаемоя иодвести некоторые предварительные итоги п ро

ведеиной работы .

Изучен ное контактов Дж. Псаио с росси йск им и мвтемвгикамв , 11так

же хврвктсрв вссв риятия его идей в России 110 31\0.'1)1("'[' выявмтъ 0,,,1\11 1\3

любоПЫТНЫХ вспектов разИНТЮ!. матем атики н стрвве В конце XIX - пер

вой Трети ХХ Н.: 11 период , когда в ['ou:н и И н ссср эаклцд ....авал нсь ос

воаав ия одной 11. 3 ведущНХ мвтемвтических шксд второй 1I 0.'1001lНЫ ХХ

века - Советской мвтемвтвческой mtro.-1ioI.
ОДНОЙ из характерных особенвостеё этой ШКОЛЫ была широ тв .'1.1111.<

пазовв се ассасдоввн вё : это была 110'1'1'11 вся математика века. эта ши

рота и стала ОДННМ иэ важнейши х условий ее выживания , квк 110 на....го
ягцему МОЩНОЙ науч ной ш колы , 11 условиях мира , разделеи ного желез

НЫ М аав ввессм . Когда этот занавес II000000e смерти Н.В. Отвл инв и 1953
го,ilУ явчвд всдн и м аться , веред миром п редствл в школ а. оСJJJIIДIIJНlНUI

мощным вотевцивлом . Начало вроцессу полнокронаого общен вя {.'О8СТ

сних математиков с ученым и м ирового научного сообщества иоложил

Международвый мвтемвтвческ ий кон гресс , собрввшвйся 11Моск ве В а в

густе 1966 года. В навесгном смысле, это бl>IЛ триумф Совстекой мв

гематм ческсв школы , представленной nI.lДII.ЮЩIIМИс..:я и мен ам и 110 '11"11 110

всех разрвбвтывавшихея в ТО время областях мвтемвтнк и . Такая широ

та дивп взсна не могла бы 61.о1ТЬ дост м гвутой , есл а 61>1 мвтемвтвческ ис

иссяедоввн ня в стране рвзвивва ись в идеолот-ич сски х рам ках , эадвиных
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J1Ii деjl3 .1,\1t столичных школ. К счастью, влиян ие ЛИХ выдвющихся м в

темвтиксв было не абсолютным даже в стол ицах И знвчи-гельно ~РЯЛО

свою LИЛУ 118 периферии . Так, именно в провинцввльвых увнверситетвх

были без ....сякого предубеждения воеприняты ИДСИ Дж. Пеен о 1\ 06л3L7Н

внвл вэв , 0<.:IЮll3 1 1 11 А математики н мвтемвтической аога ки Именно там

нечвлн восприв имагъ 0:/'0 результаты KIU( вьв-шмедсстижев ия современ

1101' мвгемвти кн , а само его ИМИ относить к числу вамболее выдающихсх

матсмвгиков . Его идем ввчал н восврвв нмвть 11 развиват ь. И когда с те

чен ием време н и 113 авансш-ау Н а.ЧМН выходять матемвтвки нового по

колсиня { некоторые нз ввх были выходцами из провивцив } , то для НИХ

и мя Пеанс и его результаты восарввимались естественно как науч ная

КЛ3ol.1:нка , а 11 спектре научных всса едованв й о..'ОВСТ\; КИ Х уже матем атиков

поя вились и мвгомвти-ю сквя логика , и освовввмя мвтемвтики , и теори я

ФУНК11ИА множеств, и теории интеграла,

Долгое время к Дж. Пеаво и его нв..;.педию ве было справедл ивым

даже «тальинское нвучвое еообщесгво. Не иаходал он достойной оцен

ки и н звпвлиоевровейской математической и философской среде. Об

объективных и субъектв вяых причинах этого проаиквовевно сказал 11

своей реч и ва врвздвоввв иях 1 25-J1e'I'Ю' Дж. Пеано известный втальян

скнй фияософ Л. Пжсймоп ет 1241. Позтому веулввигеяьно. как отметил

Джеймонат, что пачвло ШWIИ IШОЙ опенке 3 118Ч ПМ0<-1'II вклада ве.1ИКО

1"0 мвтемвтака положили деаекс за в ределвми Итали и - прежде всего

в СНI Л {это бl>lJ\ Х . Кеиведи , Оllубл ИКОИ8ttlllИ Й в 1980 г. его н ауч ную

биографию 1141} , 8 также В СССР, где н работах Ф. Л . Медведсна бы

ла вынвасва его фувдвмеагваьявя роль н рвавя -гни ряда ндей теории

функци й действитсльпого персмен ного (В частаости . В теори и функпив

миожеста) . К работам, отмеченным Л. Джеймоивтом , добавим 11 квн гу

Стяжк внв [4., 2бlllf> истори и мвтемвтичес кой ЛОI'ИКИ , 118 которую ~1Ы

уже сеыявл ись. а также исследовввия Б.А . Звйцева НО логике Певпо

127-291. Так Россия 118' IM8 отдаватьДОЛГII памяти вели кого мастера (8) .

ПрItМ\, ·l lI.IIIIИ

(1) В 1903 1'. уже был издан [lIll1f'peflO,.1. курса Джево ккм-Певио. выпои

lIен ныА неким Н .С. Сввеоковым. Вопрос О то.ц. "IC.<I не устраuoад пер

6Ь1й I1RPCfJoд и 3/J"il'M fWtIaдo6wI.c.ч tlQВWЙ. требует L'rnЩШlA'Ь'Wго uu.1уч<:

H~.

(2) l.)У/1У'I И человеком везаоровым. Порсцкий орнд JI" много путеше

ствоввл. Вероягпо, ОН вообще не выезжал НЗ России. Судя 110 косвенны м

данным, У него был и LЮ13 11 с Л. Кутюра - :nnom (/01Iрос (и вообще т60Р-

'Чес~ б1Jо~ П. С. Пореихоео] требует cru:цUa,.1t,.IOгO W !I"CtlWL
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(3) это првздвовеиве ...-твл о , исжвлу й , первым официальны м нвуч 

НЫ М меропри ятием . которым росс и йская ирови вция ' 1 >(>"1 1<0 заявила о

ссбс м и ру.

Отмети м , что вкедемв ческяй Петербург не О'ГМе1'11Л эту дату скол ь

lI i! будь заметным обрезом: Н . Н . Лобаческий 11 яеевклвдова геометрия не

входал и в к ру г идеологвэи ровви ных интересов А . А .Мврковв н его окру

жевв и . ЭТО особенно контра,..-гирует с орган изацией в 1913 г. Марковым

вкадемн ческ их првздвовавий 200-.'1t..·ПНI lIуБJllоащи и звконн больших '111

сед Я. Вериулла . Эти п рвэдвсвви а я . по идее Маркова , проти всиос-гавля 

.'111<':" проводи втаимся н том же году торжествам 11 чеетъ 3(Ю..;Jети н дома

Романовых .

(4) Бивгодвря любезвоств ироф . с. Роэро , мы рвепоивгаем письмв

МИ этого периода Парфевтьевв Пеано. Оmщ':тные ЩlСw.ш Паша С.Ае.

дует uct;;am'b в архиве Квгансхого У'Щ6ерсиl1iст,а. Эти пвписавные 11<,),

фрвнцузскв пвсьмв высланы , 110 боа ьшей ч всти , 1\3 Квзани, в также и :l

Москвы , где 0 11 ссзавввл и ввлся в вы-у•.:те 1928 г. 110 пути И комаиди

ровку В Звпвдвую Европу, у А.В . Васильева . из Берл ина , Болон ьИ (где

011 участвовал 11 Междунврсдвом конгрессе математи ков, 11'1 котором

надеялся ли чно псвстречвтьсв 1: Пеано - эти м явдсж..дам "С I:УЖДС '!О

было с-быться , Т3}( как Пеано 1111. конгресс не приехал ] и Пврижа . В 3"111"

п исьмах о&.:УЖЛDJ1И<;Ь рвллм чные вопросы : вовый конкуре .18 п реммю

Н.И . Лобачевского , объявлевныв в сеи-гябре 1926 г., обмен издан иям и

между Академией lnter]ingva м Квзвнсквм физико-мвтематическим 06
ществом . членство в ней Пврфентъева , возможная темя его иубли квпин

в журнале А квдемви , так впрочем и не осуществленная.

В 1930 г. 11 Казани огмечвлся 25--ле-т ШIЙ юбилея работы Парфен-гъевв

в уни верситете , и В Туринскую академию было отпрвииено прв глвше

ние учвство ватъ в этом мероприяти и . Президент Акв,цем и и обратился к

Пеаао t: проеьбой нависать от имени Л tl в,цсми м прн ветствеиное имсьмо,

что Пеано и осуществил 11 61.
(5) lI а основви в и материалов архи ва Мордухвй-Болтовского, храни

щегося ныне 11 Сан кт-Петербурге, А . Родиным 6ы.,10 гкздготовлепо чрез

выча йио интересное издание 1221.
(6) Среди его студентов в 1936-194] 'Т. был А.И . СолжеIl ИЩ.rn , ко

торы й вывел его вод вымышленным и менем Дмитри я Дм итрисии чв Го.

ряинова-Швхоаского в ромвне "О круге первом".

(7) СТОЛЬ смелое поведение Д.Д. Мордухай - Болтовского 110 многом

сбъясияется нал и ч ием у него высокого покровителя - М.И . К илннинв

(см . 1201). Дело в том, что деревсаск им мвльч нком он o.:Jl УЖИЛ 11 доме
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Мордухвй-Болтовск и х , которые замечательно к нему отвосв.яись , зви и 

мва всь его обрвзован ием н определ или ввоследстваи 11/\ ОДНИ из механ а

ческах заводов Санкт-Петербурга. Став сли ам из ру ксводителей Совет

<:"01'0 Г()I,;УДlJ,р.;тв~, 0 11 никогда не забывал хорошего отиопювия К нему

семьи Морду хвй - Бол-говских .

(8) Разумеется , в последние де<:яТИ.'lетии игвл ьинскве историки 11a-

уки иредпрниили зпвч ктсяьные и сследоввнвя , посвященные жнавм н

творчеству своего велякого..-остечесз-вепвика. Прв мером может служить

овубаиковвн вос и 1994 г. исследование М. Сегре [3О] , посвящен ное тру

дам д. Пеаио 110 аксиомагике математи ки. Одии!>! из свидетельств глу

бокого интереса к ввследвю I1еано стал и ДОКЛ8ДЫ на торжествах по

случаю его 1 50-летии , ...остоя вшяеся в Турине в сентябре - октябре 2008
года, " которых ври ияа учвстие 11 автор н астояшей ..-гатъи. Н8<;ТОЯЩая

статья и виневив по материвлвм , собранным автором в ходе подготовки

к Д()КЛI'''Д~!, произнесеиному 3 октября и 'Гури нской вкадемв и наук .
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Об IIЗДaJ Шl1 трудов А.Н . Колмогорова

А .М. A 6In-цоо

За 1 'ОДЬ1 , прошедшие ПО<.:Л е кончины А.Н . Кодмогоровв (1987 г.}, была

проведенв большая работа по изданию его трудов. Продояжвется изда

иие "Избраииых трудов" (ответствен ный ролактор А.Н . Шаряев} . Пер

вые три тома [1-31 явля ются вереаздвви я м и сборни ке нвуч иых работ,

подготовве впо го IJ рИ ЖИЗIIН Л .l I . Четвертый том "о матем атикеи мате

матиквх", соетояшвй из двух кн иг 14-5] , ВМЮЧает какболее азвествые,

110 давно "е переиддввввшнеся работы . Завершается работа над пятым

томом "Острое кри-ги ческсе <':''1080'', включающим В eL-бя избранвые ре

певэми 11 от-зывы. Шестой ТОМ будет пссвящсп проблемвм обрвзовавия ,

в ''С,,1,ьмоА - исследованиям А Н. В гумвнятвриой сфере [история , стихо

ведение, ..ливгвнс-гнкв} .
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Всльшмм событием ствл выход в свет трехтомн ика "Д .Н . Колмого

ров" 16-81, подготовленного к его l00-летl lЮ Л .Н . Ширяевым и ведвь

110 ушедшей " :1 ЖИЗНИ нг. Рычковоё . Здесь вредставлеи иенболее пол

Il bl it п а ...егодня библвогрвф в чее к и й уквзвгель . 1:1 , главное. большой кар

пус текстов . веизвестных ранее; ' 11\I.-7b веревиски А .Н . Кол могорова и

П,С. Аяександрова , даеввиковые эал мси Л. II.

Не опубликован в ые ранее мвгеривлы Л . Н . Колмогорова паш.'" и 11

ДРУ"Г"е издании . Л .А . Вессельпо овубя икоавл и подробно в рокоммевт к 

роввл первую нвуч иую работу А. II. Коя могоровв "Новгородское эем.ле
вл адение XIV-XV ИВ." 19). Н.А . Уt:IJСIlt:киА ВКЛЮЧИJI 8 свои "Труды 110

математи ке" [101 ряд веизвестных текстов , 11 ТОМ ч исле "Ссмнстм ческис

посл ани и". Отдельные не изданн ые ранее мвгер ивлы Л.Н . ону6л иконаны

в разл ич ных периодических издвинях, а также Брошюрах [11 -131.
ТворЧе<.:Т60 А .Н . Коамогсрове удмвнтеяьно ботв-го '" I! квчеетвен вом ,

н н коли чсствен вом отношени и. ЩЯ ТОГО , чтобы сохранить его несле

дне, предстоит большая постояв ввя и дл втельвая рвбота. Цел ь данвой

Зд.МСТКН - высквзвтъ некоторые ковкретиые предложен ия .

Зан имаясь в течение дя и-ел ьксго времени исследсввнием иедвгогм

ческого ввследая А .Н. Колмогорсвв, и сэтслкнулсн с; проблемой "невэ

пес..'ТНЫХ текс-гов". Дело н ТОМ, что У А . Н . не 6 14.'10 полиого еобрви ия

оттисков В<.-'еХ его публв квцн й, отсутствует н иолныв сиисок . Возв н кла

гипотеза: многие закоачеи ные мвшвнопасные тексты являются рукспи

ся мн, издввиымв в массовой прее.....е , то е...'ТЬ в газетах н журвв.лвх . '13K
поя вилвсъ идеи издани я тома "Пубаициств ка", содержащего, 110 воэмож

вости , все ствтъа Л .Н . , преднвзивчсиаые для ш и рокой аудитори и.

Предварительный сиисок публ и цисти чески х работ Л . Н . Калмоroро

на , в всчитыввюшнй 015 аеэввний , БЬV\ язве...-ген . Поскольку с;а....ш тексты

в большинстве С;РОСМ в архи не А . Н . отсутствовал и. потрсбоввлсв 1101 1<':1'

ори гин алов 110 "Летоп иси газетн ых статей", аздвющейся с; 1936 1'Qlt,1I.. В

результате К нвстоящему времени собрано 90L"Та1'('А ио дввной темата ке.

изданных , вачиввя с; 1929 г. Около 20 всопубя иковавных 'ГС К:"'"ТОН вв й 

ДСЦО 11 арх иве А .Н. [чествчно это незавершеаные работы) . Примерно 15
п)·бл нка.цн А ве будут включены В ТОМ цублвцнс-гикв : это коллекти вные

работы , в которых уч аст-ие А _ Н . л ибо огран ичено, л ибо не подтверждв

ется . Подготовлевы также комментарви . Л тех случаях, когдв речь идет

о с-твтьях с; сохрав и вшимнся ввтогрвфвми , иублвквпи и даются н автор

сксм варианте.

этот опыт показывает, ЧТО для того. чтобы цсяоство 11 дос..'Т'd.ТО'IIЮ

I IОЛНО представить твор чество Л.Н . Колмогорова. неоБХОДИМ тщатель-
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ныll. 110 11<,;1( всех его работ. Основвые асточв нки помскв: 1) различные

издании , 113'1 11111\.)1 с 1923 1"_; 2) архи в А ,Н . Кслмогоровв ; 3) архивы раз

личных орган изаци й (AII СССР, РА Н , МГУ, хпн СССР, _.); 4) личные
арх ивы ( реч ь идет, главным обрезом , о имсьмвх А . Н . - полныв ввваяз

If водготовка к изданию очен ь обширной вереписки еще впереди].

Ка" известно , А .II . Колмогорову былв свойствевнв веобы чай нвя раз

иосторонностъ науч ных 11 обществен н ых интересов . Поэтому есте ..твен
"ыА шаг к осмыслен ию его творчества - подготовка к издвв ИЮ веэсКОЛь

KII X циклов К II И Г И брошюр, кажды й из которых содерж ит, 110 иозмож

1101.:1'11, полное собран ие его работ 110 одной теме . В примевев ии к таКОЙ

большо й теме, ка" "Математи ческое прос вссюи яе" (реч ь идет о пробле

мвх массового школ ьного образоввиня. вопул яризвции мвтемвтиви , из

двниях для УЧI"'IIII КОВ и учителей математики) предварительный план

выглядит следующим образом.

Том первый - "К исторви реформы школьного м втсмвтв ческого об

разовни ии и СССР. ВО-80--е гт; ХХ столетия", Здесь собран ы работы

А . II . Колмогорова , огиосяшвеся к четырем псриодвм:

1937- 1962 'Т. 0..:"0880/1: результат 9ТИХ лет - учебн и к вагебры . напи

сваеыя 8 соваторстве С В.С. Александровым . В арх и ве Л .Н . сохрвн ался

неопуба и ковввиый ранее паев второй ЧШ:,. Н учебн и ка , а также мате

риалы сбсуждеивй. К этому жс периоду ОТНО<.:ЯТ<.:я первые варванты

программы дли ШКОЛЫ , исбо•льшие статьи .

1963- 1970 1Т. ЭТИ гoды был и поевяшевы, и освовном. созданию прв н

ципивльпо новой программы школ ьного курса матемвтнкм (1968 г. ) . и.....
1'01'11 >1 се создани я и КО1ЩСПЦИЯ Л .Н . Коамогоровв . положенная в ее ос

вову в предстввлепная и различ ных матери алах, составляет ссдержвв ие

дан ного раздел а .

197().. 1979 ГГ. В этот период А.Н . возглавляет работу 110 созданию

школьных учебни ков . Явя яись в рсдселвтелем мвтсмвтв чсской ком исси и

ученого методического сове-га М в ип роса <"'''ССР, ОН 1111111("1' многоч ислен

вые отзывы; становится редактором и автором учебников "Геометрия

6-8" н "ЛлГf'6ра " нач ала акализа 9-1(/', Выходят а свет его мвогоч ис

ленные статьи, рвзъясняюшие идеи реформы .

1979-1987 гг. R этот раздел включг-нв работа Л . Н . , инп мсвн нвя в по

риол "Контрреформы", Т.е . 1l00000'lC звседанмя Orде"lСIШ И мвтемвтвкв ЛН

СССР и декабре 1979 г. , 11 8 котором программы и учсбив кв были под

вергнуты резкой КрИТИ "С .

Последующие тома "М атемвтического п росвещепи я", содержащие тек

сты для тех, кто и нтересуется мвгомвта кой , а главным обрезом , для у че-
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ИНКОВ И У ЧИ1'е.'1с А. компонуются из работ. отвосяшвхся к методикс мате

матики , а также с-гвтев н ~III1ИI(,,'OIJедичet.:ккх Н: IДI'UIНЯХ ( ИХ более 1(0) .

ThM второй естествен но нвлввтъ ''0..:110" 1>1 мвтемвтикв ". Здесь Щ~"

тральвое место зан и мает знемсивтвя ..-татъя "Матемвти кв" 00 втором

аздеииа БСЭ, ДОIIОЛIIСIIН/UI: выпввшимк из пес фрагмента"," И "J верво

1"0 издани я БСЭ. Бслылоё , мваоизвестиый и IIСЩ>окоммситнрщllI.lII11,,1I:

ЦИКЛ с-гатей, начввшийся 11 1922 г. относится к поиятии м "вел и чин ы"

в "чвслв". К теме " 0 <':110 8 математики" примыкают статьи и заметк и о

теори и множеств , вксноматвческом методе, элементах лог-ики , с' и ..-геме
обозначений.

Последующие четыре тома имеют классическую компоновку : "Ал

гебра", "Геометрия", "Нвчалв анвлнэа", "Элементы теории веронтности Н

с-твти.."ТИк и".

Другой пиха извввмя трудов Л .Н . Колмогорова связан с темой Ф~IIII .

В фвэико-мвтемвтической шксле-ивтериаге ;i11811РИ :\1ГУ Л .Н . рafют!UI

с 1963 г. За 15 ЛР.Т активной работы PlI прочитая множество звмечв-гель

ВЫХ курсов н отпеаьн ых лекпяй , многие годы рвботвл и летних школвх

пля учашм хся . К есжвлению, он не успевал записывать тек....Ты ирочи 

тваиых им аекп ий ; сохравил ись 11 основипм , их наброск и . Поэтому на

дан ном этапе главасе вап рввлеиие - поиск возможно ссхрвиивш нхсн

ковсвехтов. реконструкци и ввбрсскон , свс-темвтизвцня арх и вных мате

римое и в меюшахся публ нкацай А.Н .

В целом же мне вредс-гааляется , "ТО следует ставить II()JII« о 110"
готовке UOJIHOГO собрани и трудон А . II . КОЛ).101'О1108а, '11'0, естествеипо ,

предполагает е-оздвпие еоствете...твующей постоянно дсйствующей сэтрук

туры. Его творчество ун вквльно 110 рвзнообрвзию н богатс-гву идей ,

грвндисзио по объему. Нвследне А .Н. Колмогорова заслуживает <:а~ЮI'О

внимательного н бережного отношенвя: это - национальпое достояние

Россв в. Достоявие человечества.
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Ярославский трактат '10 I\рщщсруссtФii математике 11 астрономии

Н списке КOI IЩI XVII - нвчалв XVII I 1",,1

Недавно О,Р. Х ромов обивружил неизвестн ые хроволого-арифмети чес

кае записи на зешвтных ЛИс-твх } -2 об. (06"e~ <1 ..,-р.) 1:1 рукоп исной кии 

ге "Стрвс-г в Христовы", перепвееввов 11 оформленвон к нижным мвсте

ром ДИОМ ltдоМ Яковясным сыном Серковым в 1691 г. [I -SIМОЗ] , х рани

щевся в Ярославском втторв ко-архитехтурвом 11 хуложествеавом музее

зеиовсднмка (шифр 51М3 5''-'\0з/з)2. Текст вьшсл нев скорописью конца

Х\'Н - внчвлв Х "' I I1 IЩ., которая совиадвет с почерком вумерацн и л а 

'-"ТО" рукописи, 11 0 не с почерком Дномаде Серковв. Среди завв ..-е А !I

помет 11 рукопи си это наиболее раа н мй почерк. И з этого следует закл ю

чить , что хровслого-врифметв ческм ё текст бы!! винсвн в рукопись уже

11 000:.л е се It::IГ01'OW!eНlIH , видимо , ОДНИ М 11.1 первых ее ваадеаьпев . зl\.lш сЬ

I PIIl">C>'rn. 'litrТМЧ IЮ IЩII.держlU'lI. гра итом РГl lф,](' 09- О3- ОО6ЗЗlt..

:lРуJ«щ ltГЬ " МL'(!Т роскошное офОРМЛМ'ltе .. IЩn" 11>"""jЮIЦUIНN Х юыюстре

.~,O" ОТl I(!ч ll.......ш...Х С досок Лфз,НII.("Н >\ TpyX MfJlI CKOI 'O (раИ" '1 кз сер" .. "Времен" .
,'Ода") 11ЛеоЖl1'Н Буннна [сюжетн ые qx:.II."H KH Н.!lJIюстра'UlА н :! 14-лнct'I.>IIUЙ се

1J" I' "Страсти Христовы") .
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C'IUJK"ТJ'JI

не очень хороruей ....охранис•.·П1 , в ней есть утраты и з-за обрыва ;НК"Т8 .

Р}{Д мест ПЛОХО читается иэ-эа заТСКОВ от воды И звгрязнен ий , к роме

ТОГО , отсутствует окон чание (возможно, несколько ...:ТрОК) [см. " f Jp H..1()

жеане" в кон це в естояшей \."Т8.ТЫ'! ) .

Началом я вляются слова "Подобает велвтъ ел икв пвсмевпых 11скол ....
ко месяцев и днеи и ч асов 110 ДlI И Н 1< »0111" 1< ''ОД)' н тому росп ись".

Dсвовиым предметом соч инен ия лревворуоского автора былв динамм ка

годи чной длвтельвости 11 ч всах светаого (ДI I Н ) н темного ( ноч и) времени

суток (на две дать.. каждого мееяцв} , Трактат СРЮУ. без "рвсквчки" 113

ч и нвется с хронологических сведен и й : "Пвсмевцых месяцев в году 12,,1.
Далее следует материм о ч исле дней И ч асов В каждом месяце года. на

чиная с ...:еllтябрн2 . Зак а.н' / Н83.еТ\:Я сводкв данных о ч исле Jlllei! и часов

дня августе. воследнего месяца сентябрьского года. Далее идут рвсче

ты о педелях н др. ЗаfWРЩает<.:и текс-г материвлом о динамике !'О,jmЧIIОЙ

дл итеаьнссти дня И ночи 1'1 сутках под вазввв мсм "Росп ись 11 гсду часам

двевным н ночн ым"З .

Здесь для 12 и юнн приводится дповвой максн мум 8 17 ч . 45 м. н

ночной минимум Н 6 ч . 15 м., причем предыдущая (24 мая) и последу

ющая (24 июня) даты имеют одинаковые временные воквзвтели 17 '1.

(ден ь ) и 7 Ч . [ ноч ь) . Ссхрвниаись текс-гы конца XV I -ХVIl вв. которые

исвслъзоввл ись ври эксплуатвци и башеивых часов . Ими я вля ются осо

бые "пособи я" 110 регул ировке московск их u6щео.:ТШ'IIII ЫХ '1&:011 15 . 61. В
вих мвксв мальным коя и чсстиом лневяых '111.<:011 детом и ночных чвсов

эн мов УК33Ы 081О'1'\;.11 17 '1"'-'01', о чем также свидетеаьстауют дан ные О

циферблвтвх XVH н . москвы [с сем палпятью делеваями ] 171 И др . Яро..
славек ий текст содержи-г 11 принпип е тот же матер иал , '!ТО н "по..:06ни'',

во по срввиенвю с НИМ И и зложев с б6л ьшим и подробностя ми 11 ДJIИ бо

.М!(: северной широты , а также содерж и-г, кром е целсч нс,пениых, ",potillbIe
значен ия.

"Пособи я", как тип текста, были евсего рсда регявмситацновио-спрв

вечными документам и 110 "упрввлеви ю" башеиными чвсвм и. Позтому

они не содержали "л ишней" в нформвцви , в свнэи с этим да н ные в НИХ

округлял мсь до целочи слеиных звачеяи й. "Пособия" можно рвесмвтри

вать ВОЗ IJНКnШМИ из п роизведевий , подобных Ярославскому трактату,

I УIlO"flX"бл:яВШIlCOl " трвхгвге ЩХ'I> IIСРУСС1'lIlе ('"БУ КI\C'l I IIЫс") цифры замены
совремеиными.

28 ЯросnaUCIWМ трактате " " говорнтея , к.a1'l "011)-'1"'"'' pe-зуЛh11'lТbl с...."Т8, 11.

CO<J6щаются ОКОII.. IПf'.л hIlЫ!! " lIсловые 3.",,,,,,, "я,

ЗСlo<, предвернтел ••ную IIу6rrИ1'lАц>lЮ О Яросп:'ШCJ<о", трактате [4).
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квк 641 "оч вщен ных" от "лишн и х" сведений (долей часа в М ИНутах) 11

вдаптировавных к 1 7.'1""-'ОВОМУ мвксммум у. ОДНЦО прежде, чем такая

трвлипии с 17-'1at;()l:Ibl~t максимум ом уствновилвсъ, по-ввди мому , суше

стаовал пери од , и который рассмвтриввя ись и другие возможн ости .

Эги поиски , вероятн о , были связаны С переходом на новую свете

му счета времевм , которав 8 обще..-гвев ной сфере былв связанв с ТВ"

называемым "косым" [переменным] счетом , когда дл втельвссть часе

определялась квк 1 / 12 часть двеввого И отдельно вочиого времени в

каждых сутках [81. В IН.....ориогрефии считается. что переход на равно

денствсввый [постоя нвый] чвс п роизошел "н Москве н середине XVl н.

(8 8 други х мостах Росен и 1\ XVII в.)" 171.
ОДllаlФ более точно переход на раннсленстве ввыё час н Москве было

бы отаосн-гъ к 1 -й полови ве X\' III . Это сведуе-г яз еообщеа ия Новгород

скоя второй летоп иси о пожаре 1551 г. о вовгородсном 'ОРЬе9е монв....ты

ре: "В лето 7М9 115511 . . . да. того же лета, месяца майя 09, п а. память

иже 110 святых ОТЦВ нашего чюдотворцв Николы . 11 третий час вощи по

Мссковскмм часам , в по Ноаго родпким часом н а шестом ча..;е на НОЧНОМ ,

звгорслосъ в Юрьеве маввстыри. .. и субботу" [91. Деll: ..-гвителъво 9 мвя

1551 г. была суббота [10J. ИЗ летоп иси следует, что 9 мая 1551 Г. в Новго

роде " ' ; IIO.'l1>.10118-.-1 11сЬ два. тиив часов: старые "косого" счета (Новгород

ски м чесом) и новые - рввводенствеи ные [Московским чесом). Завч ит, в

середи не XVI н. уже началось расарсстрввеи ие рввнцдепстнеивых часов

по осей P oo.."\:1111 ( а не и XVH В . , квк сч итал и В. Н. Пвауаыров и Б.М . Чер

8ЯГИН). Поэтому 11 Москве башенные часы с рввнодсвственвым счетом

должны существсввгъ еще рваьше, и l -ой половкие XVI 11. Поскольку

ЭТО было .де..лом госудерствев иой важности , то долж.ны ировэводитъся

врепввритеяьвые изысканв н , которые яожилмсъ н основу докладе го

сударю. Одним из так их материвлов мог быть оригинал Ярссаввсхого

списка.

Косвенно 06 ЭТОМ можно авключ ить нз елов австрийского посла ба

рон а Сигиэмуида Герберштейвв о дневном максимуме ДlJЯ Москвы в

17~ '13<.:11 , как 11 Ярославеком трактате . Следовательно, в нем дан мак

си мум, известный В первой половвне ХУ I В. для летнего солицестоявия 11

Москве, когда в Росс ии готовилось введен ие "раввсденстае ввого" суточ 

нот Ч8.<:О 11О1'О счета отдел ьно ДЛЯ ДUЯ [в ач ав ая отсчет '1 11.I.."0 0 с pa..эсвета]
11 отдельно дли ноч и (при начале отсчета с заката.) .

Сигизму нд Герберштейн (1486-1566) ,.'шажды аоссщвл Москву - 11
1516-1517 И 152,').. 1.', 26 гт. В "Залисквх о Московвн" 011 отмечал , что ему

1')ООрНЛ П, "что самы й ДЛ И ННЫЙ ден ь и Москве во время летн его сол нце-
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<..~НИН \."Оо.:Т8ВЛ Нет 17 часов н три четверти", С. Герберпггей и это про

верил в 1526 г., ДJHI чего провзвел необходимые иlL6л ЮДСНИ Н с ПОМОЩЬЮ

астролябии в полдень 9 июня. Его резухьтат окаэвлся ДРУГИУ.: Москва

имеет '',,:а.\! ыА ДЛИННЫЙ ден ь - 17 чесов Н одну четверть" 111. 1,;. 1331 .
д.о . Святски й по уквзвнному nоиоду заметил, что эта длигельвсстъ

"оказывается всего 'Н! 20 м[инутl меньше действительнсй (17 '1. 35 м. )"

[12, с. 4401. м.л . Горслепкий перепровсриа денные, н результате 110,11,

твердилея вы вод Свитекого (17 Ч . з5 м. ) .

Оссбеввссть сообщенных С. Герберштейном сведени й заключветса

в нх конкретности . По-видимому, 11 до ХУI н. на Руси производил иеь

определенные , но анонимные астроиомвческие И<ХЛСДОtlItJI Н}I, например,

111'" наблюдении солнеч ных н лунных затмвнмй. 110 R ДIUIIЮ:v. случ ве

факт наблюдения двтврсвав (1526 г. ), вгрмбутмроваи (С. Герберштой

"у) , документирован (его дневниковой звв исью . висследствв м оиубя и

коввяной ], и вструмситвл ьио обеспечен [исаол ьзоввв ием встролябмв] И

выражен конк ретным временем 17 ч . 15 м. Однако эввчевио рассмотрен

вого свидстеа ьства шаре обозввчеиного факта . С. Герберштей н упом и 
иве-г еще об одном важном нR.6людеи ни , которое было проведоно до вего

(давшее зоч вос-гъ 17 ' 1. 45 м. , всего 113 10 мвп. отли'шую от Н <.."ТИН НОЙ 

17 ч . Зб м . ), которое он собственно и перевроверян [ что двло худшую

точаостъ: 17 '1. 15 м., уетупвющую истминой 20 мвв.] .

С. Герберштейн п ишет, что о геогрвфнческой широте ~1Ot:кПI,;r , при

мерно отвечвющеё дневному максимуму в 17 '1. 45 ),1 . , ему сообщн,я

"век-го". D комментари ях К этому мест-у Д. Н в . А.Л . Хорошкенич говорит

следующее: "Некто" - по-видимому, общий 31181СОМЫЙ Г [срберштейне] 11

Николая Булева нз Любека , встроиомв , лекари и иереводчикв ... Стран но
отсутствие п рямых уквзапай о Вулеве, ввзодившимся 1\ Москве с 1·190
по 1533 г." [11 , с. 3261.

Пр" обсужден и и нашего ДОIUlа.1,а.l.;Дел3/111 0ГО Н3 XII Мсж.цу1l3род/10А

научной ковферевпии по пробасмам кн иговедсан и 11 31 , было высказано

вредволожен не , что с. Герберштейн Э.IЩУ!I{М проверить /1,1111/11.11: о часо

вом мвксвмуме в 17 '1 . 45 м. д..1Я Моск вы еще в свой первый ериезд сюда

в 1517 г., так как сч итал . что он и полу чены "из ненвдежного 11 <..1 "0 '11111

ка", о чем п исвя в своих "Записках", но у него не было необходимого

ДЛЯ ЭТОГО инетрумента . Поэтому 8 свой второй приезд 0 11 вривез с собой

встроляб ию , с помощью которой опредеа и,я чессвой максимум Москвы

11 17 ч. 15м.

Косвенно зто подгвержлветея тем, что с. Герборште йн явно ие 1183101
вает Николая Булева, что кажется совремеиным \f<X.II CA i.>J<a'reJ(H M стран-
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ным. Возможно , ссылка пв 11иколвя Буяева могла быть в Зд.Л Н<;ЯХ С. Гер

берштей нв, сдеяав иых 1< его первый МО'ЖОн.<:киА приезд. Но ко второму

приезду 1526 Г. он убрвл се нз-эк оивсности упомиивн ия о нем по тоя

прв чи ие.этго Никол аЙ Буясв мог 110 11 a..Тb в немилостъ к ~1ОСКОж:Кн М вяв

"''-11\1 иэ-эв Jlожноl! п ропвгвалы встрслсгм чески аредскаэаяиого в 1524 г.,

но не ооетоявшегося вселенского катвклизмв [141.
Онисы ваемые С. Герберште йном иэыекввии про иэвода лвсь в связи с

уствновлс в вем коорди нат Моск вы н ДРУГИХ городо в Росев и , о чем с006
шеет также д.о. Святок и й. Соответетвуюшие дан ные МОГЛИ иметь цель

квртогрвфи роввнии Моекови н 112' с. "139-4431. Чассвой Макснмум нужно

быао зпать также "I,ДЯ сбсаужмввв мя бвптеи яых часов. О чем С. Гербор

штсйв ничего не пи шет, По-видимому, башенвые ЧШ:Ы с равнодев...етвен ...
III о/ М счетом поя нм лись В Моск ве посл е его от-ъсздв Н3 России . С учетом

таКОЙ НО:1МОжнО....ТlI н IIзложещ[ъlX lIыше ;l.а.ШЫ"Х Новгородс кой второй

аетоимс м кажется допуст имым п релисложение. что башенн ые чвсы с

рвиводеиетьсн вым счетом поя нил всъ в москве во 2-11 четверги ХУI П. ,

ТОЧНОО В период 1.'i26-1551 [Т.

Документация для эксплуатаци и так их ч асов должн а была появить

ся 1\{эскохько раньше, так как и х ус-гавовкв без обссиечевн н управлении

им и ве имела бы смысла. 11 уквзаввой связи авсаужи ввет внимани я

древнерусск ий ПСР"ВОД "Осмоч встнов хнвгн", вьшсл всваыя В 1495 Г. ,

ио-видвмому, ДПУМ Н персводчиками . работввигимв иарвваельво. D его

основе лежи-г орн гн наа вост•.'Ю!\ книги лм-гургичссксго сочи нения фрап

цузского еп ископа Дюрвив ( Х 1l1 в.). Оден версвод ссх реиался до н а

шего времсви 11 сиаске Х\'1I в., а второй вошел н с0.:1'11.11 "Предисэювия

святцам", также известном D списках ХУI! В . [подробнее сМ. 1151). Датд.

14951'. стои т не н ивчвл е н "С 11 конце вереволв, 1'1 внутри тек.."Т8 - пр и

"''Т8Тье ''О часех немецких... ".
Как устввови дв А .А . Ромввова, эта статья есть У Дюран в. 110 разу

меется без )' '' 8."'\811 11'-'!\ даты дflt~ В I\('i'УОСКОГО иереиода . Кроме того, дюрв

1I001t:K II!\ текс-г допелиен даииымв о числе часов 8 воловмне дня и ПОЧII

[16 , SIl 91]. это может свилетел ьствоввтъ о том , что матермвд ''О ча

сех немецких.. , ", содержащlll'l. информацию о годич ной динам и ке ро-

"'''I"Ц./убы.1 И в равнодев...этве ииых часах для дня И ноч и (иа ОДНУ дату

.. каждом МI~;Я I\е ) 0с060 иатересоввл и иипявторов персвода сючн ненвя

Дюрвна. Следует и меть и ввду, чТО ЭТИ сведен ия ...-оответсгвоввли се

IICPl lblM ШIlpt:YТ'aм <.: Де"J' IШМ 'IШ:О"ым ~1I.,,<: и мумом д"ем 1< 18 ч а<.:о В (uри

мии имуме в б ч . 110'1 " 10). Слсд.vет ТlI.Кже уче...,-ь , что НН IIL~lI аТИ IIR н ор

1·8 I1И :~II.п.11 1 1 рд.<......матр Ii НаеМого Il epc llOДR и.:ходила из окружени и l[оиro-
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родского архиеп ископа Геннадия . При чем Новгороду а рнмерно ссответ

ствовал уквзвваыя ч ессвоя мвкеимум . Знвмеивтея ь"О , ЧТО дюрановс квя

статья "о ч асех немецки х ... ·, встречается также отдельно от "Осмочаст

вой кн иги" и "Предисаоаив святцам" н более раннем русском списке

XVl в. и В комплекте <: ори гив вльиой статьей "10 ч асех] но-ру..-хв ж в

Новгороде в Великом" [181 .
Часовые данные для ЭТОГО текста не был и собраны вепосрслственио

8 Новгороде , как воказвл и прелварвтельные рвечеты :\1.л . Городеяко

го. В ооновном ОII И соответствуют широте, проходящей несколько юж

нее Новгорода н даже Пскова , И <:вя~аIlЫ . скорее 8(:('ro, <: П'рlfТOр Иr' 1I

Прибалтикн . Двсгармовнруез- с основным и дввными ухвэвиие дневного

махсимума в 18 ч . 52 ,5 м. для 12 ИЮIIН (и соответственно 12 декабри ДЛЯ
ночи) . Эти <:веденн.я могут быт-ь терри горвально <:8Я3 11.J1I.t с Русью, 11 0 "е

с Новгородом . а с Кирвлво- Белсзереки м монаст-ырем . По-нидя мому.эю

пол вагельпый материм по эвтроиугому !:<ОПро<:У может дll.Л, сохранив

шв йся В списке XVI И . "У квз книжиым чесам, 110 сколько ЧШ;ОН обходит

Солнце и ад П<:КОЖ:КОЮ землею", оетающвйся до <:ИХ пор не опублико

ванным.

Судя 00 рассмотреввым -гекстам, Н России в конце XV-X VI НН. ~'Ш":Ъ

рабста по сбору м разработке научных теК<.'ТОИ о дв нвмм ке дневного н

IIОЧНОГО времен н в сутках в равнпденетвеввых чвсех (110 6 0.\11111.) ДJlJil IIХ

вдаптааии К роосвйскям территориям [191. В отли чие от 'тюсоби ё" д., я

бешеввых часов эти теК<."ТЫ содержат дол и чвсв выражевные в ориги 

вальной системе дробей.

"Пособи я" как тин текста был и своего родв регламентацвонво-спра

вочными донументвмв ПО регулнровке бвшенвых чвсон . Так , в рукописи

конца ХУl в. "К руг миротвори ыll"120 1 в а ';1,"1 .98 11 101 об . содержатся два

ОрИ ГНН8.'1ЬН ЫХ "пособвн", Первое - в виде круговой дивграм мы без 11a..

зван и я. 0110 отличается 07 дJ>YI'HX вивлогичных "пособий" тем, что здесь

д..1 Я 9 иювв уквзав дн евной ма",.: И МУМ, кик МИ северн ых ш ирот: 18 часов

(при ночном воказвтеле б чесов} . При этом ;1,., >1 9 декабря при водятся

симметричныс зна-тев а в : день 6 '1 . , ноч ь 18 ч . Вгорсе "пособие" И!\ л . 101
об . озаглавлено "Круг ч асовой оукааной Москояъскаго переволу". В нем

для 9 НЮВЯ дается веяичаив ДНЯ 11 17 '1 . , а ноч и в 1) (а не 7 чвсоп, квк

ожидалось бы); ДЛЯ 9 декабри соответе....венно - дл и на нu',и н 17 '1 . , а дн и

н б ' 111.I.:08 (а не 7, как требовалосъ] [211. Совивдепм е данн ых (е учетом

самметр и н }, очевидно, И<: КДЮЧае1' описку, 13 свете данных Я росл ввс кого

текста , указанное "отклонен ие" от правил а легко объя снить резул ьтатом

упрвздв евия долей часов , при КОТОРОМ 17i превратилось н 17, а t.i~ 11 6.
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Знач ит, 8 Х\' I в. при формировани и науч ной .документацвн, связан

ной е введеннем 110 8 0 1"0 повседневного '13<.-0801'0 счета, включая разра

ботку "пособи в" 110 регули ровке общественных '13<."011, могли раосмвтря

ватъся два варианта: "ссвсриый" с ),,18. К<:Н МУМОМ в 18 ч . { возв икшвв путем

округлен и и мвкса мумв в 17 ' 1. 45 М., с добввлеи мем 15 ми в .) н "южный" с

17 ч. (возв вкшв й путем округлен И )! герберштей вовского ав вчен вя ]7 ч .

15 М . , е удалением ] 5 М ИН.), причем окончательный выбор пвд ва послед

нв й . Открытое в Ярослввяе вронзведеа ие с мвксммумом д.'IR июня В 1 7 ~
часа с,.8В8Т изучен ие вопроса на почву источн ихового факта, состояще

го 11 ТОМ , что уже в первой четверти X"lll. существовел текс-г, подоб

и ыА Ярославскому, 11& котором базировалось сюздан ие вспомогательных

"пособи й" 110 регулировке московских башеввых часов. Возможно, Яро

о.:л :wo.: к нЙ трактат восходи т к этому врстогрвфу I -оА четверти ХУI векв,

11 еще один важны й ВЫВОД. Находка В Яроса вв...ае аевзвествого ра

нее хроиолого- арвфметя чеекого трактвгв провзошла в калун 900- летии

К нр нка Новгсродпв ( 1 11 D- lIо<.:ле 1156) , начавшего на Рус" мвгомвтв

ческое изучен ие хроисаогм к 11 <:8Ое),.! трактате "Учевне ИМ же ведати

человеху числа все-х лет" (1136 г.] [см . подробнее [221). Яросл авский

трактат - 0.:11.\111>1 11. большо й по объему после "Учен и я" Киркка древиеруо.:

<:1' " 11. квле вдар ио-мате матнческяй текс7 . Такие а входкн происходят раз

11 исскоаько ...-голет вй . "УЧСН ИС'" К ирика . например , было открыто при

мерно 200 .1 е'Т назад . &,.1. еще одоа оо.."О6сНПОС1Ъ, род.пящая Ярослввски й

трактат с 'Учсиаем" Кврикв. По справедливому нвблкздеаию ссветского

110..1 '0(1111' 1\ нау ки Т. И . Рвё новв. "Учение" - одно из немногих ИЛИ еди н

ет иеиное произведен ие домовгсльского периода , конкретное содержап ае

которого не вставлялось "в богосяоеско-ев меоя вческив текот" 1231. так
же и Ярс...:.II I11~", ки ll трактат написан вне 6о1'ОСЛООСКОГО контекста.

Приложопие, Ярославский трактат

Рукопись "Отрвств Хрис-товы", 1691 Г. Ярославский всторико-ерхитек

турпы й \1 художественны й муэей-звяоведвмк , шифр Я~lЗ 54-103/3. За

шитные л II ...-ты (1-2 06.), скоропись конца ХУII - начал а XVIII вв. Текст

нз-за воздеёстния 1I0ДI>l " механических поврежден и й ч астич но утрачен .

Окоа чаа ие трактата утрачено ВМС\.:те с а иствм и рукописи. Утраты обо

значен ы 1;1 публ иквцм в угловыми скобками с отточием. При аубл и квцив

тек...-та о рфографи я сохраняется , титла раскрываются , ки рилля чеекие

цифры передаются в вдоврвбски ми, ''1.'' 11 конце сясв оиусквется .

лл .

Подобает ведать ел и ка имсмевн ых 11 сколько Ме<:яЦОВ 11диев и Ч3<.Х)Н

во дн и Н Н НОЩН в году и ТО"'-У роспвсь
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Глана 1 . П:",нарные ДnКЛIt"ДЫ; А_Н. KOJDfQl'f1j ){lB Н ...... Тf'M8THI<II ХХ

СТОЛf'."nfи

Писмен ных месяцев u rQ.:tY 12.
Меся ц сен-гнбрв•• а в нем 30 ;1.I 1 с ll: , чвсов 720.
Месяи октябрь , а 11 нем 31 де... ь, Ч8.<Х)!! 7-1<1 .
Месяц ноябрь , а в нем 30 дней, чвсов 720< . . . з-.

меся ц lle lUl6pl•• а в вом 31 день , чвсон 744 ООР?lrnс'J'СЯ] .

~1fX:ЯЦ генвврь, а в нем Зl день, часов-с э-.

Месяц фсврвль. а н II CM 28 дней , часов-с з-.

А коли бывает высокосв 1'О,д< • • • > прибудет в геду дсш. l l l!олна< ... .>.
Месяц март, а 11 нем 31 день-с ... >.
Месяц ап рел ь, а в немс . . . з-.

Месяц мея . а 11 НС.\!< • • • >.
Месяц июнь, а в нем 30< э-.

Месяц июль, а в " см 31< ».
Л. 1 об.

Месяц э.вГУ"'Т, а в нем 31 день, а '111.I.:08 7·И .

И &;С1'О в году и п исьменных В 12 месяпах 365 днеА, опри чь висскос-

1131'0 дин, 11. иёдель 1) году 52, а в Ilедели 168 часов.

< >8у веделях ЗЗб '18.<:08.

< с- меся цах 13М '1 30.:3 .

< »меся цвх 2016 '11!.1...'01I.

< »месяцех 3360 часов.

< з- во IIJТП месяцах 4З!)·1 .

< эмесяцвх в ro.дy 871201 часов

< >го ДНИ а е високооным 8784 '111.<:8.

< >0 ввречеся осен ь, зи ма и весив И лето , <... > роспись.

< ••• >аг И славн аго пророка И предтечи К реститсл и [~ОСIJOДНЯ< ••• >
по Рожестве Господа Боге И Оваса н ашего И И (;~8 Хрис-гв -с ... > (AleНl.

8 б чесов . в Ч8<:ОВ дневных И нощвых .

<.. .>Гос.:пода Бога н Спа~:8 ившего И н<:у<:11. ХР" <.'Тэ. да по Влвгове

щенн н < . .. > а дней 91 день и 6 Ч3(:ОН , 11 ' 111<.."08 двеиных н нощных 2190
'18 < ••• .>.
Л. 2.

Весив нареченная а Влаговещенвева дни Пресвятыя Б огородицы мар

та с 25-го чвслв до Рождес-гвя Кро-стягеля Господн я Иовви в ИЮII Я 110 :И

число 91 день и б часов , а чвссв 2 1ОО чвоов .

Лето нвречевио с Рождества И овива Предтеч и июля с 24 числа по

Зачатия Иоанна ж Крести теля Господи>! сентября ПО 2з число 91 день и

6 чесов, а часов 2190, и всего 11 ro,пy 8760 часов, а когда весокосвой год,

тогда врибудет в году во ДНИ н в нощи 24 часа.
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Роепись в ' 'ОДУ часом .дневным tI вошным .

ГСН88РЯ В 1 день час дни пр ибыл во ДНЯ 8 чесов И 11 "ЩИ 16 часов.

Г енваря 110 17 чисао 2 иелслн 2 ДНИ часов В ИИ Х 3&1 часа.

Генваря и 17 ДСНЬ во ДН И 9 чесов . а н вощи 15. Февраля по 2 ч исло

2 недели 2/\,11 1'1 часов R ни х 3&1 чвеа.

Фсврвля во 2 день 110 ДН И 10 часов, 11. В IIOЩИ Н. Февраля ж (10 18
'11I <:.r1 0 2 "е,'1оМИ 2 ДН И з84 ' 13.<:11..

Февраля во 18 день водв и 11, 11. В нощи 13, Марта 110 5 число 2 ведел и

со ДЩ"М 360 чвсов.

Марта 8 5 день во дlt Н 12, а в иощи 12, Марта по 21 число 2 недели

Н 2 дн и, Ча<Х>В В них 384 ' 111.<.:1\..

Марта В 2 1 J1,t~ lIb 00 ди в 13, а в нощи 11. Апреля 110 б ч исло 2 ведели

2 дни, ' 111<;0" В II HX 384 '111.<:11..

Апреля В 6 день 00 ДНН 11,11. 11 IIOЩН 10. Ап pc.nя по 22 ч исло 2 недели

2 дви, ч асов 1:1 нвх 384 чвса.

Мея н 8 день 1<0 ДН И 16,1:1 нощи 8. Мм 1102'1 ч исл о 2 недели 2 др н,

' 18 ...-ОИ В них 384 часа .

ММ в 24 день во дни 17, а в /'иЩН 7. ИЮНЯ по 12 число 2 недел и 4
дн и ' 18..:0 8 в HII X 832 часа .

Нюн н в 12 ДСНЬ оттоле нощн прибывает. Течение солнечное отвра

Т II<:И к закату. ПО ДН Н 17 ч асов и 3 четвсти ' 1111.:11., 8 В нощи 6 чесов с

четвертой и те ТРИ '1 ,,"Т< .•. > ДО Рожестае Иоан н а Предтечи ИЮIIЯ по 24
тисло неделя 5 днеЯ < ... з-.

И юня 11 24 день 110 дни 17, а в IIОЩИ 7 часов . И ЮЛЯ 110 6 часао-с... >
часов В НИ Х 288 чвсон .

Л. 2 06 .
Июли 11 6 .день Ч 3.<: ЛОЩИ п рибыл 110 ДИИ 16, а и иощи 8 часов. ИЮЛИ

110 22 число 2 не...асл в 2 дин , а ЧШ:ОВ в РИХ 384 '13.<:3.

1 1 /( >J!И 11 22 дсиь 00 дн и 15, 3 в нощв 9. Августа 110 7 число 2 ведели

2 дни, 3 часов В н их 38'1 '1 3.<:3 .

Августа 11 7 ден ь вс дн и 1·1, а и ниша 10 '1 11<;08. Августв 110 24 ч исло

2 Ш!JI.f",л1l 3 ДНИ, 8 ' 13<..'08 8 них 880 Ча<Х>8.

Августа в 24 день во ди в 13 '13.<:011, а в IЮЩИ 11. Сентября 110 8 число

2 111~t:"1 11 со ДНСМ, а часов в Н НХ 360 часов.

Сентября в В день 12 чвсов, 11. .. нощи 12 часов. Сентября 11024 число

2 ведели 2 ДН К, чвсов В НИХ 384 ' 111.<:8.

Сонтибря В 2·1 ден ь 110 ди н 11,11 11 1I 0Щlt 13. Октн6ри ВО 10 ЧИ<:ЛО 2
недели 2 ДН И, ' 13<.'0" 11 вах 384 часа.
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ОК1'Ябри в 10 день ] 0 '1&;011, а 8 НОЩИ Н . Окти6ри 11026 ч исл о 2

ведели 2 ДIIИ, Ч&;ОВ И ИХ з84 '111<:3 .

Ок-гибря В 26 день ПО )!,нИ 9 '1&;010, а и IIOЩ" 15. Ноября по 11 число

2 недели 2 дии, часов В них 384 ч аса .

Ноября В 1 1 день во ДНИ 8 ч асов . а" IIИЩИ 16. Ноября ж по 27 число

2 ведели 2 два, '111.1.:0" в ИИХ 384 .

Ноября в 27 день во Д}l И 7 '1 8<."0" , в В вощи 17 часов . Декабря 110 12
чвслс 2 ведели са днем, '131.:0Н в н их ЗlЮ.

Декабри 8 12 день оттоле дни прибывает. Отселе возратв-с... > Сеян

це " 3 лето , до селе стходнг вощи 17 часов " 3 чет-с ... > '11'1.<:8, f\ во ДНИ

б часов с четвертью чвсв В день п ри ....удст< .. . >
Далее тeto:cт ут;.uчен, в p ytrorJUCU отсутcrn!Jуюm АШтn.", .
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Геометрии, политологии 11 вксиомвтичоский M('!ТUД

C.J1. Б~'ЧlWв

Хорошо известно . что вервой дедуктивной авукой былв геометри я, н

многие векв онв сставалвсь, ПО СУТИ , едв нствеиной такой наукоя l . В 11"-"

чале прошлого ".'ТОЛСТИМ Гильберт НI.\ДIЩII)'Л идею вксисмвтизацн в как

уивверсвльного метода в вуч иого мышлен ия 111. И хотя евм Гильберт

имел н виду при З'ТОм Н первую очередь ФИЗИКУ, не н этой науке (вне

мвтемвтвкв] в ХХ 8СКС идеи логической ледуклин вышли Н8 первый

плвн. Парадоксальным образом наибольшее примеиение вксиомвтмчо

ски i'l Метод IIМУ ЧИЛ в эконом ике, гпе после работ нобелевского лвуревтв

Ж. Дебре врмвычвым ..-гвло вксиомвтвческое построен ие вбстрвктной

стру ктуры и последуюшее логкчсское выведен ие нз нее экономических

фактов . ОДИИМ из ярки х ири мерон подобиого рода нсследовапий явая

ется эваменитая тссрема К . Эрроу о иевозможнсств демок рвтичоского

выборе, решен ий, когда ч исло вльтериатив больше двух : С(:4и 1ЩНCf1Iиту ·

'ЧWI (о(1ЩестОСfitfЫe предrwчтCJjWl) уд06летоор.кст УCAQБU.Jl..O.t 'lC.заоuси

.чon1\и om nocтоpt1ЮIUX aAbf1l('p ,w.muo u еииtЮг,/\lI.СиА. то (»UI Jl.БA.I'tP.mcJi

дuJrn'\ll.tnypo1l. ХОТ>! Эрроу нслучв.л за З'ТОт результат Нобелевскую ере

МНЮ 0 0 экономике, сегодня эта теорема является одним из основных

результатов И 11 теоретической воли-гологн и .

Идея самого, пожалуй, элегантного доквзвтельстве этой теоремы

принадлежит Дж. Гввнокоалосу. Пусть расематри ввется векоторан ал ь

тернатива Ь . ТОI:Д~ выполняются следуюшве угвержленин.

Утверждени е 1. Если в t.:аtOO..Ч -mо ,.poфu.лe предrIО"'Шlеtiu(l mждN'й

4Utlm CТ1la8UТ1I Ь наверх tlЛи енвэ СUQtLЖ Щ:lf'mlO'(щеtltlй, Т1Io фуm.:цWl {'О

'ЧШ1.IIt>lЮго въdЮpa тоже ставит Ь Аuбo в са.цыЙ верх , мгбо в cn.м.ыЙ ti U3

CQ'Чtшilt>tiwx предlwчтс,IU'й .

Утворж.депие 2 . Существует mat>Ou йге"т n = ' I(b). чnw щ1t/.

tlC~ nporfru.Ae его iЮ/IQC nep ellocum Ь с самого tlUJa 06ществеlШы.J:

предnoчf1lt'1lUu 'са ro.цw(l верх.

Утверждение З . A гeHТ1I 71(Ь) ии""Т1Iyeт общr-сmву npeдrUI'tf1ICt1W1от

ш'с1.!mмыwАш6ot) IIl1J!"W /1JIbmep1lamtte а , С, не содерж.аtt~I'Й Ь.

Утверждение 4 . Агент ,,(Ь) ии"-,,,nует обществу tlpt~дrW'tmetluя отв

'lQCUтeдt>1W Аю6oi! napw а,.1ьmерtlаmttб а ,Ь .

" Стаги вв Архимсдlt явлалвсь ф8КПI'''~И рвзделом IIРИКЛЦДllоt! ("'('О",m1Ш II .
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Доквзательс-гва сформулированных утвержден ий зани мают всего па.

ру '....тренап, так что даже не очень сильный етулепт в состоя н и в их зв..
иомиигь н рвссхвзвтъ н а экзамене. сВМеТсJН......твует ;11{ , цднако, подоб

нви возможность восироизвести доказател ....-тво о ионимвн ям студентом

факта , отраженного в теореме?

Пврнлоксваьность теоремы ЭРРОУ В ТОМ , что "демпкрвтические" 1:10
внешнему Виду условие едяногл асин по Парето и трсбованне независн 

"101.:1'" ОТ посторонни х вльтерпатвв приводят К чему-то совершенно веде

мокраги ческому э среди агентов , привимвющвх решеввя , и меется такой ,

вадивидувяьное мневне которого еовпвдвет t.: коллекти нным решен ием

общества.

Формваьаый анал из доказаl'еЛ ,...-гва мало чем может помоч ь , по

скол ьку усаовия теоремы [аксиомы Эрро)") одн ваково "0110[11" [нли (щи

наковс п с<.:шwршеIl IIЫ ) : вксиомвгвчееквй метод нечувствителен 11: содер

жвнию иринм мвемых ав основу воаожева а . ГЛа(ЩОС , чтобы он и были в

совокувис •.:тlt невротаворечивы. Но варваокс ЭрIXl)' в том И звключвет

"и, что е<:.'1И отрицание звключеии я теоремы поме..п-ить среди условий

[ квк отрнцвние ди ктатуры) , то с-овохупнос..П. естественных "демократв

ческих требован ий" к избирательной ..- истеме [констигуцик ] окажется

внутренне противоречивой .

Человеку, равнодушиому к идее демократи и. факт противоречиво

с7 11 "демпкрвти чески х аксиом' не добввмт никаки х эмоив й - это ЛИШЬ

допслиительное волтвержденае ее ревльнов иевозмсжнссти. Дхя чело

векв же, преданного идеям демократн а. открытый Эрроу факт пред

ставаяет эмопвонвяьиое потрясенне, что ДОЛЖНО п ри вести его к псис

квм истоков недемскрвтичности 11 свмих исходных висиомах . Яояо )1 11ШЬ

одно: матемвтикв с принятым 11 "ей вксвомвтмческв м способом рассуж

",С lшfl помочь в этих поисках ничем не сможет, А что вместо математик и

могло 61>1 оказать ддес ь помощь?

Зде•.. ь свмое время вспомнить о геометри и, в которой только Н 1>10 1'

зародиться вк ....иомвтич еоквй метод 121. Долгое время доказатеяьетв а Ев

кл ида сч итааись обрнзпом рв,-сужде ив й , одивко н ХУН н . н них усмотре

JIH ряд нсдостагков. Одним 113 них посчитали ТО, ЧТО "ДJ!.)! совершев но го

знан и я какой-либо ис,.ИIIЫ недостаточ но убежлевия н ТОм , что Данное

положение встиицо . е..:,,1 И мы не усматри ваем 11 природе евмой вещи ,

почему оно в...-гив по" [3[. Выражвя сь более философским языком , мате

мвт и кв напрасно преиебрегалв категорее й причи ны .

Проявлевием давиого обстоятел ьства нван ется то, ЧТО Д1IH оаровер

жеикя векоторого утвержлеиия в матемв-гике сч итается постаточ но по-
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строить коитрп римср , в не искать ПРИ Ч IШУ , в силу которой ОНО, вообще

говоря , веверво. Да и доквзвтеаьство , есл и 0 110 иредетавлево . вередко не

провсняе-г, а затемняет вопрос о ври чи нах гправедли иости y-nlСрЖДt!IIIН!

( 8 особенности это относятся 1( раа:уждf'И И Sl М от протиаиогс , которое

используется , Ю.;Т8ТИ, н докв;...втеяь, ...тве первого утвсржле в ия теоремы

Эрроу) .

Рвсемотри м , вапра мер . )10Ка.:t.aТeJ!Ы."ТНО третьего признака равенства

треугольников . Многие "о ПРОШС<.:ТВ ИИ нескольких лет забывают идею

докаавтельства , звха ючвщуюся в п риложен и и второго треугсаь никв сн в

зу к первому, И это не уди вительно, поскоаьку усвоен ие декаавтсл ьс-гва

н 7 - ),1 классе не сопровождалось пон имввмем иричниы равенства тре

угол ьни ков <: рввн ыма еторовамв.

Попробуем понять , каков известны й к моменту H3 Y'I C II H H третьего

првзпвкв равенства треугольников факт мог бы помочь В его доказа

теаьсз-ве. Двв треугоаьк икв равны, есл и у I!ИХ равны состветствеииые

стороны и углы. В услови и JLallo то.1ЫС:О равенство (:ТОРОН, 11 от него

НМО пере йти как-то к равен ...:тву углов. Нем извест во только ОДКО 1I1'<'A ·

ложен ие, uрвоодящее от равенства сторон к равенству углов: теорема о

равенстве углов при освовав в и рвввобедревного трсггоаьиике- Следо

вагельно, жеявтелыю осуществить такое 11Ост-роение , при котором 1103

НИКЛIf бы равнобедреи н ые треугсаьвики. Суше..-гвует два всзможнык

свособв прн кладывания ОДНОГО треугольн ика снизу к ДРУI'OМУ 110 обгцсй
стороне, 110 тол ько ОДНН из ни х вриводит К обрвзовввию рIlВlюбсдl....»гных
треу гольн иков. Соед инеиве си мметри ч ных вершин отрезком теперь 11('

может рассмвтриввтъся как новая ловслпительпвя ИДСН В доказатеш...
сгве, поскол ьку 0110 уже подразумевается п ри ноиоке иервонвчааьногс

преобрвзовап ия чертежа, Зюершеа ие дохазвтельстав после этого уже

Ас требует особых усил и й, поскол ьку опи рается на стыскввную н самом

вачвле доказател ьс'· Ш\. теорему .

На фивософеком языке Aalllll.:rA прием доказательо-тпв пвзываотся

Ot1QCредcm(lО(lащ,U",-Ц. Мы ищем овосредующсе звено между рввеиством

сторон и равенством углов я вахсдн м его 11теореме об углах IJI:l. lmtl"x;tJ,..
рев иого треугольни ка. Следовательно, прввомсрно сквзвтъ. что ир ичнну

выполнения гретьего а риэиака можно вилетъ 11. равенст ве углов , проти 

волежвшвх равным сторонам треугольн и ка .

Рвесмотр им теперь вопрос о доказательстве теоремы о равнобедреп

ном треуголь н ике. В упомянутой ранее кни ге ЛРНО 11 Николи КРИ1''''

куется ДОIUL1.8reл ь<.:тио равенства углов при основав ин рвввобедреи ного

треугольв вка у Евклида .. "Разве не смешнс думать, что их раве нство
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зависит ОТ• •• ввсшиих треугольн и ков?" 13. с. 3371. и здесь для поиска

причины равенст ва углов полезно восвользонатъся идеей опосредс-т1Ю-

ввни я. Нет другого своообв исппл ьзо ввтъ условие равеа ства сторон как

полытвт ься сонмес-гн тъ вх . При совмещевн и "''ТОРО " обязател ьно долж

IlhI совместиться я углы , что сразу И доквзывает теорему.

Недоетвтком, с точки зрен ия современной геометр и и, является ис

пользование здесь врелметвого действия, которое прнмевимо к вврисо

ванным треугольииквм. НО ничего не две-г для ндеваизвроввввых тре

угся ьников. ...-горопы которых НС ммсю г шири ны. 11ы видим здесь, как

идеал ьный характе р гесметр вческих объектов прямо-так и прот ивится

примененвю пон ятия врич аны к обосвовеа ню спрввеля ввоств утвер

ждеви ё. Евкякд использует мехв ннческое деЙс-гв ве в .доказетельствах

только оди н раз - в иредшестнующсм Че'ТВСР1'ОМ предложен и и прн сбое

вовааи и первого призввкв равенс-гвв треугольпика1.

Может Л II првнадлежвшая фмО<:ОфИ И идеи опосредс-гвовваия 110
мочь IJ рИ авваизе теоремы Эрроу? Да. и притом весьм а ссвсавтельво.

Кяючевую роаь В поиске ди ктатора ,~(b) в утверждеви и 2 теоремы игрв

ет идеи. вспсяьзуемвя при дсквзвтел ьстес более вростой теоремы ~эя ,

характеризующей П р8"и.10 большинства при наличии всего двух альтер

ватин и почетного числв избв рвтелей (вгеатое).

Главную роль при ДОК!iIЗвте.,,1 ,",-"т}Ie ЭТОЙ теоремы играет пов итие из

бирвтеяьной сас-гсмы t; к вотой 14. с. 211. lIри с-гаидартио м мвгемагвче

<.:КО 1'о1 И3/l0ЖС111Ш 0 110 возв и квез- довольно неожиданво. 110 с ТОЧК И зрев вя

вдси опосред...-гво ваи ия , его вояваеи ве выг..1 J1Д11T не мен ее еетествев во,

чем геометри ческ ие ирообрвзоваиии 11 разобрвивых выше примерах .

Для того , чтобы доквзвтъ, что некоторые условия [речь идет об усло

вмях ввон вмноста, вейгрвльносги и монотоввости избирательвой свете

мы , 8 также невозможноста равного распределеи вя голосов 14, с. 18-19\)
"'"1СКут 3 11. сuю/! совевдев ие систем ы с правмхом бол ьши нства. пслсзво

ввести понягие , овос редующсе 3ТН вбстрвк-ш ые условия 11 факт веобхо

димого Д.1Н 1Io(icды коли че....-т ва голосо в. Так им поиятв ем как раз и окв

эыъеетс я аовятве системы с квотой : легко воквэвтъ, ЧТО при иал вчив

всего двух вльтсрввтив и орон эвол ьного (четного иди нечстного) часлв

агентов ЭТО повитие рвввосильпо <:1I01lс-твам анов имвост в , иейтрвл ьао

с-т и н монотониости избирвтеяьио й ..' и с1'СМы , Тем самым, 0 110 совмещает

lI .....ебе каче..."ТВ('l1l1ыtl характер посылок теоремы Мэя е кслачествевныё

1Леr",ыА признак равенства 1Vt'YrOJlMIIIKOll, заметим, пс обязательно "'01'
Ilо."IIIШ~ТО. ДJIЯ нвчерче....ых вв земле фигур.
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характер ее заключения {скол ько именно голосов - более половины

необходимо ДnH побепы саиоя Н3 ваьтери втив] .

Идея опссредствовава я облегчает усвоение мвтемвтическ мх фактов

111'только В геометрии. 110 И 8 пол итологи и , НО 11 0 '18 едва ,1 " может чем

1'0 помочь 8. объяснен и и парадокса Эрроу [протвворечввоети и сходных

",II.СМО l<раТИ 'IОСКН Х II.к<:"ом") . На CJt;"OIm миоголетаих И<X)JI·.'I.ОIIII.I I Н I'i пара

доксов голосоввиня д. Саарц 151пришел к выводу, ЧТО "да втвтсрск и м и

замашквмв" обладает аксиома независимости от постороиаих альтер

ввти в , прешгвсыввюшвя ври оп ределении коллективного предпочтени я

между вяьтсрвативемв а и Ь уч итывать и цдмвидувльные предпочтения

только относительно Э'!"НХ вльтсрввти в. Впрочем . К подобкому выводу

МОЖНО ПрИДТИ Н без детального математического ввалмза,

ДеАс-гвительно , в иформапия О том, скол ько раз избиратели 1'00.."11\ 1:1 11 ·
ЛИ альтернативу а выше вяьтернетввы Ь . 8. сколько рвз - иижс, t:JI"' lIIKOM

беднв ДJ111 вынесеаия коалехти вного верди кта о аредпочтевии . Может

оказаться , что семнелцатъ раз а было 110.."('1'0 1111 одну с-тупень выше Ь И 1111

диввдуваьвых предпочтени ях , а шсстввлдвтъ раз - "~ деситъ с-гупснгй

ниже. Логи чно предполагать , что десяти кратн ый разрыв и "качестве"

иредпсчтений может оквзвться более существенным, вежпли мввимвль

вое колачес...твенвое вревосз одство , тем не менее, аксиома незввисимости

от посторснн нх альтернат и в ыредпис ъшает даввое обстоятел ь....-гео пол

«Оl.:1"ЬОО I1 l1lОрироваТI•.

Подчеркнем, что с: есзвпя й аксиомвтичоского метода дввиый ергу

мент мало что ЗИ8Ч ИТ, 110 КТО сквзвл, ЧТО иден внсвомати ки в поли

тологни должпы быть важнее эдрввого с: ~~ыс.:ла? Бсли вспомнить, ЧТО

естественным путем вксиомвтическвй Метод :Utрож,ц=я только в гео

метрик и , следовательно, н поли-голога ю переносится нвск.льетвениым

образом (110 внвлоги н с: геом ....-грмей ) , 1'0 нет никаких реаумных основа

пи й ирслебрегатъ В этой н ауке идущими от жиани вргумеитвмв квче

с-гвеваого характера, Но IJ таком t:r.учке теорема Эрроу .11'J11/at.."1\:Я при

писываемого en много .1е'1' ореола пврадоксвльности .
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:\1t~UДИ· II.."С..·КИ '-' особениости курса алгебры одногодичиого

потоки СУНЦ ~lr'Y ИМ . :\t .n . Ломоносове - школы

им , Л .В . Колмогорова

Ю.l1. 1l !J ,;а~б, А.А . Руr:a1Wб

СаздЫlll ыА в 1963 году отцвми -основагелямв вкадемвквмм Исааком Кое

стантипови чем К икоавым н Андроем Ни колаевичем Колмогоровым , 11

прошлом I'O,.'\.V CYHI{ ~lГY 11 М . " i.B. Ломоносова отметил свое аё-летяе .

Одна Н;) эвдвч профальной школы - проведсвтв ка и мотиваавя учащих

(:Я, которые .1СГКО справляются с общеобразовательным курсом мвтемв

ТJIКИ школьной программы "на отличво", д,1>1 дос-гиженин ЭТОЙ цели

предлягается 8НС\..7И новые вовитин , которые так или иначе иаа юстра

ровел и [лаввл в новые примеры } элемен-гам курса мвтемв-гвки стерга ях

кяассоп школы. В профильной стершей школе nеобхQДIIМЫ абстрехтвые

поня-гня. Причем 011 11 ДОЛЖIIЫ вводв-гъся 1111 основе вбстрвк-гвых струк

тур, которые пе сразу следуют 113 обыденного жи-июшюго опьггв ИЛИ

ч ислевиого ЭКсперименте.

Введение в .....одержан ие авторск их электи вных курсов элемев-гон аб

етрвкця н не ставит целью полвоетъю изучить векоторое поня-гв е 113 об

лести высшей мвгемвтвки. Это больше методя чеекое орудие, которое

заставляет в и роцсссе осмысаевия вбстрвктной стру ктуры увидеть <.:Х()..

жие элементы н новые вюаисы уже эвакомых "программных" пон ятвй,

теорий.

На примере одной звдвчи попытаемоя возввкомвтъ ВЩ; с введена

см 11 школу понятия ко..'1 1>11а. И3 оп ыта ученик старшей ШК0-1Ы может

привест и следую шве примеры колсп - м ножество Це.'1 ЫХ , рваиоавль

вых, действительных ч исел [некоторые уже успевают узнвтъ множество

комплексных чнсеа ) . •Мы и редявгеем па при мере конечного множестве,

являющимся кольцом , решить некоторые задач и сбучеа и я в ш коле :

• умеи ве Н навыки работы с НООЫМИ попя -гиямм;

• могинвцня к нву чво- вс......ледовател ьской деятел ьноста школьни ков;

• пропедевти ка НУЗОЩ;КОЯ магемвти кв н ДР .
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Постановке :задаЧ I1

Следу>! трвдипвям преиодввапви алгебры 11 Ф~111 1 .'. ' 18, звложеиными

еще такими преподавателями как А . А . Шершсвский , A.l I. Земл я ков, "
др., под коаыюм мы псввмвсм пелустое множество J( на котором 3 8,1l! \-

НЫ две вбстрантиые би нарные влгебрвичсские операци и + ('....можеаае")
и . ("умножен",,"") , удовлез-воряющве сяедующвм вксмомвм .

м . 'ia ,b E К : а + Ь = а + Ь.

А2 . \t'a,b ,<: Е К : (а -1- Ь) -1- е = а -1- (Ь -t с).

АЗ . 30 Е К( нейтральвый элемент] : Va Е К : а -1- О = а.

А4 . 'Va Е к3 (-а) Е К(праПIВОПOJlОЖllыtl элемент] : а -1- (- 11) = о.

А5 . Va,bE К :а ·Ь =а ·Ь.

А6. 'Va,b, <.: Е К : (а . Ь) . с = с . (Ь. с).

А7. V'a ,b,c E К : с . (а + Ь) = С' (1 -1- с ·Ь.

Ин аче говоря , К = ( К,+,·) - щ;uщнаТНННО-КОММУТRТИВIIDe кольцо.

Множество К называется носителем кольца (1<, + ,.) Ii].
3щ~а'18 1. Найти все коаьца , носи-гелем которых является д,иухЭJие

меятное множество К = {О; 1} [трехэлементное множество К "'" {О; 1;2}) .
Вполне естествен но , что ни ОДН Н учен ик и К,,111<Хе , за редким и скл ю

чев ием , не может решить ЭТ)' задачу срвау- Опыт показывает, что после

первых попыток школьники даже "е воаимвют ее уелсвая . Поэтому 1111.

бл ижайшем заннта и происходит беседе 111\. тему что же такое опервин я

и как можно задать операцию на конечном множеэс-тве.

Операпию на коиеч пом множестве К удобно задавать 8 виде тн.WlII 

чек , предварительно заномеровав элемен гы множества . В каждой клст

КС таблицы (нв пересечени и i-o it с-грок в и j-ro столбцв) с-томт резул ьтат

операци и е-ого с j.ым элементов К. В случ ае, когда носигелем ива иется

двухэлементное множество К = { О, 1} имеем:

+
о

1

о 1

0 +0
1+о

0 +1
1+ 1

о

]

о

I00
1 - О

0 -1
1 - 1

ПО ВОЗМОЖНО<..Т" н а уроке, а может и как задан ие ИН ДОМ, с-тввятсн

комбип вториые задач и О количестве операци й 118 ковечвом множестве , о

кол ичестве с-гру ктур с двумя операциями 118 конеч ном множестве 11 Т.Д.

Итогом 110дсказок явл яется идея рвесмотреть Ж-'С всзможные варивяз-ы

возии кающи х с-груктур . которых копоч ное число, (с требованием эадвтъ

табл и чками все возмежвые опсрвци и на 1<) И , оп ираясь на вксиомы

кцльцв , путем Л0..1 110ГО переборв , найти Ж-'С кольца.
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На c.;JJ".J1.YЮЩf'f: 3811>1T I\C эадвчу решают оди н-два человека 8 клвсее .

Тогда М I>I ввчиявем более детвльво разбирать свойстве операций, ней

трал ьного и протмвоволожного элементов . Формулируются задачи ДЛИ

1'fх'"l1.II. КТJЮГО кол ьца К = (К, t,· ) и включаются в домвшнсе задан ие:

3Nvрщ 2. "!Х Е К вьшслвеио: - (-з:) = ж (т. е. еротм всиоаожаый к

противоположному элементу есть свм данвы й элемент} .

Э,ЩИ' IА 3. "!ж,у Е К выполнено: (- ж) у = - (жу) [т.е. результат

"ум ножен ия' противоположного элементу ж на элемент у есть элемент,

противоположный "иронзведен ию" ху).

Задача 4 . "!х,у Е К выпоявево. (-х) ' ( -у) = х,, (т.е. результат

"умножения" протмвоположпого элементу х на противопсаожный эле

менту у есть элемевт, равный "ироизведенню" ху).

Эа.да'ш 5 . "!х е к выпслн ено: ? О = О · х = О ("УМlюжен ие" па

иейтральвый адемент всекда Д'leТ в результате нсЙтра.1ЬН ЫЙ эдеменг].

После решев ин этих задач стввсввтъея ясно , что не вся кая "таблич ка

операци и" оп исывает- операцию в кольце , н тем более не вся кое сочета

ни~"та6л llчек" дас'Г кол ьцо. В итоге наглядно воквзывветея, что псяны й

персбор сужается до рн.;})·МИО! 'О, с которым справится бол ьшинство уча

шихся , 3 lv~ича 1 ирсдояжает оставаться на дом.

По.лпос рошопие ЗI\дItЧ II

Для решения в вм потребуется результат эадвчи 4 .

Лемма. "I? е к 6'W fКl.4 I1C11O; х · О = О · 'r = О.

.Довязател ьство леммы.

1. а . О = а . (О + О) - в силу определении вейтрвл ьного элемен-га н

кольце.

2. с . (О + О) = а . О +а ' О - 11силу дмстрмбутиввости е кольце.

З. Получма н, что с . О = а . О +с . О. Добавим к обеим чвстя м равен 

став ~'IеЖ:IIТ - (а . О) вроти воположный к (а . О), который l:УЩeL"ВУСТ FI
КООЪ1\С по вксиоме Л ·1 .

'1 . Получим а ' О -+- (- (а ·0) = а' О + е . О + (-(а ·О). Откуда по

определению противоположиого элемента О = с . О .

,для у множенин 1111. ней гральный элемент справа 11 l: ИЛУ КОММ)'та

ти ннп....,.1I операци и умножени н доказательство не требуется, 110 11 виде

звкреилени я н трен ировк и МОЖНО вопросит ь учвщн хся докаэатъ ЭТО, не

используя коммутвтивиостъ опервцв и "умножен ие".

Лемма доказана.

Рвсс мотри м м ножество К = {О; l }. Выберем элемент, который будет

нейтрвл ьным 11кольце . 11)'1."1> это будет О. TOIOД/I. воаьзуясь Резул ьтатам и

лемм ы, нач нем строить тнБJl Н ЧКУ ДЛИ оиерваии "ум ножен ие":
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~~.

о

1

о I

[00
1 о .

Q•.сталас ь везав саневной всего одна клетке : результа т операци и "умно

женке" 1 . 1, д.'!>! которого С\.'Ть Aflf' воэможноетм О ИЛ И 1.

Рвесмотрим t;.дуч Il.Й, когда результат операди н 1 ·1 = 1. Тогда, )''1"

тывая , что вейтральным 9лсмеНТО!>1 является О , получаем две таблички

для операци и "сложевве":

+
о

1

о 1

гот
1 1 1

-\

О

1

о

I ~

1

1
О

которые также отл вчвются эв вчевиом операции 113 элементах 1 н 1 (1 .-t
1). Однако первая "табли чкв-оиервпая" не является ка ндидатом на опе

рацию "сложен ие" в кольце [ее удовлетворяет вксвоме А4 ) , Т.К . элемсит

1 не имеет противоположного, при таком задалк к операци и . ТИКИМ об

разом , получилось задать одну структуру кольца с пиервциями :

+
о

1

о 1

гот
l ' о

о

1

о ,
[00
1 о I

Анвяогично рвссмвтрмвается второй (:JIy·,aA, когда резул ьтат овсрв

Il,ИИ "умвожев ие" 1 . } =- О. ПОЛ Ь3УЖ;Ь тем и же соображе ииим и , пслучасм
еще ОДНУ стру ктуру коя ьцв:

+
о,

о

I~
,
о

о

I

о 1

[00
I о о

Итак " в предположенв и , что вейтральным элементом яванстся О, 1011 >1

иодучвли див кольца нн заданном множестве. Действуя вивлогич ным

образо м, МЫ сможем получить еще ДВ3 кол ьца , рвесмотрев предипло

женя е , что вейтральный элемент 1. Последнее утверждение легко докв

автъ , п росто замевив н полученных структурах 0 111\ 1 И 1 на О ,

Ответом задач и является '18 ' :.1104 . На заданном носителе можно 111)

етроятъ ·1 кольца . (Следует огметнтъ, что с точиостью до изоморфизма

колец о; данным носв-гелом 2, оди вко, поннтие морфизма в курсе алгебры

одногодичного потока СУНЦ МГУ не рвссматриваетея 121 .)
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Хотелось отметить восп итательную роль этой задачи . Ее воставовка

уже ставит в -гупик даже образованного матшкольника . нв вчс говоря ,

не зввмси мо от уровня подготовяен вссти . образованисэс-ги при решени и

9ТОА звдач и осе попвдвют в рапные условмн. Одввко процесс решен ия

задач и иллюстрирует и п ризывает эадумвтъся U3,.'l гакими человечески

МИ квчес-гвами , как смелость, целеустремлеи востъ , вастойчввоезъ.

Нужно ивпомвигъ, прошло ужс 20 лет 0.:0 вреМСН И ссздаяия СУНЦ

МГУ им . :\1.8. Ломоносова (ДО 1989 года СУIЩ был свецввлизвро

ВRlllюА фмзико-мвтемвтвчесхой шкслв- и атериат Главаого управлеви и

народиого обрвзоввния "РИ московском государственном ун иверсате

те и мени М.П . Ломоносова , которая была оз-хрытв 2 дскгбрJ'l 1963 го

да) 12, 31. В школе существу ют пять сиецяал взаций обучен ия : физико

матсмвт ическвя , КО1,!llыuтерцо- , инфо рМaJJ.ltОПНIlЯ , хвммческвя , биологи

ческия н биофизическая ; для одвогодвчвого обучен ия - ТОЛЬКО физвко

мвтемвтичссквя . Сястсмв обучения лекпион ио-семкв врсквя . На каждом

уроке по профилирующим Д"I:ЦИ П Jl ll llам работают одаоврсмеано ДВ&

три преподввателн , что позволвез- обеспеч нтъ и ядивидувльв ый подход

в учебном п роцессе It знач ительно повысить эффек-гиввостъ сбучсвия.

Подчеркнем , что В статье реч ь ИДет о прспсдавваа в вягебре школьв и 

кем , которые обучаются в школе ровно один год (одвогодв чцыв поток) .

Естествееио , отобраввые из различных школ 40 реГИОНОВ России дети

стартуют 1111. уроках алгебры с рвзл ичаыы багажом .

Нриведевнвя задача, ставит еще одну проба ему. с которой етвлки 

ввется аедвгог почти ежедневно о своей првк ти ке - проблема отметки

в оценки. &:ЛИ учен и к реш ил задач)' правильно - здесь П\~ ясно, а если

он не решил эадачу: огромное коли чество вари антов. Когда урок в а

чинается фразой : "Дети , кто не сделал домашнее задан ие?", естъ два

ввриаитв реакци и 11 случае положктелыюго стветв. Здесь стои-г отме

тить , ЧТО твков ответ требует определенвой оме...101."ТИ 11 дояжен быть

оценев учителем. Первый варивв-г - наплевательское отношен ие уча

шегоса к предмету, это означает истерю коитакта учевикв и учителя ,

эдесь в рвктичсск и не уместно говорить об образовательном процессе.

Второй варивн-г состоит в сираадани и учен ика в несделвином задвви и,

которое может быть самым разным. Оссбсеио, когда школьник утвер

ждает. что много времсии И сая потратил на домашнее задан ие и даже

показывает 2-3 исписвввых Л1Н."Тка , Совершен но ясно, что эта ситуацив

Ш! звслуживвет неудовлетворительпой отме-гкн , а может даже достой

и /'( поощрени я 11 высоко й огметкв. Возможно, ЧТО школьн ик во МНОГОМ

иреуспел . эви вмая сь изучени ем И И ..-еледоввввем вбстрвк-гн ых колец И
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вх <.:ВОАс-ТВ, 8. кон кретно эта проблема не была дщ<е•депв до ответа. А

может, задача былв забыта сразу после проч-гсни н , 110т0"l )' ' IТO Н голове

сразу не возп и к плав решения. Коне-гас , никто из 11!U.: преподавагелей

не ожидает, что еформулироааи нвя зада'I 8 ] будет решена 11 1I000 1IOM
объеме с первого раза (за неделю) . ~1 1'" ав и амаемся ею 8 гечеинс меся

ца , который O'fВОД lln:И на изучен ие колец, II X свойств Н некоторых эвдеч

Н3 накОUЛСIIНОГQ дидаКПРIе<: ICOГО материал", [21. Работа щu этой звдвчей

П0311О.1Ие7 лоствгвутъ несколько ЦС,,1с А;

• н апомви гъ свособы 38Даll И Я отображений [операци я-табл ич ка);

• еделвтъ очередное вкраплен ие изучения элементов комбинатори ки

(коавчеетво опервця й , коммутативных операци и на п-элемевтном :\ШС>

жестве} , 1I:0000раи не выдел яется отдельной темой к программе курса

вягебры в силу огрвн и чев востн времен и ;

• праобре...-ги И закрепить навыки работы с аксиомам и:

• двфференцироввтъ учвщихея по уровню подготовлен ности , обуча

емости , склонаости и нн тересвм в рвзл ич иых областях естественнонв

учаого знании.

Все это позволяет спрсектароватъ ДЛЯ каждого учвщстоси в идиви

дуваьвую траекторию дельаейшего обучев ми 11 одаогодвч вом потоке . С

1 ОКтября в школе на постоянаой основе нач инают p,u1OТ)' рвзлв чные

спецкурсы, кружки и спецсемянары. С учетом выявляемых склонно

стсй н жел ан и й происходит врофвлезвции , ввчи ивя с винотацн и п ро

грамм спецкурсов, энвкомствс с темити хой lI аУЧ ЯО- ИСt:.JI Р-ДОНII.Тf'.JI Ьt.: К II Х

прсектов . рекомендаци и к участию в оа ампивдех мвтемвти чгк-к их со

ревноввн иях , а 110 завершевкю обучения выбором вуза [фвкуа ьтетв) .

Биб..пиограф ичсский си исок

1. Зe.мAJIICQв, А. Н. 1езН <:I>! по алгебре [Текст] / А.Н . Земликов // М311....
мвтичсскоо обрвзованве. - М. , 2000, - ..... 4(15). - С. 2-40_

2, Pycafi.08, А. А , П рсенти роввн ие методической системы обучен и и :'18·

тематически , творчески одаренных детей "а сепове ревлизапн и I!ЛС I'i

АН . Колмогорова [Тэкет]: дисе .. , , д-ра пёд. наук / А.Л . Руськов . 
М. , 2006.

З. Нихопаев , IO.lI. Проблемы методики преподавани я в врофиль

ноя школе-интернат, Информвционпые технологии 11 образовании

IТею..'Т 1 / Ю. П . Николаев // Материады междув вродиой научно

ирактичсской конференции "Ивформпционные техцояогии 8 обрв

301111.0 " 11" ("НТО-Сибн рь- 20Q8") . - Томск , 2008.



Глина 2

Матоматика в се м ногообрази и

о в-энтроп н и ItR .t- М (·р l tОМ вощос-гвснном проок-гианом

простреистио , n ~ 2

н.н. Одtlщ'ц

Пусть ,f;~ - 1 _ (71 _ 1)-мерuUl един ичная сфера в- мерного пространства

"
lj = (й" , 11 · I! t) <.: нормой Ilxlll = L Ix.l, ,~ ~ 3,..,

Введем на Sj_l отношение экии валсн-гности D, сч итая эквивалент

НЫ~Ш любые две противоположные точ ки сферы 51 -1 . Известно 11), что
факторпространство 5? - l j V будет гомеоморфво (n - l )-мерllому ве

щестш-ниому проекл-ивиому прострапстну з. р" - l . Этот гомооморфизм

обознач и м через 11. Итак , h (8~ - 1 /п) = Rp ..-t. Пусть р - отобрвжеаие

.';7 1 "а .~ -! / и, сопоставляющее любому элементу х Е 8~ -1 кявсс в

81'- 1/ 1J, содержащи й х ,

Н работах 12-11 на отк рытом цил иддре ;\ ! :. 8 ?-1 х R+, где R+ =
(О, too). вводилась функпи в "' (x , t ), х Е 8 ? - 1, t Е в -. еваванная t
энтропией , ФОI>МУЛОЙ

, +1
F(x ,t) = - - , - 1п IIXII ' +1 ,

(
1+ 1 1+ 1) 1/1 +111xll' +l = IX11 t . . · + ,х .. ( .

(1)

(2)

Злмез-а м, '11'0 относител ьно первого аргумента , то есть х , функция

F четнви , то есть

Р(-х , l) = Р(х , t) для любых х Е 51- 1, l Е R+ . (3)

ОII p<JдеJН·IНlI.J 1. ё-вятроив ..Д на ~pn -I , n ;;>- З, t Е я+ назовем

функцию T(x,t): :,:~г"- I х а+ ..... а+ u {О}, эадвввемую формулой

где

Т(х , t ) = Р(у , [),

h(py ) = х ,

(4)

(5)
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Предложение 1 . ФyttIl."ЧUX Т(х , [) при фv"~:ЩЮfjаliно.м х бтJдern ....в03 

рос1'l1l1l()'Щ.e1l ФУ'tIЩuc11 110 ' .

Дшrnзя,'Г(Щ I>СТIJ(). Следует вепосредсгвевво из (.1) н (5), а также

того факта, что функции "'(у , t) при фяксвроиааиом у будет вевозрвс

тающей функцией [3. лемма 21.
Неиссред...-гвевно И3 предложения 1 получаем

СЛСДСТIШС 1 . ФУНItЧWI .1""(х , t ) суOOdдuщtюlli! по " то есть 0.1.Я "10
бого х Е R p ..-l U любых I I ,t2 > О u.чcе.ч

Предэюжсиае 2. Сущссmвyюrп хО u :с"о Е Rp .. - l такие. "то dAJI

есез г з- л

Т(Х
О + х

ОО

, () > Т(х" ,1) .. .1"(х <>О, t) . (7)

Доказнтельетво. Пусть е > 0 н Е <!. Рассмотрим 1/0= (-1 ,0, .. . •О) Е

------п -lрвз

s~- t н уОО = (1 - Е,Е, О, ... ,О ) Е S~ -J . Заметим, ЧТО 11 11" +yOOll1 = 2Е .

-------n - 2 рвза

П О "(РУО) ~ "( 00 ) '" 1'( 0+ ~ ') _ F (,Otl/oo ')устъе = ,х = ру . •ОГД3 Х :r: , - 1"Ot\l061,' -

" (' .н I+ .)т- т ]п ~ i C Е = - In Е для любого t > 1. С другой с-тороны,

F (;r" , t ) = F(yO, t) = О, а так ка" 110 выбору (; ИМССм О < Е < 1 - с, то

.1"(хОО > t) =F (yOO, t ) =- !f!In(1- 1 t-cl l + 1+ c l + I ptr =- In(j - 1 t c11t 1+
E1+1) t < - In ( l-E) для достаточно малых t: > О. Так как .i1Jl И достаточ но
малых € > О и меем - In € > -ln(1 - Е), то ';1,.1 И этих Е> О справедл иво

.1"(ж
О +ж

ОО, t ) > .1"(ж
О

, t) +т(ж
ОО

, ')

при всех I > 1.

Определение 2. Пусть К - ЩХХ11,авс700 Лсбсгв". Пус-гъ на К х R+
оарекелсвв функция <l(x,t) (ж Е К, I Е R+) . Будем ивзы натъ функцию

d(ж, t) ё-сувераддвтмвиой , есл и для любого х Е К существует 10 Е а+ и

пссяедсвагельвссть (ж(k » С К : ж(k ) --+ ж такая , '11'0.--
d(x +хЩ , t ) > d(x , t) -+ d(x (k ), ')

ДJ1>I всех 1 > 10.

IО!1"Р<:'J1меи IШ nplXТ'p><ИСТ1L8 J}m.:I-S есть, "8Т1р""'ер н [51кл" (6, с. ]70).

(8)
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Замечниие 1. Ковструкца н , ирименсвнвя в доказагель•.;ТВС пред

ложении 2, может быть испсльзовава дл я докаэатол ьетвв следующего

)" l1!С'I'ЖДС'Н ни :

ПреД.:JШКСlше 3. lIу~-ть.:r:О € ~p" - I . TOlдa ~"ЩWI:F : IR p" - 1 х

~ + ....... а+ u {О} t - сутщ;wuk)uI/lU8IШ flpu 8C~.:r: t > 1.

дulUt :11I1...-льст ио. Пусть h- 1( .:r:0 ) = ±у" Е 8 ;-- 1. Звфвксируем одну

из двух точек {уО, _ уО } , например . вустъ уО = (YI'•. , . •Y~) . Пусть IY...I =
III II.X (y:l. Без нарушени и общие.....'Т1I пусть У... > О. Положим1".....

Поясжим 7:" = h(py. ). Анвлогичио доказательству предлсжевия 2 мсж

110 поквзвтъ , что сушестауют (О > О н to > О так ие , что прв всех

Е> О, е с еь и всех ! >to

.1'(х
О + 7. , t) > .1'(;1"0, t ) + .1'(х• •t) .

Возьмсм ( .. = ~ . Тогда последовател ьно,__rь (.:r: (n», где .:r: (nj = h(py... ) 
искомая .

Знмечаиио 2 . КИК покаэаио 11 141, в-евтропвя 113 иваи вдре J,,1 =
8;, - 1)( 30... сов велест с о-энтропией R.:. Ааьфраав Репь и 171.Точнее, для
0 >1

"
H,.. (.i )= J,'(.i. (t - I ), rде Х =(х l .. .. ,х ..), x ,E (O,I), i :=l ,.. . ,n , Е7; = 1 ,

; = 1

(9)
а

п. (. , )~ _ 1_ Ln (;:"' 1"1"). ( 10)
1 -'1 L

..= 1

Те),'! самым ДЛ Я а > 1 можно ввести о-энтропию па Rp .. - I :

}-'(х,а) = f'(y , <"t -l) , где у Еh - J (рх) . (11)

Зимочвине 3. Пусть 11/\ Si - 1 введена мера Лебегв Jl такая, что

}t(S i - 1) := 1. Очевидно, что множество s;' - 1 С 3,n с мерой Jl можно

рассмвтрнвать как пространство Лобсгв. ПУСТЬ Т - автоморфизм п ро

странствв (.')~ - I , }t) 11 пусть .но = .1'.10(1') - множаэс-ГВО точек 11 5;' -1 11

которых автоморф изм Т аиер иодичев, то е!,.'ТЬ д.1Я л юбого Х Е А10 н

поеледо внтел ЪП<Х.'Т Н

" ', r - 'lx, ,/"- 17 , ',.ох = 7 , Тх, ., .
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все ТОЧКИ рю,,1Н ЧНЫ . Н епом вв м [6, 0.:. 1761, что если МО(Т) = S~ 1 . то
автоморфизм т ввзыаается впериодическ им.

В 1958 А.Н. Колмогоров ввел [81 д..1Я автоморфизм ов п ространс,"И

Лсбета ( Н транзитивных даввмическ мх с истем) !.:ВОЕ' поимтис энтропи и

[энтроп и и Колмогорова) . (; :'1. также [9. 101.) Пусть т - впсриоднчсскмй

ввгоморфизм Т ; Б~ -I .- S~-! .. В силу гомеоморфизма h : 8;,-1 / D .....
:А !," - I можно оп редея и гъ автом орфизм 'Г : р" - I о- Rp..- I

T (h(P(y») = 11(P(T(y))) ,VlH л юбого У Е 57-1 .. (12)

Тем самым Д.1Я таких автоморфизмов о росктиввого п ростран...-твв '3.1''' - j

можно ввести энтрспаю 110 Ко.1МОГОРОВУ.
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ИССJJ СДОIIЩIII(! KOM l l JICКClll>lX книоничоских сиетом

П. Н. Ha.'Il16at-6

Рассмотрим иоследовате...ч ьностъ комп лексных матриц, эвлв л ну ю рекур

реигно:

A I = ZJ,

( ""
(1)

где Е - едии ич нвя мвтрицв, A~_ ] - эрматово сопряженн ая К A..~ ! мат

рица. Матрица А .. 38,!1,Ш'Т ком плексную ~1 .1 ИПТИЧе<.: кую систему

А .. = ( д~ ! ,..,~) f(z! ...,z.. ) = о. (2)

кcrroрую назовем ,.,;o...m.4e,,-ctloй 1ШtfOlft.l"iCСtroй c'..ICf1\e.w.:>(j. Пр" п=l ПОЛУ4

'1 11(: ~1 l: и ..."l>СМУ К сшв-Р имвн в , при п=2 - I: "L-re:т.~у Фуэтера, при п=3 - СН

етему, аннлогичную 1:11...ггеме, ьэу чввиюйея а8ТОРОМ 11, гл . БJ и Л . ДжУ

раевым 121. Комплексный вектор (Г,О ..., О) будет рсшснием (2) тогда 11

тол ько тогда. когда r - голоморфнвя функции от n перемениых Z I ,.. ,Z.. .

Сведовагелъно, каждый результат 11теори и комплексных канои ическнх

систем шззволяет получ ить 11 качестве следствия некоторые утвержде

нкн Н многомерном комплексном анвл нзо. Очевидно , квждаи ком аовен

та решения 1:11с:гемы (2) 11 сблвств СсС" является кОМПЛСКСНОЙ гвр

монической фувк иисй . Позтому для решсиня (2) сервведя ивы прн нцнп

максимума "юду.'!>! , теорема Лиувклля к ряд других свойств гврмоая че

еких фумкций ,
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Пусгъ гранвив дС t>блIU..:ТИ GCC"' гладкая н ориевгтврован нвя .

'Георома 1. &'щ ju 9 - бl.'!rnWpt>t "-'iaCСЛ (j(GjnC(G). то

J(f(' ), A(· d')9(' » ~ (2~) " J[(А; ( ;' ) / (' ) , 9 ( ' ») I
~ с

+(/(,),А.(%,)ф»)] ы л"' ,
где · dz = ("dz1, •• , · dz.,. ),· - Qfit']Юmор ХW.ж-д 131.

эта формула следует нз теоремы Стоков н равенства

d [(f ,A,,("d , )gH =(dJ, A,,("d,)g) + (- 1)'" (f, A,, ("d,) л "у) =

~ ( - 1)--> [(А;("" , ) л "/ , у) + и, А ,, ("",) л "уН ~

~ (2~)" [(А;(;')/'9) + (/, А,, (;')9) ] ы л d"

Следствие 1 . Eг.ll.u ju 9 ~a1 с!' (с) U .wPJ~ /CG, suppg<::.G. то

Рвссмстрим сопряженную к (2) систему

Следствие 2. &.Аи [ . gEd(G}f1C(G) удовлemмряюm соотОСI7I 

ствсtl'lO (3) u (2) , то

J(f(,), A ,,("d,)g(,» = 0,

эа

Теорема 2. &.Iи f Ed (G}flC(G) , f/W

JAn(" dz )/(z) = (2~)n JA.,(%z)J(z)di А az.
~ G
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CJIeACТfJ l! e 1 . f~u fE (j (С). S1Jpp /Еа, то

/ А,,(:Z)!(z)щ л dz = о.
G

JAo("d, )! (, ) ~ O.
да

Обратное утверждение , аналогичное теореме ~Iopepa, доказывается

гак же, как и в 14].
Теоро ...га 3. Пусть /Е С(С) tr дЛII модого шара ВСС

JAo("d,)!( , ) = О;
••

тогда j(z) у~лвop.R;еm (2) (1 С.

1811. как 1111, грвв ице шара B(z.R) сврввсда а во равенство

. { - ::
а( 18 8(0,8) = ~dS, (4)

где dS - элемент объема поверхнсх-тв сферы aB(z, Н) , то уеловне в тео

реме 3 эквиввлентпо условию

J Ао (( - , )f(( )dS ~ О.
вв(о ,Н )

Введем матри чную двфферевциваьвую форму

Н ((, , ) = А; ( I" :~'o) A;("d( ).

Обозн ачим С через с + и с" ,с- через G - . Ираменяя теорему Оток

св, тем же методом, как 11 Н 1-11, полу чаем. что сирвведя ива

Теорема а , ПycmЬ /Е с1 (С+ )nс(G'" ) , тогда
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(6)

~ { ! (' ), " С', (5)
о. е е с-.

где О - Ну.4евОЙ b'n:mcp , аУ( - 3Лt'..щ'нm 06l1f'-МЙ.

'n-орс 7o'J а 5. ПycmьfудоfJм~m~ОРllеm (2) 6 с- tl масса c~) .. mо;;,(!а

(n-:) ' J II«,,) !(() ~ { !И , ' ~ С' ,
~ ~zE G .

ес

Это в итеграа ьвое вырвжеви е следует из (5).
Обозв вчвм

g« , z) = { I~n J( - %1:: -2<> + '~(<, % ) , YI > 1,
2 1111( - : 1+ h«,z),n = 1,

где h « ,z) - регулярная гврмовическвя функция в G , при вимающая па

границе ас зввчев мя l~ n 1< - :12-2.. (п > 1) н -2]n l< - е] [п = 1). 7.Е С,
( ЕЭС.

Введем матрицы

K(z,(> = ( n,,~..I)! A~ ( Gt )A ..(IE )g«(, z). (7)

L(z,( ) = \".-..1)' A..(-А ) А~(!'i )g« , z).
Замечвим и, 1) Мв-грины (7) регулярны при 1. , ( еС .I I:ННГУ.'1 ЯрЮ.J

ври z=( Е дС.

2) Справедл ивы ссотношевия KO (z ,() = K« ,z ), LO(z .( ) Ц(.z).

3) Равенства (7) сохранятся , е<.:.'1 Н н ""Х g«,z) замевить на 1I«, z).
это проверяется прямым содсчетом .

4) Если ( EG фиксировано , то A..( J, )K (:z,( )= O, A~ ( Ii ) L(z , () = O,

Обозввч вм подпространства гальбертовв прсстрвисгвв ,,~ (C; ), сос-го

яшме ссответствевво из решен и й св ....ТеМ (2) и (3), сим вслвмв В(С) и

В" (С).

Теорема 6 . Пусть f Е L'l ((;)fiC 1
( (;) , 11WlOO o'lcprJ.mopы

К[: JK (" ()J(()d\', ,ы е JL( , ,( )! «() dV, (8)
с с

Я8ЛJНQI1ICJc op11WfIpoc"тnqn.цu в f.~ (G )nC1 (G) сnomвt'l1I('mвсюw 1111 В(О )

и В " (С ) .

В силу звмсчани и <1 Kf 11 г.г отображают L2(G)n C! (С) соответствен

110 на В(С ) 1-1 В" (С) . Пусть (ЕВ(С ) . Рассмотрам c~= С \ {1: - <1 ::;: э- } .

Имеем



~ (,;~ ) ' f ", [A; ( /' )A. ("J , )g« . , )! (() ] . (9)
а.

Примеи ив теорему Стоксв I'! используя грвнмчное условие g«(, Z)= O,
<Е ос. <'- Е С , ваходвм из (9)

1, ~ JK(' . ( )f(( )dV, = (n2~: ) ! JA;( ;' )A. Cd, )g« . , )!(() ~
с, 00.

~_ l;;~ I ' f A; ( /' )A.(·d, )g« . ,)!« ). (10)
88(••1l )

где дВ(z,R) ={ l z - ( 1 = г} . Подставляя вместо g« ,z) его выражввие (6),
получ им

1. = (n2~!) ! J A~ ( :Z )A,, (· dz )f« ) +О(г) ,
дН ( > ,' )

где о( г) = - (~~~) ' 1 А;. ( ii J h« , z)А ..("dZ )Л() ·
Э8(о, .)

Используя непрерывно•.-ть f и С . в силу (4) и меем

1.. =- 'lJ~,Д1 1 J A;.( IF)A,,("az)g« . z)j(() +О(г) =
88(. , ~)

(Н ) ' f ! ( )J" ()= :t. ~ r 2 .. ...( г v + ar ,
дВ{ • •.- )

I :ДС 1.~(r )I ""'O 111'11 г .....о. Итак , нз (10) ввходвм Jr =- f(z)+a (r) 11, устремляя

r к нулю, получ вем

Kf ==- liш 1 K (z, ( )j «()dV, = ф;) . ( 11)
r_Оа•

ЛllаJЮI 'И 'ШО, КОI'ДII. f Е В"(С) ,

Lf = Jiш J J.,( z,( )!« )dV, = f{l:) . (12)
-- -Оа•

Твквм образом, мвтрнцы (7) обладают В<Х.:Пр<)ПЗВо'д'яЩИМ свойством

кгрв-фувкпи в Боргмана [51. Отметим также , что операторы (8) евмосо

пряжепвыс.

Рвесмотрим крвсиую зцдвчу : найти 11 С решевис \J ( Z) системы

А. ( /')Ф) = р(,) .

неп рерывное 8 G по краевому условию u 180 "", о.

Аивлогичиви задача рвссм ятриввется дЛЯ сиетемы

A~ ( Ii )II (Z) = F(z), (14)
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Очевидно , задачи (13) 11 (1<1) имеют решен ие HC ДJIH всех r'(z) ЕС2( С).
Предполагеем . что FEC1 (G)nl '2(G). Тогда, очевидно, компоаев гы u,( z)
решен ия сис-гемы (13) явлиютея решенияма урвввеа ий Пуассонв:

Есл и Ф - проекция F 118 В' (О), то , обознач и в ((z) = F(z) -Ф ( z) , и меем

Так квк U 180 = 0, то отсюда сасдует, 'IТO ДЛЯ .~ юбого <lEG

u(z) ={";..I! ~ 1g«(,z) [A~ (:,)ло] d~ ,
G

где g{(,z) - функции , определенввя формулой (6). Так как g((,z) =O п ри

с Е ас . «ес . отсншв получн м"")~ ',;;" и", [g(,, )Л;Сd') f(() ! - 21 [л; (,:;) g((, ' I] f()dV,} ~

~-,";.". и л; (.,:~ ;, . ) f()dV, +1[л; (:,) "((,, )] f()d\ ', } . (15)

Применяя к обеим 'H~_;THM (15) опервтор A..( /i) , используя (5) и

замечан ие З , "МУЧИМ тем же методом , что и в 141.
A..( lr )u(z) = f(z) - JL{z , ()J(фН( .

о

Кроме того, в t.: IIЛУ определени я L(7. ,() и замечвиа я 3 и меем

! д ((,, -I)'! [ (8) ] )а и», ()J« )dV, = An( дг ) '11",,' G A~ д( h«, z ) j {() dV( .

Сдедоввтевьно ,

"(, ) ~ «,) - f Lt , ,()f (( )dV, ~
G

=чl,) [- '";;''1л; ( .,~; ,',. ) f(( )dV, - '";;''t[A;(:,)h((,' )] f( )d"']

~ л" (1.) [- '";.'" 1[л; (:J у( , ,)] f (()JV, ]

Применяя ввтегрировааие 110 ч астям 1! воследнем интеграле , I1000y 

чвм

F(,РЛ "(*')[-' ~ ;;)' и,.,(" ) Л; ( 'd, )f(() - 21у( , , ) [л; (,:;)ко] dV, } ] ~



6aJщбrJ".. fJ.Е. JJос.,о"'дmшнн" KOMl1JI" K('''ЫX lUiШ"lfн'.ОСКНХ ('НСТС'" 8 1

=А. [";;~" 1. 9( . ,) [А; ( Щ) ло] dV, ] _
'Гак и">'! образом, сп раведл и ны теоремы

Теорема 7. Зад;J'jU (13) U (14) IJO.Jрешuмt>l тогда tJ 11\.OA'I>7W moгда ,

О(огna ъз npfJBt>IC 'ШCffltJ F(z) u....еюm c-ооmвem.cmоСtltiо вид

" (, ) = «,) - 1Ц, , ()f((}d,< . (16)
а

"'" = [(, ) - 1 Iф . () f«)dV,
а

дд... лю6rnJ f(z)EL2(G)ncl (G).

1\1(>1"(' '''1;\ 8, Зadu'ltJ (13) tJ ( 14) ра31JCшtJ.мt>l тогда tJ maль?:Q moгда,

,,;огда '.lX rJ.11U!J't>JC части соответственно имеющ вид

,-(, ) = А.( ;#, ) [- ,.:.',. 1. [А; UJ 9( .,)] f()d"'] . (17)

е(, ) = А; (;#,) [- ":."'1. [А. UJ9(. , )] f «)dl" ] (18)

дЛIJ лю6ot) f(z} Е L2 (G)nCI (С).

Замочаимя . 1) Уt:JIОВЮ, ( 17) и (18) экви вваеитвы соответствен но

условиям

"(, ) =A.(,f,) [,.;;.ч. 1.9(. ') [А:. U,) f«)] dV,J.

С(,) =A;(,f,) [,.:.". 1. 9( . ,) [А. ( ~) ло]"\'{]
2) Единственн ые решсвив зада'! (13) и (И ) при услови ях И Х разре

шимости (17) и (18) даются соогвстственно формулвмв

II (Z) = _{....-...J! f [A ~ (:Jу« , .: )] j()d\/C' (19)
а

II(Z) =- (...:~IJ' J [An ( :,) у«, z)]J()dV,. (20)
а

3) Можно ирелставитъ решени я ( 19) н (20) соответственно в виде

u(z) = {n;..I}~ J9«, z) [A ~ (~) ло] ,{ус .
а

и(, ) - ".-.'" !. у(. , ) [." . (~ ) Л()] dV, _

4) Решен и и (19) и (20) еще можно записать так:

и(,) =- ",-.'" ~ А; (,~;;',. ) f «)d\', +1[А ; ( ~) h( , ,)] f «)'/V,] ,(21)

ф) =- " :с " [1А. (,<, ;~,. ) f «)dV, +1[А . (щ) h« ., )] f ()dV,] _
а а
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Теорема 9. ЗадачtJ, (13) tI (J.I) pщI~шu..ц ... moгда u. mмыоо тогда.

troгдa ux f1paбt,к' части F орmОг<»1а.'11>1 1'!>1 СOQJЩlеmс!nвt'mw f1QдЩJQCffi1":m -

Cfflва.ч В ' (С)с 1} (С) н ЩG )с L2(G).

Рассмотрим ироязвсльвый комплексный 8СКТОр, и мсющнй вид

Н,) ~ [(,) - J L(<,()f«()dv<
а

для лtu60й r(z) Е 1'2 (G)ncl (G) , и пусть н(z) ЕВ" {С ) . Тогда имеем

(F,l~~JP'(,) Jf(,)d\'.=JfX') II(')'IV.- / J (ц,,()f(» "Щ) 1I(, )dV•. (22)
с с a\h

Однако[ч (l.(<,() f«»·dV' ) 11(, )dV. ~ [ ([ f'«) L'("()d\" ) 1I(, )dV. _

~J f ' «) ( J 1.' (<,() lI и.IV. ) .щ ~ J !,«) II«)d\', ~ (/. 11).
а о о

так как н силу (12)

J1/ (<,( )II(' )dV. = JL«.,) Il(,)dV. ~ II« ).
а G

Знач ит, из (22) следует, что (1", 1/ )..0. Обратно, имеем

J1"·« )L( . , )dV, ~ О,
G

следовательно, J{} (, . ( )I-'«)dV, = О.
G

откуда

Jl.( , , ()I-'«)оIV, ~ О.
с

Попому

F(, ) ~ F( ,) - J l.( <,( )I-'« )dV, .
G

н остается воспсхьзсввться теоремой 7.



Tt 'UJX!M8 10 . Зада'Цl (lЗ) 'U (14) J.uз1"'Щtw~ nwгда 'U mo.1b~ mоЮа,

!СО<"да JЦЦ)l"(),JV, ~ О ,
ез

СOC!tllбеmсr1lЩ'IIIЮ JJ« z , ( )F «( )d\'< = О.
с

ДсikТ""Тf'~ll.НО , по теореме 9, есл и (13) раарешвмв, то F ортоговал ....
"8B* (G) . Далее. как 1{ пр" доквзательстве обрвтного утверждения тео

ремы 9, имеем

Jц., ()!'ЮdV, ~ О.
G

(ХратнCIC , очевидно. следует 113 теоремы 7.

Иример, Рясемотрим шар В О': { Izj< a } е С". Для шврв, как изве....т

"О .

h{(, :) = _1': " ( I<.~~(~;R~ I) ~"-2, n > 1,
, ' I~I~ _ . н1

h«, :) = -2In RI~ .n :: l,

11 формула (21) в этом случае при мет lIИД

,,(,) == _~ J [ А ;'« -; ,) _ A; {C I ~ I~ _~R3 ) " 1 1"R~~ -~] f ( )dV .
.. ~ G 1(-'1 n ! C I'1 1 _ . H~I ::I n С

Условие рв;зрсш ..мое-ти (17) здесь вмеет 'IИД

С(,) ~ A ( .) [-~! [ ",; (с-;. , _ .-4 ;' (CI' 1
3 .R3 ) 1 . 1 ~~ R3.. -1]f ( )dV, J .

.. 1ц ,," н '(- ' I n IC I.{1 а Н31 ::1.. С

П ри меии м получен ные результаты для игеледовви м я неодиородной

системы кош ..- Рв мвпв .

Рассмотрим в С" задачу: найт-и 110 к раевому услов ..ю 11!ОО :О;О вепре

рывнее 11G решение системы

~ = 1'~ ( '::: ) , 1·: EL2 (С ) n с ' (с), i= l ,. .. . п. (23)

Т('()РСМ/\ 1 1. ЕС.loи t/ 1>I IU\ll lU'l'IbI ,JtJllelcc maa

i i j,

IJ tW.Oc,I.A\ ·""'-'!Сbl il t!C'<;1'IIOJ) u (z) = {UI•. •.• U... }, где ш = 2" -1, "II (jлхеmcJi Pf'
tI~ ljlU:М зада'си (13) с "'>'бай 'шcmью

F(z) = { " '1.1'2 . Рг . о , ..., Р"" О , ..., О, 1'1: +1, О. ' '' , f~" О, .. ., О}, (24)
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где ~жiJy F. tI ft. +l cmoum 2~ -2 - 1 II Ym.-Ц k = 3, . .. ,11-1, то фtjtjlCt~ШI

щ(г) будмn pt""Шt'flШ'.Ч задачи (23).
Доказательство легко следуст из определения М"атрнщ~ (1).
Теорема 12 . Зада'Щ (23 ) р1Зpt"Шtl.<са mQгtЮ. u m.ольm тогда, ,((тю.

F Е I.'l (С) n C1(G ), u.чеЮЩаА ощ;l (24), 'lрсдсmаВА.яеmCJII p60t'fu:mtIoм

(16) д_ АюООй f Е 1"2 (С) n с! (С) , u.wсюще-Й вшJ (24) с зu.мСIIO'O к; ,"m

f. , i = 1,. .. . п, u уО<нlмmfЮJМl lQlцс il ус.АОб t.eJt..Y

~ _!!lJ. "t '8ij - ы, » 1 - J.

E,n.и н<.:твеКlюе решение и входвтся ОТД~'СИ НСМ первых КОМПОШ"Н ")" в

равенстве (19):

Ц( 1.) =- (n;..IJ! l ;~ (~) ft(()d \f, . (25)

On;юда имеем результат, ановсированный 11 [21.
Теорем а 13. ЗШЮ'Ч4 (23) тnзрсuщ.ма fflO2да и mол"7Ф тогда, тгда

правые 'шеmu

Р, EL2 (G}nc1(С) имеют БUd

F,(,) = :" ( - (,,;.1)' Jt ( 8Yb~: '») f, ( )dV,) . (21;)
с . ..1

где у(С г) onрсдмяется l.a8l'ltcm8o.At (6 ) , f(z) :: иl , .0_0 ! ..) аь, (С) nc' (С)
- Аю60tl 6Cltmop, ydoОМ'l1Wор,нющuii: усм>вuя.ч {Jl. = !!1..J... i /: j, Ilpu· le......<ff; ,и,

решение единственно u ш.сеет БUд (25).
Замечание, Краевея задача A,,( &-)v = н , Il lдG = Ф l'/ЮДИТUI заме

I!ОЙ tJ = V---yJ, г' =н -А,, ( /i ) 'Р к эвдвче (J3), где 'Р - и родолжен ие фувк

пив Ф, заданной на дС, до функции С2(С) . Так же :.18,.'1.11. '111. A:. (-!J)v =
Н , vlдG=Ф сводвтея к (14).
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П~/~('Jl t>I I...й персход O-)'С"оjj'I I< "IoIх к маКСИМУМ~УС1'Оii ' I И IIЫМ

распроцелени я м I

А.В. /lefн.'iJt' tJ

П араллел и между теорией сумяровани и и теорией экстремумое евучей

пых величн в давно и хорошо и звестны. В теори и суммирования ввж

IП>1'01>1 объектами изучени я являются у..лоя ч нвые распределени я : гаус

совскос н о-устойчи вые 11, 21. В теори и экстремумое аналоги чное место

эвяи мвют максимум -устойчивые расп редел ен ия трех экстремал ьных ТН '

яов (Гумбеяя, Фреше и 13е!\6)".'I .1 а ) 13, .JI :

.\ (х ) = ехр] - е-" } ;

Ф,(х) = ехр{-х -' } , з > O.""r > О;

Ф ,(.с) = ех р{ - (- х)' } , x < O, ""r >O.

06е теори и в ивстоящес время развиваются отпссигеяъво везаввси

мо. ОДil ;l,КО еще l ' монографим В.М. Золотар..-ва 151бы.ла высквзан в идеи

построения едя нов теори и Дl! M обобщенных ОIIl"р"ЦиА суммирован ия. 06
лядающих ..:l<Qii с-I·IIaМH коммутатяаиости Н ессопввтиввоств . Тогда сум

ма , максимум м другие вналогвч вые операции могут рвссматрвватьсн

как ч встпые .....пуча и .

Возни квет fIO Щ.ю<..: : " ...JI ..... M ли ПOL1"РОИТЬ "мост" между о-у...-той ч и вы

:\1 М l' мвксвмум-устойчнвымв рвспределениями? Дли этого мы рв....смет
РИМ ссмсйстве овсраций, "промежуточных" между суММоА н максиму

МОМ , а также yс-гой чи вые относ втсяьнс н их распределен ия . 11 получим

из по....медпа х максимум -у ...-го йч и вые п редельным переходом .

Введем оиервп ию

:т 6 .. у = (ж" + 1.1 ,,)1/..; х , у ~ 0, 1' > о.

IIри v _ I 1 1 000)' ЧDeМ обычную ....умму, а при v ..... + 00 " Мест M"~70 ирелея

ж $ .. У"'" mах {х , у} .

Тоорема 1. Пусть €<> , о < о' < 1, - IU\o1Qжuтмьны.е а · устой"<lURШ

С"ЧfmйIi 1'ol1' I<I'.JlU'Щ II Ы с n'JCof)pa.100atlUC-М Лаnл,щn-СfflUЛfflЬСCn 'P<>(t) =
с - '" . U '7<> ,.. = ,~/". To,J.I:

1) САУ'lай~Ш' tlми"инt>l '7<> ... усmО'й'IЩI I>I m711юсuтсJ1.ЫW т .. ..
Iр.uЮ'Пt. IIЫI1 Оо11l lеll" 11р И IЩ11.III. 'РЖ ке РФФИ , 1111<X'1<1'b1 S. 07-01-(0)77, Х, 07

ог-оозта.
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2) eCAU а ..... О, tI -- +(:0 1.1 av __ , > О, то 1> (11" ,,, .::; х) -о Ф... (х),
ж> О.

Цоказатольетно, Расемотр им иезав исимые слу чайвые величины

~ij), I S j :::; n, распределенные как ~.. , тогда

ffi{(~» ) ' I. ~

; "'1

ТаК И~1 образом , устой чввостъ ДОI{!LЗапа.

Далее испол ьзуем две саедующве модификаци и веравеиства чсбы

шева. Пус'ТЬ неотри пательпвв случай ввя вел ичина { имеет вреобразоаа

вве Лаалвса-Стиатьеса '1"( t), тогда ДЛИ любы): Х, t > О верно:

Р ({ > х) < М(l - e -I~) = 1 - 'P(t)
- - l_e- t % 1 с-«

и
м _ I(

Р{{ S х) :: P (e- t ~ ::: e- I
" ) s" ~I" = ,р(/)с ''' .

е

Обозн ач и м 1]<> = 1/", ,1/'" = €:=. 'IЪгдв

1 ~ .'- ,

Положим t = е-ч«[о, тогда

1 - a!ftR""J
Р{ ) • 1 - 1/"'I,,:::x s 1 e- I/ o -- -е . а ..... О,

' ) '1") - 1" ,,,1 '<>1 ('1" S:r = гц:.. S I S е е .

При t = I:Ix - 1 /<> имеем

откуда следует liID Sllp"' o F(t]R S х) S e- I/ " . Таким образом , из дму-

•.-тороиися оценки получаем иредел Р( '1<> :5 х) _ ~ -I /z, а ..... О , так что

Р( '1", . " :::; х) = Р('1<> ::; 1:"''') - Ф..,. ( х) , а ..... О , х > О.
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После того, как мм получили иредельное рвепределеи ве Фреше, по

вятв о , как можно псауч ить расп ределсини Гумбеая и Вейбулла. Л и мен

110 , введем операции

I I ( ~~ ~11 )
Х 0~ у = л n е + е , х,,, € R,>. ,!-О,

xC::1' У = -((-х)-" +(-y)-I')-III', Х, у S O.JI f о.

в первом eпY'H~x l&~!I - тах {х,у} при>. ..... + 00. К сожален и ю, пр и

>. ..... О давива опервпи в пе переходн-г непосредстве нно 11 сумму, однако

сходится к неА при еяедующей л иней вой вормвровке :

2(x ~~y _ ln>.2) ..... x ty , >. ..... 0.

Аналогичные операции неодн ократно рвссмвтривааесь н работах

в.п. Мвсловв. нааример, в [6].
во втором случае :r 0 1' у ..... rnа.х {х , у} при J~ ..... +00 н х 0 1' У = Х + у

при l' = - 1. При псрсхсде параметра через иУ:IЬ возн и кает восиреде

лсниость , 110 более тое км в вналвз иоквзыввет, что

Следстние 1. Г1усть ("' . ~ = A- Iln ~n , тогда;

1) СЛ!f'tа"й llbU." велu'Чtmы (" ' ~ усmой"ивы OffllЮCtlmелыlO 0~;

2) t>СЛU о ..... о. >. ..... -есо u а >. ..... 1. mo Г ( ", , ~ S е} ..... А{х). х > О.

Сиедстние 2 . Пусть О" ,,, = _~;I/.. , molдa:

1) С_1учаЙIlbU'" ве..1.U'ФIIЫ О".) уеmot'l'ЧutШ от'ЮС1Ш\.fЛЬ'НQ 0 ,,;
2) ~C!ltI а ..... О . Jl ..... + 00 U U Jl ..... "'(. mo P{c:I", . ~ S х) ..... Ф1' (х ) , Х < о .

II обои х случвях устой чивость влементврно доказывается водставов-

коп , а предельные соотношени я ....ведуют из теоремы 1 и соответству ю

ЩИХ преобрвзовавий дли распределений .

Следствие 2 можно доказать и по-другому. Как отмечено в 11, гл . 13,
§ 81, рвсиредеаение едучайной велачины ~;'" ИМеет иреобрвзовааие ЛШI

лвса-Сгиатъесв. эвденпое ...-тепониым рядом
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При а -- О ОНО перехолит в 1/ (1 + t ), что соответстиует стандвртио

му поквзвгеаьиому распределеввю. G У"С'ТОМ зпакв "минус" получьем

~ I(X) = еЖ ,:r < О.

С аомошью теоремы 1 можно вывести Н некоторые воные интересные

свойства мвксвмум-устой чввых распределений.

Слцдстнис З . Jlycm 'b 7 - C-J1у-щ.йtЩ.Я 6CJ1,U'<UЧI1 С P'~.,.pcдcм"tu'.... Фре

ше Ф I , IJe завUСJl:ЩaJI om (ь, 0 < /3 < 1. Тогда

Дохвзагельство. Пусть (о И {d иезависвмы, тогда соглм-но язвест

ному свойству пронзведенн я строго устой ч ивых случейиых вели чи н 11,
гл . б , § 21 , верно {"'€;/<> 4: ( "'/'J' ThГД8 110 теореме 1 при <1 __ О саучвйиая

величи на ((о{:/о)о>, = ({~(в )P сходится [10 рвспредеаев вю к Т, 11 первый

множител ь в скобках также сходятся к "Т.

Это соотношение можно доквлатт.. и непосредственно;

0ДI18KO при этом остается нсяснов его моти вировка.

Подобным обрезом МОЖ"О получи ть Ii многомервые максимум-устой

чввые рвепределеимя 17 , гл . 5}. Пу<.."ТЬ , напри мер , т ', т" - везввисв мые

сяучеё иыо вея в чины (;0 ствндвргвым рвсарелеленв см Фреше, тогда для

вектора ((r'{IJ)",(r'{p)l!) получаем совместную фупкнию распределе-

."
С(х , у) = exp{_(x -1 /.tI t y-I/.tI)IJ }, х,у > О.

в данном случае компоненты вектора П М('КУГ стацлвртное распределоиве

Фреше , а {J определяет их заввсимостъ: IIРИ {J --> 1 волучаем всзввисв 

М0<"71" 8 пр" {J -- о совершеиную положительную эависимостъ (комово

том ность] .

'Ь соотвошевий между рвзли ч яыми типам и мнксимум-устойчмвых

распределений пон ятно, что для f,;JI y ' laAlloA вел ичи ны О = - 1fr с ряс

иределенаем НеАбулла Ф I будет вьшслвено

а для случайвой вехичины ( = [ п l' с рвепределеннем Гумбеля Л
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Интересно, "ТО о-устойчивые расп ределения с о Е [I ,2i { включвн

гауссовское] оквзывнются в данной <;;ХСМС "л ишиам и". Это связано с тем,

что 0 1111 рвссрелсточены 110 Вt:en чи словоя прямой , 11. МЫ существе нно

испол ьзовааи неотр ицвтельн ость слагаемых (с-тепевей и экспонент] в

опрелеаевм ях Оlll'р"-ЦИЙ .

Можно продолжить , нвлример, опервпвю 6 ., на все а, у Е R , полагая
f .,{x) = Ixj"~jgl1x 11

""•• ~ '; '(/.{7} + /.(. )},

однако 8 таком случае при v _ 1-00она перейдет ре 11 максимум , а 11 опе

рацию выбора числа , ивибояьшего но абсол ютному эввчеввю . которую

можно опрелелятъ сяедуюшвм образом :

Х () 11 = { (; -, y )j 2,

.'
171>1.1;
171~ 1.1;
171< 1.1·

Рвспрсделе ние Фреше Ф'l по-прежнему уетой чв во относ ител ьно ЭТОЙ

овервеим. а распрелсле иия Всйбуллв Н Гумбеля - уже нет. Легко видеть .

что отвоситеяьио о оквжутся yс-той ч и вы также рвснреде...lСII ИН случ вй 

IIЫХ ве...1 И Ч И Н инда '1 = кт , где т и меет рвси ределенис Фреше, а к п ри н в 

мае-г 3 1111'11"1111>1 ± J; /'i, 11 Т незвиасимы .

Сасдует также отметить 'ПО о "типах" yстойч ивых распределений

[как сдвнгсво-мвспгтабных семейст-вах] 3ДС<:Ь можно говорить ТОЛЬКО

прамевмтелъио К сумме 11 максимуму . Для опервцв в ф." 0 " и Q устой

'1II 8blC распрсделсвнн образуют тол ько месштвбаые семсёствв, а Д,..'1 >1 ;8» )

- ~~SIН'Оиые.

В 181рас... ' мвтра ввл ись с-грого о-ус-той чи выо азементы 8 бвнвховых

проетрввс-гвах . такие элементы могу-г быть по•-троены с помощью пред

стввлеп ия Jlе Пеже. I I 1' И этом разяичные пространс-гва с ИХ вероятисст

!!I>lМИ вспек-гям и иредсгввзиют собой "парвллельиые миры", Ii чем-то

похожие , а н '1(' '''1-1'0 сгяичаюшиесямежду собоа . Особоипсэстh же 1111.(.'1'0 

>lще1l работы н ТО!>'!, 'по :\11.>1 движемся "поперек" множества этих миров и

1Iа6..1юдасм непрерывность 11 IIPClle.llbI lOM перехоле к "м иру мвксвмумов".
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Американские оппвоиы. ХеДЖИPUIWolIl1C

С.В. ЖУIU!'U!6

Введение . В дан ной заметке продолжвется рассмотрсине си гувцви ,
связавпой С модвфицвроваввым амермкввск и м опцноиом I\ОЛЛ , которое

было начато в теореме 1 р , с. 7641 и продолжено в 121н 131.ЗДCl.:" впервые

мы предлагаем точные I\I>lражеПШI для епрвведл нвой цены . ди нами к и

изменении кa.uитала и оити мвл ьиого момепгв ПРС..лъявлея вн сппвоиа к

исполнению . Сами же результаты 11 условив , В которых ОIlИ псаучены.

подробно оп всвны в п . 3. Добавим лишь, что сев час сп и позвол я ют лег

ко провести необходи мые вычвсвевм я 1111 ком пьютере, а также вадеяться

нв волу чен ие аналоги ч н ых результатов и 11более общей смтувпии .

1. Общая постаповкв :uv~аЧ <l М!ДЖ llpuна IIИИ . В понятне хеджи 

ровввив фннавсового инструмента вмериквнского типа с семейс-твом

Fn - lIзмерн МblХ платежных поручен и й J.. входя-г 3 объекта

Cnl'аведЛU(J(1JI ЧС'Ш хед:жu[Ю6аtlWl. си; Р} ,

onmtt.чa.rlЬ'ШJI. с:а.<U'Jфu,шtu:uруt'..чая cmlJ1Jmeгwl (1r, С),
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с М!J I' tI.<.алl>К'ЫМ (х , J, N)-хед:ж:е.м 11" и потреб•лея нем С, а также

а,.JIШЦ IJ1I:а U3м<'IЦ"КW! tronlJmaм.I X~ , С , 0::5 n :5 н.
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КСЛОрЫС заметно ота ичвются от свои х еевропейских коллег .. . И , кроме

ТОГО, появл яется новый ваемеит, так в азывасмыв

(эа пропессом в змеиени и цен (х ..». Именно при таКОМ выборе момента

прелъявлсни и оп цмонв К и сполнению Н едости гвется е справедл ивая це

1111 опцвона. н как его продавец, так и владеле ц ..оказываются в пулях » .

В [2, п . 111 .2.51, ири ведевв теорема 3, Н которой при некоторых усяовя ях

Нсе ·1 УКЮ8ННЫ Х элемента хеджироввнмн уточ н яются.

2. Неско.1 ЬКО менее общи й частный случа й . В давной работе

мы используем друroil результат этого же пункта, слелствме 4, которое
представя нет справедливую цену си; Р) , динами ку изменении капита

ла X~ , с и оптимвльный момент 0<"11I1I08КИ 'Г . В виде :

си, Р) = х; ' о = Q··..g(x) . X~' с = f"..Q ...·- ..g(х .. ). 0:5 11 :5 N, (1)

'Г . = rnill(O :5 11 :5 N : Q"' -"g(x ..) =- 9(Х .. », (2)

где Х = (х")&,, - однородный марковсх ив п роцесс со значениями в Е,

Qg(x ) = mll.X(9(x), /3vTg(x», Ту(х ) = E z9( XI ) Е E(g(X I}lXI) = х). (3 )

/3 > П, е > О. 1\ ЧН <.:.10Наи функции у: Е ..... R удовлетворяет условию

Ь'z lg ( х,,) 1 < со , Х Е Н, 0 :5 п :5 N. ('1
Именно ЭТОТ РС3УЛl,таг }f позволяет ТОЧНО сформул и роввтъ

З. 1~t.':1 11 работы, В силу (1), (2) осе три вышеупомянутые элементы

хедж вроввпи я волностью определяются последоаательвостъю

Q" g(y), 0 :5 п:5 N, у Е Е, (5)

иреобрвзоввпив конкретной фун кпив у(у) С помощью опервтора Q. в
чвстиом случш: амери канского опциояв кслл ниже мы двем точные 8Ы

ряжен ия Д.'JЯ всех этих функпай Н указыпаем некоторые их свойства.

Прежде всего си ..-reма платежных Фуuкций нашего оп циояа и меет

"'" J.. = /3"у( 5,, ) , 0 :5 п :5 N, (6)



92

где 9(%) = (х - IГ , а 0< 13 < 1, некоторое '1 I1<.:J10. это ознвчвет, что

рессмвтриввется дискретный случай, когда <':1'01\ Жl13R I'I спинона Т раз

бмввется на N периодов . Цены базового вктива S(t) н ВЫllлJtты 110 спаи

ову интересуют ввс л ишь в моменты времени t = nт. т = 'Г/л' н потому

обсоввчеэотся через В... Кроме того, рассмвтривается не ствндвртвый , а
модифици рован ны й ОПЦНОН KOJIJI , поскольку 13 / 1.

Далее, упомянутый выше результат относ ится к так в взыввемым

иолаы м рынкам , В которых существует еди нственная мвртингааьнвя

мера, порождее мвя пропессом изменевин цен безоьсго вк-гивв, У 11""';

эта мартннгвльнвя мера будет определяться Ч1.едуЮЩНМ образом. Мы

считаем, что наш (П,S)-РЫIiОК определ яется равенствам и

0 ::5 11 ::5 N. (7)

Иными словвми , деньги разных моментов времен и можно срввшггъ 1;

помощью постониной безрисковой '....гвв ки т оляо к ратиого нач исления

31\ сервод длины Т. С другой стороны, дивемика измепеиии (~t: I I рис

кового вктнва [акции ил и базового актива оппиояв] оп нсыввется 6 11110

мивльаой моделью, поскольку п редставлен ие в (7) является слодствм

ем равенств SI = SI _lл~r, 1 S 1 :s n S N, н которых ет- оьо.р.с. В .....
Р(Е: I = 1) = р, Р(Е:/ = -1) = 1 - Р = q . А едя иствевивя мартм нгвльнвя

мера среди В<:СХ возможных вероятностных мер, определяемых после

доввтельвоетъю (е..)~ задается условием : среди ий врироет стон мости

1'11<:1<0001'0 вктввв за любой период длины 1" совавлает с безрисковой

стаекой т. И ными евовами, вероятности Р 11 q этой мвртн гвльной меры

р определ яются рввснствемм E(S//SI _I) = Rл~ 1 = 1 t т и равны

и - .
р = - - -,

А- .

А-и
q = ---,

л -}4
(8)

гдеи = I + г =>'р +м, Jl = >. -1. и пусть v = (1 tr) -I, а л >и > 1.
Воспольэоввтъся же результатами (1), (2) имеем иолнос право, НО

скольку В ившем случае процесс Х = (S..)~ явлнетсв однородным мар

ковсхим . Кроме того, .... ивчальной ценой 80 = лl п ри векотором целом I
ОН принимает зввченая 113 множества Е = {>.k: -00 < k < (0 ). Нвконеп
отметим , что u-a.lгc6pa из п . 1 Р.. = u{Е1, · ·· ,Е .. }.

4. Точные ньгрнжззиии , Н <:ИJIУ (3) справедл и вы представления

1 :s n S N . (9)

Позтому "110М остветсн охврвктеризонвгъ степен и оператора Т.
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,
'1" ( ) - "с' k_1 • (,k _2. )9 у - L -'Р q 9 л у ,

/ = 0

1.: :::=:0, q =1 -1J. (10)

вытекает из того , ЧТО Тg(ж) = e {g(S'I) !So = х ) = Ь'(g(St)18k _ J = е} и

потому Tkg(x) =E (g(Sk) ISo = е}, »г 1.
2. В точках у Е Е, где ФУНКП..и и у(у) > О, т.е. при у = "', 11" ::: 1,

(11)

в ":11..\'10,\1 .деле, если k $. в . 1'0 можно счвтвтъ, ЧТО у(у) = у(у) :::= у - 1 в

(10 ), поскольку ),k - :Uy = >.kh - 2. ::: 1, Т.К . k +8 - 212: s - k ::: О. Поетому

,
1'''у(л" ) = 'J'kgp..) = L cipk - 'q' ( ,\"" -21+. - 1) = Л"(р.\. +QJl)" - 1.

1= 0

F..:ли же k > .~, то в последней сумме есть отринательнь..е слагаемые,

которые и сумме т* у(л") авменяются на О. Эти слагаемые возв иквют

при /.: - 21 t- s S - l , т.с. при г +т $. 1 $. k , сс.1И k = s I 2m -l, либо при

8 + ".~ + I :5 I $. k , если k = s + 2т, т ?: 1. Иными словам в•. добввяятъ
к вел ичипе ).!uk

- 1 11:) (11) прв k =s + 2т - 1, т ::: 1, нужно сумму

k It -. - ...,- с' k _ ! '(1 1(",.. - 0)-+ 1) _ " СО! I 1t ~1( 1 1( ~- I~ ... - . )ч )L.. ~p q - J1 - ~ ~p q - / 1 ,

I .. . + тn ! ~O

а при k = s +2т, т ;::: 1, сумму

~ ~ - . - ... - 1L c:. p~ -I,/ (1 - j.I'J(I-n, .) ) = L Ci p' / - I ( 1 - j.I'l{ ~ -! -""-.)) .

! • ~ ... -I- . 1",0

поскольку в первом саучее ..\~ -'11+. ::: л '1 ( ·+,...-I }- l ::: j.l2{1-,... -. )+ 1, а во

втором л~ - 'lI ~· "" ..\~ (, +",, -I ) == /1'1(1- ... -». Остается заметить. что обе

добввлен ••ыс суммы можно записать 11 Биде (11) , Т. К.

приk -s =2m - l : k - s - m =m -l. 2(k - I - m-s} + I ::: k - ,, -21,
при k - s "" 2т : k - ., - т - 1 "" щ - 1, 2(k -l -m - в ] -= А.. - s - 21.
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З. Из (ll) вытекает, что п ри 0 :5 k :5 п :5 н, 8 ~ 1,

• •
'т' (" )_ \' "\:"""" C '-J- I<-i ",,", ""'! I 1 _ 1 ( _ ,О 1<V у .... - л L *pq - v L.{;k1'Ч - л - v ,

1",... 1" ...

k :$ г ) , (12)

--,
v * T I< ур') = л" - v.. -1 v l< L с1р'ч* - ' ( I - Jlk-. - 21), 02а)

/ = 0

е...:..1И р = р>./и = p>.v , q = q/J/ u = QJJv , т = 1 1< -~+I I I1 J.> H k > s (!al- I ~('JIа.)I
ча....тъ числа а > О) , в щ = о при k :::; в. Причем оба иредстввлеии я 1 1 1Н!

k :5 8 очеиидuы, а при k > s справедливы. поскольку

... - 1 m 1

'т' (") _ \' /о; + 1< '"' .....1 I k-' " '1\'" C l-J-k -IV 9" - А - v V L.. t,;~РЧ - л L "Р Ч •
/ =0 , ,,,, О

а V*p'qk- I _ ),°(p),v)' (qJlv)k -i = v"'p' qlr- I( l _ 1/' - 0-21).

5 . Некоторые свойства ФУНКЦИ Й (5) . Пскажем еввчвпв, что 1.
с\;ЛИ n = 8 + 2т, то в иоследоввтсаьности

0+1 0+ 1

Т, ('\О ) ;:; (vkT*g P,"»i: ..o = Р" - 1, л" - V, ,·· , л" - v' , л" L _vH
! Е., ,

. +2 . +2 .+2т .+2,.,

" L -v'" L ,'" " О L - v" L)
I I n, '"

первые 8 + 4 элемента мояотонво возрвствют. В самом деле , первые 1/ t ]
элемента л' - v k с ростом k возрастают ОЧ': ННДНО 11, кроме ТОГО,

1) ).' - v' < л' L:~~l _v, tI L: ~Ч = ).' (1 _ ~ -'- l ) - v, .,.I(l - q,+I)

~ )." (qJ.lv),+ l _ vai I qo+l = (чv) "· I(IJ _ 1) < v' _ v· ;-l .

2) л'( 1 _ '18+1 ) _ v 8 +1 (1 _ q0+ 1) < ).'(1 _ '1,->-2) _ v at 2(1 _ ч,+2 )

~ v 0+ 1[v (l _ q8+2) _ (1 _ ч8 -+1 ) 1 < л8
'18+ J ( 1 _ ч)

~ V(I _q' +2) _(l _ч8 t l) < mo+l(I- I/рv)

~ (1 - q'+2) _ u(1 _ q8+1) < Jщ....1(u - ЧJ.l)

~ qHl [u(1 _ ч) _ р) ] = q'+ l,>{u _ 1) < u _ 1.

З) ),'( 1 _ чН2) _ v8~2(l_ ч-+2 ) <
),' (1 _ ч0+3 _ (8 t- З)qН 2р) _ v,t3(1 _ q' tЗ _ (... + З ) '1о+ 2р)
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~ v# t 1Iv(1 _ q' .Э _ (.• + 3)q' t 1p) _ (1 _ цН 1) 1 < ).' [] _ q _ (8 + З)рlqН 1

# v(1 - ц'Н - (11 .. 3)ц#Нр) _ (1 _ q. + ~ ) < J.I~цot~ [ l - q l~v - (8 +3)p).vl

~ (1 _ цН 3 _ (,ч + 3) qot1p) _ и( 1 _ ч" '~) < - ( s '" 2)J.lq#+1p

~ qH2!(8 12)PI~ - q - (st 3)р+и] = ц' НI{II +2)р(р - l ) + u - I1< u - 1.

2. Покажем дваее. 'по а той же последоватеяьясстя Т,( ). # ) все "ХВОО,;

тсвысэ члены можно с определенной точностью представить С помощью

функции распредедевая Ф(х) стандвртногс иормввьного распределен ия .

Для этого п режде всего напомним усаовин перехода к пределу " бино

мнальной модел и , скажем, 8 случае стввдвртного ов ивовв коал .

Обычно предволвгвегся , что 'т" = T/N _ О. 3 также выиолпевы и

другие услови я , сбссвеч ваеюшие сходнмостъ (см. [4, П. 9.3, 1:. 1481)

(~N -- IIТ, (13)

модельных кврактериети к к рыночным ; здесь а = Ер! , 13 = J)P/ где

РI определяется нз равенства t:!'1 = )."/ и потому имеет смысл доход

ности /1 смысяе ставки чепрерывпого ввчисаеп ив . А это озввчает, что

а = ВРI = (In л)(2р - 1) есть средв ин доходность , 13 = D p! = 4рч(1n ).)1 

волвтильаостъ [ пераодв 8 модел и), а вел и ч ины 11 И u~ рывочные ежегод

вые доходность в воявтия ьисстъ. Остается заметить, что обеспеч ивают

схсдимостъ в (13) условия (и мы б)'ДСМ их исвользоватъ ниже]

~..F _ ~..p 1 ( v '-' 1 ( v '-'
л = е , /J = e , p =- l+ - у 'Т" ) , ц = - l - - у Т} .

2 а 2 и

в этих условиях и меют МС\..'ТО соотношения : при k = 11 +2т - 1

(14)

'т' (") _\' \.~cl--l --k -I I<~ ~ 11< _ 1 "", ( , • • ) ф( ' - I )v 9" = " L.. " p q -v L.. Lo-~ рq - .... -v v'k'
1,. ", 1= ...

(15а)

( 15b)

k = s + :'!m :

здесь 1 :5 8:5 k S п:5 N , т = {(k - 11 + 1)/ 21·
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в ..:&10М деле , известно . ЧТО ПР" больших k ;::: 8
_ _ о

L Ci pl q~ - I = 1'(1.," < щ) 2! Ф(z ) ,

' 0:0

m - I..-p
х = "Jfpij'

к =а +2т :

если j'k = 6 +" '+ ~k , а для в.о.р.с.в . 6 1'«1 = 1) = р, РЦ" = О) = 1 -1',
t: другой '-.;ТОРОИЫ , есл и р = ч = 1/2, то при

щ - (а+ 2т)/2 8

X ~ Vk/2 ~- Vk '

k = s + 2m - l :
m - (s +2m -I)/2 8 - 1

х = =- --.
Vk/2 vk

Поэтому достатечпо заметмгъ, что 11 ваших условиях Р -> 1/ 2, q _ 1/ 2
и П(}'Г()МУ Р = рл/u ..... 1/2, ПО<:КОЛЬК)'.\ - J, l' -... 1, и = рл '" ЧJJ -- 1 и

E~=", Cip'qk -I = ] - Е;:ё1 CL7/qk -1 = 1 - Ф(х) = Ф ( - х ) .

6. Заключение. В [З! было поквзвво, что 7' kY (/j· ) = О, 0 :5 k :S в,

т _ '

'J"kg(p8) = L Сiр... -Iq' (л ... - :l l - . - 1) > О, 0 :5 s < k. ( Hi)
1= 0

Причем В качестве авалога (12) отгюдв нетрулно вывести , '11'0

", -1 .... - 1

' т' (') • '" ....I--k _ I-l "" ""'" ....1 1 -1 IV 9 lJ = IJ L-. (.,-... 1' q - v L t..',,7' Ч,

/ = 0 1",0

о :s s < К. (12b)

в <;Н)1У (9) это означает. что Q"g(>.") = О при 8 :5 - fl , а исложитсаьпые

эивчеви я Q"gp.) при s > -n спредсляются с помощью (12) 11 (16). Тем
самым все функци и Qng(y) определены п а всем множестве Е при ур.

Можно лишь уточн ить. что п ри s ?: n 11 силу (9) и (12)

о S 1S 11 , (17)

e<..:J1 11 Р. / < fJ S (>.(1 + 1), где P"I = (л· - V' -I )/(л· - tJ\ 1 s 1S n , р.а = О ,
Р,, ( .. +I) = 1.
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О ЛИ Il Il \olХ 2-1"0 порядке, I I"'OII~MIoIX " объемах

О. С. J1eauU'II-МУсаmoо

н заметке обсуждается положение дм 11 курсе "Высшая математика", в

котором предусмотрены эти разделы , 110 п роблема заключается в ТОМ ,

что на него отведено мало времен и . Н вм хотелось бы отвосигеяьио урав

вспия

Ах2 + 2Вху +Су2 +2Dx + 2Еу + F "" О (1 )

объясн ить вргумеитироваяо - кахве л ив ни задаются этим уравнением .

ЗДОСJ. предлагается начать (В отл ич ие от трааи ав в] 00 <.:.ЛУЧая В "" О

(К Кс:У(1)РОМУ обычно вое 11 сводят] . Тогда рвзбарвются возможные про

услоъмн В "" О сау ч ви и их вариввты:

1) Л f () ,.. с # 0, урвввеиие (1) можно переп всвтъ В виде

Л (х t О/А) '- + с(у + Е/с)2 = о'- IA + (о;2/С _ р "" Р ,

и это элли пс п ри С/А> О н Р/А > О , н ичего не звдвет пр" С/А > О и

1'/Л < о, задастся точ ка прв С/А > О иР "" О , га пербслв П РИ C/ A < О

и р 1- О . иврв прямых при С/А < О н Р = О.

2) Л #О и с = о (е,;"ч·ч а1t А "" О 11 С 10 внвлогвчов] - это парабола

при Е -=1 О, иарв пря мых при Е = О н Р/А ,?О, н вв чето не задает ври

r; "" OH l'/Л < О.

Вое это 11(' выходит за IIJ>CДeJ1 1.1 программы мвгемвтвки ДСИЯТ!! влас

1..'011 базовой средней школ ы.

Примечниие, &:Л И время позволяет, 1"0 при В # 0. как 061.1'1110, ие

рехеди м к новой си ...теме координвг : 11 8 '18.'10 О - оБЩСС , иоввн ось абсци сс

Ое с Оо.:ЬЮ ОХ образует угол 0_ Каждая точка YI(x ,у) в вовой системе ко

0PAII II I\.T и м еет ещс и коордннвты (и, V), положим р""ОМ И If' - угол меж

ду 0 r.,1 и Ое твк '11"0 Х "" p cos(<p + а) =р сos <,О cosп-рsi!1 <,O s in а ецсое а

VSil1 о , y""p si n (<,О+ n- )""рsiл гр СО5 а + P CU6 if! sin u ""usin О+УОО5 а . Подставив
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ЭТИ выражении д.1Я х It У в у равнение (1) после п реобразовавий получа

еУ. коэффициент при произведен и и uv - число 28 1 :: 2 Псos2н - (А 

C) sin 2(~ . Отсюда по..аучаем угол гт , при КОТОРОМ 8 уравневин ( 1) ИЩ.."СМ

lJ J = O. этот I.:JIУЧ 1LА у же разобран .

Можно еще нейти и козффицвеаты при и~ и v'J - числа

A tC А - С
А ) = --- + --- cos 2'1+ lJ t;in 2o ,

2 2

А + С А - С ..
С1 = - -2- - - 2- 00920+ 8!;щ 2а,

Отсюда следует. ..11 +С1 = А +С и A IC \ - B~ = АС - 112, 11. при

В\ =0 числа ..1 \ и С\ 110 тесреме Виета ес-п, корпи у равнени я >.2 - (А t
СР +АС - В] = 0.

СтоИТ Л И тратить время в курсе "Высшая мвтемаги кв" НИ эти пои ятни?

Недь за прошлый век понятие меры множества 1111)''1 11 .111<.:1> так просто

излагать (8 случве конеч ной вдди-гиввоети} , что это не еложнее теори и.

связанной с повитая м в плошвди и объема н сооз-вететпующнми теоре

мами. Двл ьиеяш ий текст, надеюсь, сквзвввое пслгвержлвет. Д,л я Щ)()

!,."ТОТЫ И н аглядности удобнее начать 1.: нвсде вия меры ДЛ ){ м иожсстн

' UI. примой, Вее миожес-евв лежат 1111. фихсиронв пиом отрезке 12, 1' 
промежутки , и Ipj - ИХ длины .

Для каждого множес-тва А н з n опре.•делим внешнюю меру мвожо

ства А - ЧИ<':''10

(1)

в (1) берутся любые счетные объедн вев ия п ромежутков . Дл и квж

доro мвожествв р.: А ~ О.

При мер. Множество А - конечно или счетно, ТОГДn'l~' А = О . Дей 

ствитеяыю, А = { а;}, для любого числа е > О ПОЛОЖИМ р, = [о, 
4- ' , а, +4 ""}, НсНО , -пс А С Up. 11 потому jJ ' А < 1:11';1< с . ЭтllМ равен

ство jJ' А = О доказано, Т.К . с - любое положительное '111<:./10.

Теоромв 1 (монотон вссзъ меры] . А С В ~ I~ ' А .$. 1" В.

Д1 Я 'tJ U r' , J В ~ эгс Up; J А ~ 11' Л .$. infp~lp; l ; Up, :) П} = 11 ' В.

Теорема 2 [полуаддити вность меры) . J.I"(UA;) :S ~I! " А, .

&:"1 " Ер " А, = 00 , то нсрввенство очевадло. Пусть ~:p " А , < 00. Пр"
любом фи кси ровваиом i существует Up". J А; н такое , что ~lp,~ 1 <
jJ ' А, + 2-', "* (при всех i ) UA, С lJp." ~ / 1" (UA.) с 1.jp,,, 1< >"":р" А , +1/

н теорема доказана, Т. К. число '1 > О н любое.
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УIlРЦЖШЩШ-' 1 . &:Л Н 11 "А = О, то 11" (..1 U В) = 11" В , н 11· (В\..1) =
/J. н.

Си мм ет-ри-ееокпи разность множеств А И 11обоанвчвстся А6В
11 определиется равенством

.4""~ (.4\ 13)ЩВ\.4 ) ., АЫ! = (А n 13) u ( В п А) , (2)

гдеА = 11\..1 и В ЩЛ.

'Георемн 3 (неравенство "треугольни ке"] . ДД.Ji. любых ,ЧНОЖ'есmв А ,

В u С u.з !1 :

(.-tll. I1) С (А6С) U (C 6 11) ~ /-1"( ..1 6 8) S /-I " (A6C ) + 1: ·(С6П). (3)

110 (2) (о46С) U (СА8) = ( А n ё) u (.4 n С) U (С П В) , группируем:

(A fiC)U(Cn B) = « Аfi ё) UС) n « А n С")U Й)::> n n (A U G) fi (GUC) ::>
( п n А), А н алогич но пплучвем : (А nё) U( lJ n ё) ::> ПnА н (3) доказано.

множество А называют измери мы м , С\:Л II для любого '1 "0.:.180 е > О

существует объедивен ве 1I:m~Ш)Ю 'ЧUCJЮ попарно не пересекающихся

tm mcplJa.wa - множество Р" , такое , что /-I ' (AAP.) < Е. Морой иэме

ри мого М I IОЖI'СТR.R А вазывеют ч исло /-IA = 14· А . По опредеяеввю

1:" = о.

'l 't'ofК' M I! 4, Если /-1 . А = О , 1110 А UЭ.'I.P.pUМQ и /-IA = О.

Jl,;l и любого числа Е > О 3ир; ::> .4 такое , что E lp ,! < Е, Положим P~ =
Pl { боз 1'1'0 концов } , тогда A~P~ С (A\PI)U (PI\ A.) С Up, ~ р"(А6Р.) S
E lpi l < Е ~ А измери мо н JJ,A = О.

ПРНМо.!р. ~1 110ЖС'.:ТВО А конечно или счетно ~ ,и1 = О.

ДЛ Я двльиейшсго отметим : /-IA =: О ~ 'тIE > 0 3 U p.::> А такое , ЧТО

~jp;1 < Е.

Объеди венио tWllt''1110JO " IlC.lШ попврио не псресек вющнхся tJllmepoa
.1100 и множества .Щ·РN "У.II!'> ивзы вают элемоитарным множеством .

П ри ()llрсде:а' IIИ II измеримос-гм миожссгвв считаем Р" элемеитар

пым (В свлу упражнения 1).

Уирвжненио 2. &:JI II А И В - элементарные множества, то А u B ,
А n В , А\В и отрезок - тоже элементарные МНОЖ~"Т8а.

Теорема 5. Э.1t'-\J,t'нmарное .Itн.о:ж't'сmво uз.,lt'рuмо и:

А = Up. , р, - витервал р, n l 'j = 10' IIР И Т f. j ~ /-IA = Elp,l. JIP =: Ipl·
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Дан любого f: > О положим Ре = А , тогда A6 /~ = ~ , /.(ЛА Р.) =
о < Е Н потому А измери мо. Для 1110601'0 UI/•• :> :1, "~ =< о.""Ь.. > н

любого Е > О и нтервалы J.. = (а.. _ E2-"- 1, ь" + 102- ..- 1) :>ц" ори 011060'"
v 11 Iq,,1 < 11.. 1- Е2- ". Обознач им Р, отрезок, который получается и -в р,

после п рисоединения Х нему еГО концов. Множество .1" - вскрытие А

Н , следовател ьно , - покры-гие ,д"Л >I каждого Р•. По лемме г'сАН(!-!'>Оj>(....л и

ДJlЯ каждого Р• из этих интервалов МОЖНО ИЫ,Д,С.1НТЬ конеч ное покрытие

и потому UP. С .1.., где I..J - 11.011(" 1111011\ и ебор номеров . Поэтому );11'.1<-Е 11..1::; L 11..1< Elq,,1 + Е, а '1'. 11. . Е - л юбое , 1'0 EI P; I s: ~lq..1и потому-EIP. I ::; рА . Но Up; э А н потому E]p; 1? jlA . Получепиыо перввенства

П рИ ВОДЯТ к рввенству рА = Elp,l.
Следствие 1. А 11 В - :мe.цt>nmaр,,,,, и А n Я = 0. rruмсЮ JI(А U/J) =

JIA + J.lB.

Следствие 2. А u В - :мe..цetlmapнЪi, тогда /-I ( A U Н) = I~ A + Il/J 
рА ПП .

Теорема 6 . ECllu множество А uз.мt'pu..wо, та uз.м.epuмо u Л.

Для "' Е: > О существует элементарное •..шожеетво Р. такое , ' 11'0

j.t-(АДР.) < Е. Множество Q. = Н\Р. - влсмеатвриое к Q.ДА = АДР. '*
/l " (Q.ДЛ) = j.t · (A.u.I-'. ) < Е, Ч.Т.Д.

Теорема 7 , М"QжеcmОQ А , t/.3.O<epu.<tbt - U3AtCptutbt U А ; и А А,
" ", 1 " ", 1

Vn.

Доказательство ва-шем сс случая n = 2 . Дn>l любого Е> 0 1:)'11((.'(:'1"8)'

ют авементарные мвожествв 1-'. , i = 1. 2, так ие.эттс j.t " ( л,tJ.Р,) < Ef2. Т- к.

( ..1.1 u А1)д(1-'1 U 1"'1 ) с (A L6 P1) u (А'lдР2) . 1'0 /-1 ·«..1. 1U A:t)tJ.(P1U P:t) :::;
/-I ' (A I61'1)+ /-I ·( А 16 P:l) < Е и измерамостъ A 1uA1 доквзвнв , Т. К . P1 U}~

- элементврвое мвожеотво. Измеримость объединения 11РИ любом n от-. ,, =
сюда следует по вндукца и . А Т. К . любое А . и змеримо , то n .4. = n'4 , =

""
u A, измеримо как допол нен ие к о61,е,i1И IIС IIНЮ измеримых множеств.

С.llСДСТIНt (~ З. Вели множества А и В изм.epu.цt>t, то tJ.1.<tcpu...'1 !>1

А\В и АдВ .

Тесрома 8 [конечная вдднтввностъ меры} . Множества А, w.че

рtL..Щ и А , n А} = 0 при АЮ6t>tx i i j . Тогда d.u Аюбоtо ot)?}rt){mСfЩJt n
этих мчожеетв сущесmбyeпl

«)
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Д1И доквзателъствв потребуется формула д.18 любых множеств А

" В
I /~ · А - 14· 8 1:5 J,- (A~H ) . (5)

ДеА•.-гвнтел ьио , аа А С 8 u (А68) следует: р.- А :5 /J- В + J4 - (A68 ),
O'l'J(YA/l. р. - А - IJ-В :5 р. - (А6.8) . И вивлогично ",,- В - /1- А :5 J4-(A6.8).
ЭтИМ (5) доквзаво.

Доквзательство теоремы нвчнввем •.:0 <.:ЛУЧам '~ = 2. Оценим

(6)

Дли любого с > О существуют эхементарн ые множества 1'1 и Р2 так ие ,

"ТО ",,(А;6.Р, ) < Е /б, Но О = I, (PI U /) - рР! - J4P2+ р.(РI ПР2) (саедстаио

2) И вместе с (6) получаем :

Irl :5 1/1(..11UA, ) - р(Р! U 1\;;)1+ Ip AI - J4PII+ ! ""А , - 141-':1 1+Р(Р1 П Р2), (7)

где по выбору 1', и яерввспству (5)

IIIA, -/IP,I :5 р(А ,6 Р,) < Е/б, i = 1, 2. (8)

Л т.к . (,,;м . (З} ) ( .4.1 U А,)6(Н U Р.!) с (.416. Pl) U (А26Р.1) ~ /1«..11u
А 2)6(Н U Р:1» :5 P(A16 P1) i /,(А,6 Р.1) < Е/3 , то оцев м вается первое

саагеемое u (7);

1/.1(.4 ; u .4 , ) - J4(1~1 U 1>')1:5 р«А 1 u А2)6(РI U 1',» < Е/3 . (9)

Поскольку А IПА, = 11, то Р1 пP.i с ( AI6 PI )U(A,6/~) =} / 1 ( Р1 ПP.t) :5
J,(A I6PI) + /..1 (04 261 ',) < Е /3 . Подставляя эту щенку , (9) и (8) в (7),
ислучвсм Irl < Е, так "то t: > О - любое. Этим теорема докаэвнв при

n = 2. От.:юда 110 мндукиив следует все доквзательсгво.

Постросиве мсры множоетв 11<1 плоскост и основан о на ПрЯМО

угольв мках , стороны которых нвра•лясльны осям КООРДИН8Т. это про

межутки р на плоскости е ПЛОЩадью 11'1, Отороиы р имеют двумерную

МСР)' О , множество ввутренв их точек l' - интервал в n ' ,
В прострвпстве Н3 промежутк и l' - пврвлаелепввелы С ребрами ,

пврлллелъными О('ИМ координат, IPI - объем р. Гран и и ребра р имеют

меру /J3, равную О, множество внутренн их точек р - интервал Н R 3.
В прострнпстие Н" интервал l' - прямое проазведсиве n и иторввлов

(ak, bt ) С OXk ' 11'1 :: f l( bk - at) , I.k e, сказанвое про меру на п ря мой ,

сохраняется Н8 плоскоетп И В ирсстрвнстве.

Б иблиографический с пи сок

1. ВУJlих, 8. -1. Краткий курс теории фуикпий всщсствоиаого перемен

1101'0 !ТСК<.'Т] / 8.3, llулнх . - ~1 . , 1983.



102

Сходи .... ость сето ч 11U- .'II1'Cpl 10.1 )1 ЦIIUII IIЫ Х нннроке 11мвци ii роплсп I'И

квеэилинойпой парвболмчоской Kp f\c"oii :UVVP II' 11Н отрезке

ИА . Чернов

(1)

(2)

(3)

t Е [О. J1,
z Е 10. 1.[.

в статье рвссмвтри ввется квазал ввеёвая фувкцвонвльпвя парабол ичо

ская краевая задача I II рода на отрезке: коэффициси-гы уравнения 11

иравые час-ти грав в чных услови й вел авсяно завися-г от времени . ТОЧКИ

11 преды стории решения. Задача обобщает РИД мo,.r~ел('Й взаимодев стнин

водорода с мета.1Д 8МН. Дли прсстейш ея разиостно й схемы доквзвив при

и меющих физическ и й смысл огранв чеа иих 111t входные данные зад!!.'IИ

равномерная сходимость интсрполн цвониых сеточных ввпроксамеии ё

к неп рерывному обобщенному решению краевой эвдеч и 1\ :) ссболсвско

го прсстраиствв . Тем коаструкти вао доказвав теорсмв существован ии

обобщевного реигения. а предложенная ..;ХОДЯЩIU1 ,;}j рвзностнвя схема

может применяться дли ч исле иных расчетов.

Постаиов кв ::UVll!. 'iИ. Рвосм втриваем следующую краевую звдечу

для я араболичоского урввневви 11 частных производвых в пря моуголь

"икс П "" [О, Т) х 10, 1.1:

OIC = Ад;с + Пд;tС - Вд"с- Ес+ Р.

8;t c{t. x } = ±G( t,x,c(l,x),c(-,.»). :r = O,L.

с(О , х ) = <р(х) Е с2( [0 . Ц), 0 :5 'р S 1,

Коэффициент А = A(t ,z, (.{ ., .)) является непрерывнэ..М функ пиовваом

Ш!. метри ческом прост-ранстве txC = П х с(л) (3)1.(""' Ь Н да..пее С - про

странство непрерывных функций } . облвдвющим следуюгиими свойства

ми: 0 < А - S А S 04 +, А « , х , с( . , . ) ) = A ((, x , t4 ·, ·)) для любых вепре

рывных c{t, z ), u(t ,x) таких . что c(t.x) "" u( l ,x) 111' 11 I S <- Кроме того ,

вроиэводные 110 l и х существуют Н8 txC И явлн ются непрерынвымв

функцисивлвм и , вринммвющим сгрвни ченвые эввчеиин . Козффапиеи

ты П, 8, Е и F та кже являются неп рерывным и фуикциоивлвм и 118 txC
и обладают теми же своёствемк, ЧТО И А , но со l'"М';\уЮЩИ)i И отл ич и 

ЯМИ : оценка овиэу может равняться нулю; производивя 110 t является
фун киионвлом , определенным и непрерывным н а t .:rC I ,O= П х сl ,о(п)

[вроетрвпстъо с1 ,О состоит ИЗ непрерывных ФУ IlКЦ,и l'i ,: иеирерывн ой

частной производнов 110 ё } , вричем lдt B(t•.:r ,cJI S К1 i К2 1!О, с!1c в t :c;C
при некоторых К. , НС зевасящах от U,x) и с (amu1OrlI 'HIO 11 другие ко

эффи циенты} ; е- > о (либо Е == О), 0 :5 р s: Е, 8" П ::; О, 11 azil ::s о 11

не эввиснт от х. Без ограличсн ая общности можно сч итвтъ, что сумма
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частных ирсиэводиых ПО t от коэффициентов отрицательна 111'11 усло

1'1111, что I IП,сjl .:s: I (этого всегда можно дости ч ь заменой веремев иых t и

х , сох ряннющей остал ьные свойства козффипивитсв} , Грав ичвые уело

1111:11 (2) - нслинейные III рода : н правой части знак С П .'1 юо.: . ПР" х =: О,

C ~: H II Yo.:. прн л- = [" прввые ч вс-тн G я вл я ются при х = О , L вепре

рывнымв имеете о.: (J.G 11 a~G(t , x , IJ , с) функпноивл ами на пространстве

[О, Т] х R х C(I I), п ричем звачсан я G огран и чены, эн вчен ии функпив

e( t,r) при t > ( НС<'"УЩt"t:ТВ'"!II Н !oI, G (t , I ,C(t , :r), c(. , .)) ~ O при c:( t, x) ;::: 1,
G(t,x ,c{t ,x) , c(-, .)) < О п ри c(t, x ).:s: о при х = 0, 1. , дД(t, х, 1J,с) > 0_

к таким задачам сводятся многие модели взав модействн я водорода

с моталлвмм , включая модели формирования Н.'111 рвевалв гидрвдов 11,
2, 3]. При этом e( t,r ) - коицеитрацня водорода н образце. Ограв ичеи ин

ев коэффициенты оврв вдввы физическим смы....10м . Примеры функви 

0/11,\;1011 указвивого 81!,Д8 доставляют подходнщие ограниченвые гл вдкме

фувкиии с огрвнв чен пыми чвстаыми производаыми от t , :r и c(t ,<) п ри

фивси рованном <ИЛИ от ин тегралв от o.:(t, х) (или от I'Jщз.коА фУ"КI~ии

от с) 110 Х Е [О , ц , возможна зависимос-ть от знвчев ия с в определенной

точке, ааавздыван ие [зависимост-ь от C( t - '7,<» и так далее . Фувкцио

нвлы п!Uа козффицвевта А ДОЛЖНЫ допускать дкфферевци ровавие 110

t , ЧТО более огрвии ч ител ьно: примерами яв.111ЮТ\.:Я функци н от t , :r и

вектор-фун кции 71(1) , где ij = п(! , с( ' , ' ) ) 11 комиоиенты Н - фуакциовв

ЛЫ ПО1 !! козффициептв Н. Ог-раничимся Д8УМЯ ссдержвтельным и прв

мерами компонент '7.Это температура образца, меинклцаяся вследствие

теплош .....елеимя поверхпос-тных пролессов в зависи мости от теплоемко

сти образца , зависящей от количества содержвщегося 1:1 вем водорода, в

связ и с чем в уравнение Д11J'I темпе ратуры входи -г 11Н Тf'1'P1\.'1 от c(l , з} 110
[О , L]. 'Гвкже " ГО !! 8ЫЩ»lм.1еIl И И подни жиого фронта в звдачвх с фазо

вым переходом впложеп ве свободной гран ицы - компонента '1/, причем
11 уреввеви и возвв квет елагаемое 1.: козффицвситом В , зависящим от

ф , О) .

О стру ктуре статьи . Построим развоствую схему и докажем равно

мсрв....ю огрви в ченностъ сето чного решения и его с...эточных п роизвод

ных , ирвмеви в аналог иринпвпв мвксимумв. это мечет предкомиакт

ностъ 11 п ространстве вев рерывных ФУИК II,II Й Н слабую вредкомва кг

востъ 1\ соболевеком пространстве веврсрывных апирокснмапн й - ИН

териолипи й сеточ иого репюивя. Продел удовлетворяет векоторому н а

тегрвл ьчому тождеству, то есть является обо6щеuu blМ решен ием задачи.

Метод заи мствовав из j.l , с . 3521. Констатируем существован ие обобщен

1101'0 решен и>! 11 сходимость к нему рвзностиой схемы.
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Разностные аиироксимацми . Введем 11 П равиомерную сстку П",

с швгвмв J~ 11 1", 05 " ~ гг, О $. i ::; Т . Ум ,.. этой <;С'П< !! ( fI . i)- -по то'l КН

(t..,x;). Совохупностъ узлов прв QДIIOM n назовем слоем и обозивчим СП .

88еДСМ обсзввчеи и в c(t... :t" i) = с:. н внвлогичвые. Пусть с;.. задано u
Ь.._,; построим 11 [o. t.._11х [О , 1.,] непрерывную функцию <;" _I(t,X) Л И ·

веаиов и нтерпсляцией точек~ . Козффициспты Ур""'I<'Н НЯ (1) 11/\ слое

n вппроксвмируем ЯВНО : B~ = 8 (t" _, , X •• Cn _l( ', .») н так же ДlI Я осталь

ных . Прввые части (2) - неИ811ЫМ обрвзом: С:. = G( t..,.r" с:" , ё..-л (-,'»
приi = О, I .

Исключая гран ич ные узлы, ислучвсм множество n.v )'"3.'101:1 (п, i) пря
1 $. n :5 N , 1 $: i::; 1 - 1. Границу сбсзнвч им до...· :::: о.... \ J)N . Иве..аем
также множество DN. полученное из D.v удвлс ивем узлом (О, О) и (0,1) .
Введем обозначения

Обезначим через fY.'1 и D'N подмножест ва о; 118 которых оиределсвы

сеточвыс вроизводные д"с:. и д..- c~ . Rпедем также о; и D'N анвлогвч

110 D",. Заменяя провзводвые сеточным и вввлогвми , получим неяиную

рему

д... ';' = A~д~c:.. + H~Qh';' - I1~ дM::,- l - ь-:. с:. 1" 1'-:' = (~C;., (4)

a"c!.-l = - c~, DhC~ = ~ , 4. = ОР(Х,), (5)

Погрешнсотъ влпрокси мвцив этой разностной ремы O(h + Т) ,

При апип максимума ДJI И соточной эадачи, Докажем !I.I1&.'101'

принципа максимума для параболических задач И РИД следстви й. ЭК<.;

тремумы далее могут Быть 1 1с<"'ТРОГИМИ.

Утвержцеиие 1. Пусть сеточная ФУJIIЩUН с:, onptileлctU1 в DN •
ytbaA<!тB01J,ReJ11 (4) в п", u досmигает в у,"ме (n ' ,i ' ) ..щ~-u.лIУ"1I1 с: >
Р;': Iе; (О nри В = О) иАи MUtlU.Myмa с: < О . Тогда ( 1~' ,1 ' ) !f- о.... Аuбo
с:. = const в Ь... .

.Дохазательство . Пусть мвкси мал ьное энвчеи ие с+ ~ Р:': 11';::. до
с'ТИгН )'ТО В узле (n ' , i ' ) € DN. Примен и м (4), Левая часть неогриивтель

н а , первые три слагаемые слагаемые арввов части - веисложительны .

сумма двух иоследи кк - также . Поэтому д..-с:.·. = дhl'("~'. = О в чаетво
с-з-в. ТаК как н (п', i ' ) дости гается мвксималыюе значен ие, c~·..ы = с:.'. н

c~·. _ 1 = с;.••.Прсдолжвем рвсоужден ие МЯ узлов (1'1', i ' ± 1) , (n ' - 1 , f ')
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и двлес, пока И" II(}ЛУЧИМ , ЧТО C'~ . = ~'. 8 Ь... . Для непоаожительного
ммвммумв доквзательетво такое же .

У'1'I)('рЖJ\t'II Нt' 2 . Пусть сt'mо'щах фуш~чШt с:. on~ в о; и

y<-tЮАСlI1 tJО])JU'1I1 (4) -{5). Тогда 0 ::5 с:. ::5 1 в 1)1' .

Докизатесп ьство, ПУL1"Ь с:. достигает максимума С > 111 D1' ; угвер

ЖДf"ние ] гврвнтирует, что оио достигвется В грвничвом узле; проверим

ИХ . Пусть 11 уз,..е вида (n ·, О) достигнут мвхсимум ~. = с ? 1. Из (5) с

у четом усаопий "8 G получаем , что д,,~. ? о и потому с;, . ? ~., что

противоречит НIIJIИЧИЮ макси му ма. Аналогично рассуждение ДЛИ узлов

вида (п", /) . Нвчвльиое расаределение <р(з: ) < 1, nоэтому ~' < 1. Полу

ченисе протвворсчие поквзыввет, что с;, < 1 11 lJN • Дли нижней оценки

рассуждения аналогичны .

По.лучеиивя оцен ка вмеет физический смысл. Отметим , ЧТО пара

метры задач и можно иереоаредеаятъ для значени й с (/.10, 11.
Уl'IIVРЖД('IIII С з . ПУ'"f1IЬ с:. удооМ'mЩ>pJIem (4)-{5) в D N при дrJ-.

сmaт""но .<Ш.iIЫХ h 'u т. Тогда la,,~ I < Z в IYN , npu'4{'.ц 1ro!ICnюнmа Z
не 3 /Jf.lUCUffl от h u т .

ДОКl\З1\·n" JIЬС'1·!Ю. Пронаведем ..'СТОчное диффсреНIOIРОJlд.ll ие урвв

нения (4) 110 hс учетом д,,~+ l = ~c:. + a"a,,~h :

д,дM~, + а~Йд"с.. = A~H~B/r, c;, + (д:<А + B~ + д~ Bh)B/r, 8" c..-

- Й~ 8/r,д/r,l;:.-1 + (8~n- В;.)д".{ -д:<Ес!.. + 8:< 1-'. (6)

Проаэводн ые коэффипиентов - в точквх вида :1:; + €h. Введем сеточную

функцию времени М.. рскурревтво: М.. ='\/.. _1/ (1 +-в,«.. ),'\/() =1.
Здесь нспоаьзуем везавясммостъ д:<В 01':1: . Функпа я ,\1.. - сеточный 11.118

ЛОГ эксповееты : arM.. = - д:< 8Л 1... Рассмотрим левую Чш"1"Ь (6), обозна

чая и~ = B/r, r:~ /Mn :

д, (~~: 8hc:.) t{}:< .8B"c:. = MnBr U;' +u:.arM..-таrU~Вr .\l..+a~ BBh C~ =

= M.._ 1 BrU~ +U~д,M.. + B~jjahc;, = M.._1B, U:' .

Поскольку в, » отрвцвтельцв 11 огрвв ичеив. то п ри достаточ но мваом
шаге т (обеспечвиающем воложмтельностъ эвемеввтевя] функпив /0.1.. >
1. Заиишсм (б) 8 виде
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AI., _, а " ~О - А ' а'в' - лз:» в'- ' t (а В - '" ) в' -
Лf" ~ V .. - .. ".. .." .. r <>""

- orB ~ +дм", р + (OzA -1 H~ -1- OzlJh)a,.u~.
,\1" n

Пусть U~ - мвксимваьиое положительное эиеченво . Тогда левая чвстъ

неотрипательна; рвесмотрим nраllУЮ. Первые '1'1'11 слагаемые "('ПОЛ О

ЖИТе.1ЬН Ы. ПО услов иям д", В :5 О , .<1н 60 R > О пов... юду, либо В :;;;: О,

О :s F :S F: и в.е, в,г огран ичены; c~ Е [0, 1), М.. > 1. Позтому при

достаточно больших и~ 9'ММ3 первых ПЯТИ слагаемых отрицвтеяьнв .

Бсл к КСЛ !,!,! "Н/!. Р = д",А + B~ +oz/3h ;:; О. то последнее сл агаемое также

иеположи-гельно. Противоречие поквз ,..веет. что положительвый мвкси

му м функцм н U~ , есл и и достигается 11 lJ,,·, то ограН НЧС 1 1 незввиси мо

от h и т , а ТОЛЬКО от функциоввлов R и Р. Рассмотрим случай Р < О.

Заметим, что д"u~- l ;?: О н hf?"u~ = [J"u:. - д"и,'.- I :s д,Д~ . Поэтом у

Р{АИ~ :s Phдl.u~ н

М.._1 a..и~ :s ( A~ + Pп)д~U~ - а;r ва,,~ + (д~ П - Е~)U~- О;r R ~,' -1 О,',Р
,\1" " " '"

Поскольку А ~ .4. > о, в Р сгрвн ичсно, то п ри до...-твточио мялом h
скобка при ~и:, всложа гельиа; противореч ие пслучвется виалогвчно.

:\1 ы доказал и, что максимал ьное поэюжитеаыюс знвчепне ФУНКЦИ И

U~ в Пн огрввичснс незеавси мо от шагов , если они достаточно ММЫ.

Отсюда следует I! ограIlИ Ч~IJIIсх.ОТ1.lJо.10ЖИТCJIЫЮI"О МаКсН МуМа функции

a,,~ = M" U~ . В ....вмом деве , при т :$ 'тt!

м" :5 {1 _ /JT)- f :$ ( 1 - /LТO ) -~ ,

где р = тах lo~1J I . Здесь использована мовотовиостъ функци и (1 
X)- I/~ при Х Е (0,1).

Теперь п роверим ограниченность а"с:, fi граннч111>1:<' узлах : 8 си,1У (5)
8м:Ь = ",'(х. +0), О :5 (J :5 h, ограни чена . а сгрвнвченнссть G влечет огрв

ва чев ность вроизводаых д"с!,-! н 8"c~ . .д.'!)' отрицательного м и н имум",
доквзательство дословно такое же.

УТРСР>КДСIIIIС 4. Пусть с:" удоВМ'т6орхет (4)-{5) в ЬН при до

cmатО'mо .ма.Аъа h u т . '1bi'дa 18rc:,,1< И' в П'N . 11pu'U'''''' "OtlCтащnа Н'

f le зa8t1Ct/m om h tl 7.

Докнзатеаьство. Пусть мвксимвльпое 11 0 модулю значен ие ДОС'ТН

гвется во внутреннем узае (n, i); п редположим . что это максимум (ДЛИ
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минимума рас-.:уж,дсllИс такое же) I! прсщифференцируем (" ) сеточно

по т :

д,д.,.с:. = A~&,:aT C~ + П~дh.дт ';' - iJ~ аh.а~ ,;.- 1 - E:.д,.c~+

t д,А~i~ с:. + a! B~ah.c:.. - {), B~a",;.-1 - д, Вс:. +o, [: :s: &, A~a~c:.+

+ BI H~ BhC~ - iJI В~аh.('~-l - дl Г:C~ + а,Е (7)

Без опэвн нчени я общности сч итаем Z :s: 1; тогда , выражая a~c;. из (" )
Н УЧ НТЬП\а)\ отрицател ьиостъ суммы провзводных. получвсм, ЧТО пр и

доствточио больших д~~ правая чвстъ отрнпвтеаьив, тогда квк левая

- положительна. Проти воречие похвзыввст, что максимальное значен ие

фун кпи в д~c~ в D'N ограи ичсно неза висвмо от шагов сетк и.

Осталось проверить граничн ые )'3.1 Ы. д.1 Я n = 1 рассмотри м (4) с

учетом с\ = СЪ 1- тд,сl :

F......,.'lH a,.c~ > П - мвкс-вмваьное значен ие, то 8..-с1 :s: 11~. Однако правая

чвс-гъ огре авчснв везввисмо от шагов (это следует из огренв чеввоств

коэфф н циснгов у рввнев ая (1) и второй производвой начвяьногс рас

пределении <р(х»). ,.:1.01 11 i = I или i = О продифференцируем па сетке

соответствующее условие (5):

BhaT~ = а1С + BcG(t , О, и, c)a,~.

с учетом ограни челности частных произьодиых И положнтельноети асс

получаем , что ah. OTC~ > о п ри достаточно большом положигслыюм мах

свмвлыюм значен и и a7~ ' что противоречит мвксимальиости . Второе

грвничкое условие рвсемвтрввеется анз'ЛОГИ ЧНО.

В итоге сетсчнвя проиэводиаи 8,c~ огран и чена в D'N иезависн мо от

шагов сет- к а

Решон пе систе мы. Построим алгоритм решения системы (4)4(5).
Системе содержит много л и вей нык уравнен ий (4) с трехпивгонвлыюй

могрицев. И сключим часть неизвестных методом протон ки. Пусть ~_ I

уже известны ; найдем ~. Обозначим Х = ~. } - =с ('! И вырвз я м C~ .

i = 1,... , [ - 1 через C~'t-I 11 Х ли ней но:

(8)
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Oтt:юда следует a~ = ~ = О, "Y~ = 1. Подстави м (8) в (.1) вместо .{.- I
при i = 2, ... , 1- 1 и по.1У'!ИМ (d'" = 2A~ + (Щ -'! H~ )h + Ъ'~ h2 + s 
(A ~ + iJ~h)a~~ l , 8 = h2/ 7-);

8';_1 -1- ( A~ -1- iJ;'h )IP..- 1 -1- f-:'h 'J
d;,

•Оn =

(9)

Теперь вырвзвм с:. . i = 1,... , 1 - 1 через с:.- I схсдаым образом:

-, -/a ,, = fJ.. = O, "Т~ = 1. (10)

Аналогячные выкладки ираводят К (при 1 = 1,2, ... , I - 1)

J:. =- 2A~ + ( B~ + iJ;' )h t B:h'J + s - {Л :. + B~fi)t}~... J.

t'r~ = A~ -1- B~}I jj~ = Sc:._i -1- (A~ -1- l}~h)fi~+1 -1- F.~h 2
d:, (1:.

_> A~ -1- ll ;'h ~ ' ... I
')'.. = - 1'...

.t:.
Утверждение 5. Пусть h дoctnаlТW'lШl .ЦQ.AQ u r = o{ /l ). КQ;фftu·

чut'l1mw (8) u (10) при 1 S i :S 1 -1 noлOO/Wтt'.АЫ.'Wu мен.ьще eдuHиц~.

npu"e,y "(~ u i:' у6t.юаюfn IW i.

Доквэатеиьст-во проводи м 110 индукции , Сивчаяв докажем нерв

ве П'.:Т80 О < а;' < 1. Завем, что (ж~ = О. Предположим, что О S a~-I < 1
н рассмотрим (9) ДЛИ i. Зваменвгел .. d;, > A~ + B~II , что с учетом по

ложительнос-гв коэффицаеитои дает О < ()~ < 1. Положитеаъпоетъ Р:.

н 1~ очевидпа. В силу утвержден ия 2 и воложигельноств слагаемых (8)
получаем IJ~ < 1. Теперь рассмотрим 1~. Знвмеваталь ,с..> A~ -+- n~ h+ 8,
11. h = 0(5) , поэтому при достаточно малых h

А; ~ iJ ' h А; + iJ' h.. ... < " " < 1
~ - A~ + Щh + 8 .

Доквзатеяьство ДJlИ коэффициентов (10) дословно такое же.

Подставим (8) при е = J - 1 и (10) пр и'; =1 в (5):

У ( } - o~- l) + hG(t.. , 1. , У,ё.. - l(·, ·) = p~ -l +""'f~-l Х, (11)

Х(1 - a~) -+- hG(t", о, Х, ё., _ I (., .) =Д~ -+- "y~ У. (12)
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Э:ro - с: Н ....тема двух алгеб раически х велниеёных уравнен ий с двум >! неи з

'""'-'ТНЫМН Х .. У,

ЗНМС'Iiшие 1. В си ,1). утвеРЖДСНН>! 2 значения функций G 11 9 ПР"

с > 1 н с < О несушеетвенны; ПОЭТОМ)· без потери общности МОЖIIО

считать . что Игп G(t, х . с, и)/с "" 00.
< .~

'УТlЮРЖД('IIIН' 6. Cucme.мa yptJtll!сtlUЙ ( 11) и (12) u.мeem рсwcщse.

Докнзатольство. Выразим 1·· через Х из (12). ясно , что У(О) < о

11 у(+(0) = +00. Рассмотра м функцию

Р(Х) = У(Х )(1 - O~- l ) +hG(t n , Ь, 1'(Х). с... _ l ( " ·» - {j~- I -1~- I х.

Пара (х ' , у(х " » ) , где Р(Х ') "" О , н есть требуемое решение . СУЩС<..760

ван не нуля вепрерывной ФУНlЩ.lI Н "'(Х) следует из того , что Р(О) < О и

Р(оо) = сс.

Сходимость аипроксимвций 11 о(jо(jlцеIНЮС решение. Итак , се

точные функпии е:" д" c~ н 8.,.с:" равномерно огран ичены везави ....НмО от

шагов ....с-тки. Построим в П фувкцвю ё( t, ~ ) кусочно-акнейно й и нтерпо

ляцией ееточпой фупкп ии с:. . По поетроевмю ё Е H1(n ) ( собоаевсксе

пространство ф)'llкцкА , облМ!l.!UЩИХ первым и обобщенными в рои звсд

нымм нз L2 (П) 14, 5, 61) врв любых (лсствточно малых] швгах h И т ""

o(h) , при чем семейство г: огран ичено по норме Jl , (п ) . Выберем после

ДОIIaТР..JIЫЮ'''"ТЬ шагов (n, h~ ), сходящуюся к нулю , н еоогвететвуюгцую

восяедоввтех ьностъ ё~ и, х) (0 118. ш-раивчеив н III (П)) . Проетрвяство ll ,
гильбертово, поэтому из огрвв ичеввой последоввтеяыюств МОЖИО вы

.аслитъ слебс сколящуюся водлоеледовагел ьностъ, за КОТОРО" еохрвввм

прежнее обоэаачеиие, се предел обозивчвм c(t , x ) Е ll l (n ). эта функция
непрерывна , так кик равномервс огрвнкчевиые вепрерыввые ё~ [г , е } , 06
.'Iадая равномерно ограни ченными куооч но-поотоивным в производвы

м и , равностепенно непрерьцшы. что влечет равиомервую <:ХОДНМО<..."ТЬ

(возможно , всслс перехода к подиоеледоввтея ьностм - теорема Арце

.'18.).
Назовем фун кцию c(/,~) Е I/ 1 ( П ) обобщевным решен ием J4-61 крае

вой задач и ( 1)-( 3) , есл и c(t , 1.') удовлетворяют интегральному тождеству

, тf v(O,х)ор(х) dx+f cд,v dx,Lt- f А (t, О, с( ., .))v (t ,о)с( t, О. c(t, О), с( . , .») dt--

о n о
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т

-fл(/, L, с( ., .. ))t..(t, I~G (t , 1. , c(t, L),се .. ) dt-Jд. (..\(1 . х , t'(·. ·»)v)lt,.cfLrdt+

• •
t- / (/1 - iJ )t,8. cdxdt - J( /-;с - /'') vd:Z:dt

• •
при любой вепрерывной v(l,x) Е 1l1(П) ' такой , что ,,(Т,х) = О.

Построевввя функция c(t ,x) является решеннем 11 смысае давяого

опредслевая : 1111. вппроксимвциях тождества выполняются с вогрешн о

с'ТЬю O(h , Т) , а рввиомервая ,,;хОдНМО""71. ап проксимаций позволнет ие

рейги к пределу. Предложенный сеточный мстса решеим я "'1'1'1('0011 зв

дач и сходится к обобщенном у решению , сушесгвоввние которого тем

доказано.
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Гмдрслииаммчсское описание процоеоа контахтои

ИВ. Аве-рtmчев

Цель настоящей работы состоит 8 выводе гидрсдиивмических уравне

"н А всходя из аявл иза эволюци и системы взаимодействуюшик чв....тн ц.

П ри ЭТО!>! уравнения, содержаш ис тслько первые провзводные. я вл иютси

авал огом гидрод и намическ их у равне ни й Э ii..1ера, 11 урав пенин , содержа 

щис вторые пронаводн ые я вляются вивлогом уравне н ий Навье-Сто кса.

Можно подчеркнуть, что возможность выводить урввноии и I·ИДIIO,1.L IIН 6

мв ческого твшв 11 связывать с IIИМI! реальные явлении не является ире....
рогати вой тол ько ствт нстическо й физики . Такие урввне иия естественпо



возввкнют во многих моделях статн...-т мческов динамнк и , естест-венно ,

что II IIД этих уравнений может <':И.~ЬНО отличаться от вида уравнени й

обычной гидродинамик и.

В ШU..-тоящей работе 11качестве модел и ствтиствческой динамики рас

смвгри вается одномерныв п роцесс контактов с ДИ<.:КРСТ""'М временем

Ш! множестве Щ"~1ЫХ чисел z. В работе Р 1 расематривадмсь подобные

процессы. которые описывают эволюцию ансамбли взеимодействуюшнх

частиц, при этом Ю8ИМодеЙ ...л-вне ОШН:ЫВа..'1ОСЬ формулами габбсовско

го ресеределени я . В реботс 121 рассмвтр аввлиеь мар ковск ис процессы с

локал ьным взвимоде йств вем И непре рывным временем. Основное вп и

мание уделяется ""'водУ авалогов гидродивам аческ их уравнений. Прн

этом выбор В качестве ковфвгурв ций рвспределен а й на множестве Ц~

лых чисел не является првнпвивальвым 11:сдслан из s.:ooбражеН IIА удu6

<-'ТО!! изложен и я . Обобщенне на <':'1}"18Й пространства большего числа 113

меренай может бытъ проаедеио <.: помощь ю ИСЗIIIIЧ И1'eJН.НЬtx иэмевеимй.

31111.'1(' IIII('М процесса является функ ция I(x), Х Е Z . прмиимвющвя

знечсви я f) н 1. Обозивча м множество так их фУН КI\lIА через 2z . Слу

'lаЙllы li процесс ( •• t Е { О, 1.2•. .. } прииимвет значени я", множестве 2 Z ,

начальное значение t;o = у(х) задано. Есл и t;, = 1(%), обознвч н м Ч~

рез {,(.r) зивчсиие I(ж). Одноli из внтерпретеикй ироцесса 1I.0111"all.1'08
является модель эпидсм ви . Пре...аиолвгвется , что п точквх множества Z
находятся вексторые индивидуумы, которые могу-т ввходи тъся в ДВУХ

состояпмях: здоров 11 вн фицироваи. Есл и индв ииду ум . нв.ходящн вся в

точкс г н момент времен и t здоров. то {,(ж) = О, есл в ввфвцв рован . то

{,(х) = 1. Здоровые индивидуумы заражаются t: вероятностью пропор

ционвльиой числу '\ Х и нфици рован ных соседей . и нфицированные по

прввзвются с иостоявиой всроягвостъю..Можно также рассматри вать

этот случайныв процесс как процесс эволюции системы взвимодейству

ющих '1a..71J1~, К&жд8Я 11:1 которых может ввхцднтъся в двух (...остоя нних.
I [рсдволвгается, что иропесс {, ивя яетса м врковски М, иерехсаные ве

роятпоети опредея яюгся следуюшнм образом. Предположим, что 11 1.10

мен-г времени I IlPOI~f~"I.: меннет свои зивч енм н тол ько в точ ках %1.%2, •. . ,

%... причем вероятности этих изменения задаются фоРМУЛОЙ

"
l' { t;, .. I (X\ ) = 11, . .,{I+I(X...) - i... !{f } = П l>{{lt l (%~) = i ~ l t; t} . (1)

~ =I

Таки м обрвзом, вероятность иэмевеиин зиечеви в вроцессв в n точках

ранив провэве....юаню вероятно стей изменени я конфи гурви ни процееса в
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одной точке.,Цл» процсссе конта ктов эти вероятности имеют следующий

вид:

Коэффициенты а дoJIЖИЫ выбираться так, чтобы всегде вьшслиялись

неравенстве:

Из соотношен ии (2) следует равенство Д1IИ мвтемвтических ожидан ий:

Если рвссмотретъ ансамбль частиц, оп исываемых данным случай

ным процессом, то мвтемвтическое ожидание п роцесса 8 данной точке

равно средней плотности части п в ЭТОй точке.

Идея гидроди н амического списани я состоит В том, что меняется мао

штаб времен и и арострвнс..л-венн ый мвсштвб. Прс••:теЙIII И Й варивн-г пслу

чается , когда эти мвсштвбы мен яются одинаково. r = ~,T = ;, где Е 

малое ч исло. ПОЛОЖИМ

(5)

где (хJ сзнвчает целую ЧаС..1"Ь числ а Х, К соствввм ДИффСРСIЩКI.I...'IЫIОС

уравнение дл я плотности числ а частиц. Дли этого ра.с.хМОТРНМ врира

шенм е функци и р и воепользуемся рввенэ..-твамн (4.) и (5):

p(t + Е,7) - p(t ,:I:) = а -1ри, х - е ) -+- uop(t , е} +alp (t , x + е) - p(t, 7).

Раскладывая функцию р в ряд Тейлора 110 второй исремоиноя е точ

востъю до первого порядка мвдости относительно Е , дели все вырвжеиие

на Е 11 переходя к пределу при е ..... О, получим днффереицмвльное урвв

ненве :

ар ар
8t = а дх -+ Ьр, (6)

Ь l' .._.+...0 ..... 1 -1 П
гдс а = Щ - а_ l , :::: • ..!!~o " . I>И !'Iыtюдс ,J.I\JШОГО урввнення

мы предпслвгвем, что коэффициенты аввмсят от Е 1""' К, '1,.06 ,.......уще
етвовал у квзав в ы й предел. Заметим, что дли сушествовани и вредслов в

даавом уравнени и требуется, '1т06i>1 в саучве , когда все e",:f'.,II)I даняого
видвнидуумв инфицированы , 0 11 евм был бы инфицирован с вероятно

••:1'1.10 бл изкой к единице. Уравнеиве (6 ) оц исыпает процесс " к рупном



п роетрвиствениом мвсштвбе и может <:./I)"ЖИТЬ ;l,.1H Оn " <:IШ II .>l волн эп и

деми н . Более детальное ои исви ве н более мелком мвсштабе даст так

ЩI.."It>1Васмы П Д I'ффУ:ЩО!lllыА предел.

Этот предел иолучи...этся , если а _ 1 + ао + 111 = 1, r = 7:, r! = О,

n = (а _ 1 +01) - козффиционт диффузи и. Соответствующее уравнС'иис

др 1 а2р
at = '2 [)дх1' (7)

Заметим. что пр " выводе этих урввнсний , мы оиредеаяем фуикцмю

р только Н8 счетном множестве точек , н остальных точках прямой эту

фуикпию \(ОЖНО определнтъ путем м нтерполяцив так, чтобы она и мела

непрерывные частвые провзвслные до второго порядка включ игел ьво.

ПО ерваиению с обычноё гадрода намикой 13], иоиученные здесь ypa~

неки м имеют особый вид . ВО..лее подробно эти вопросы рассмотрсны в

работах 1... . 51. В работе 1"'] рас.....м втрнваются гидроди ввмвчес кне уран

нен ия ми модели т-вердых стержней, при ЭТО).! предел ьны й переход,

"РИ8ОДнщиА к уравнению (5), вазынвется персходом к уравнениям эй

лерона 1'"118. Предельный переход, првводяшвй к урвввеи ию (7), нвзы

вьется предельным версходом Навьо-Стокса Как отмечено в работе 15],
мвгемвти ческ ий влалиэ ситувци й, возваквюших 11 различных ивуквх,

приводит к необходимости pa.ссмвтрвввтъ сис-гемы , состоящие из боль

11101"0 '! И<:./lМ одлораавых элементов . Можно сказать, что 9'ТИ системы

IIа.хО/t.НТ\;я вне с-феры прсфеесиоиияьиых ингересов физиков. Однако ,

отказ от ориеитаиии ..а фиэи чсек ие ирмасжевни позволяет значительно

рвсширигь К Р)Т рвссмагриваемых мвтемвтическнх моделей. Конечно ,

о точкн 3Т*""" физики эти модел и можно назвать прнмн-гпвиыми, тем

"е менее, рассмотрение гаках МОДUJIсl'I может добавить важные черты К

вонимвнмю реальных задач.
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Чаеленш••Й Мe'l'OД реплени я эадачи Дlнt>ФУЗII I I н ! 1" O/\.I forкll\lIo ii

сроде

А.В. Чl!~в

Рвссмвтрмваетса модель разВИТМ !! раковых. опухолей она оенованв 1111

методе клеточных автоматов. этот метод позволяет получить картину

поведения груп пы клеток при помощи модеа ировавия вонедевмя ОТ" е.Ш...
ных клеток . Пр и 'ЭТОМ главным регуляторным фактором, влняющи .... н а
все пропессы жнзиедоятеяьиост и клеток , явл яется локвяьнвя концен

трация кислорода. Поэтому в это й модел и большое звачевие имеет зв

дачадиффузии кислорода в иеолвородвой среде (сложное расположевн е

еоеудов). Ураавев ве диффуз и и в аавородв ой среде 118 плоскости и меет

"ИД

8, ({Ре I)2с )
&1 = K d д:t 2 + ду') + j(x,y,t) , (1)

где с - концентрация веще...-твв, Kd - козффициеит диффузии , J (Ж ,у . t )
- ФУНКЦИЯ возмущеНIIЯ (ш..7О'III II КII 11 потребител и ч!tJ.."Т НI\ IWщС\-"Тна) .

В данной задаче фунхпи н возмущени я - это соеуды (щ..-гочвики к ис

порода) и клетки [потреби-геяи} , ФОРМ8 сосудов И Меет нерегуляриую

стру ктуру, а пстреблев ие кислорода клетками заваси-г от момев-га ере

мена. Функция возмущения не может быть выражена анвл итм чески. и

само урвввение диффузии ИС.1ЬЗЯ решить внал итически .

Для решения этого уравнении ....южио воспсл ьзоввтъси методом се

ТО К. НО так как основмая задача (модел ироваа и е разв итая раковых оиу

холей ) решается методом клеточного автом ата, ТО Н ДО," задачи диффу

зи и был рвзрвботвв числен вый метод решеим и в а осно ве клеточного

автомата. Метод ори гн ивлев своим построе н ием , но 110форме решсини

очен ь бл изок к методу сеток <.: явной схемой.

Задача решветея в следующих допушсви нх: так же как 11 11 методе се

ток плоскость рвзбаввется равномерной сеткой 1111. ячейк и [квадратные

11.18 .1ю60Й друroй формы), время рвзбивветсн 118 интервалы ( итераци и].

В течение вигервал в ковцеитрьпмя вещества 1; я чейке считается восто

ИИ ной . ,Дли определения коапевтрации в следующий момсит времени

~1 Я каждой пары соседл ях я чеек в я вном "НДС Moдcnltpyм,~ диффуз

иый внваог закона Ньютон е- Рих мвнв; ''t7~nAOБОЙ tJOI'JW»: ,ю iIpI1t1uце me..tI



Че"У.юев А , 8 . '1",:.mmlll.l iI ~«.'ТOд !"'ш"'шя зада',н ;1Нф<р.v-.пI Н е

....'OдН"/КJднОд ",,"де 115

!JrorW1ЩUOtl4.V:Н ,nзщ>сmu их mе..мщ:раmур". A 1M нашей задач и двффу

:IИ !\ этот закон в римет вид

D.V = 1<,,, , дс, (2)

где L:!t. \ ' - объем кислороле . диффунди рующего из одного элемента про

,..пра нствв .:1r tI другой за время L:!t.t , К," - внутренн и й коэффицмевз

диффузи и . К," Е [о, !] , П равая грввипв отрезка определяется из сссб

ражения: е•.:то! па пу...'ТО~ П0-1 С ячеек естъ МЦ& ячейка с некой ковцен

грац ией Iw.щL....-гва [например, 9 един иц) , то , иоделмвшнсь ИМ с; восемью

соседя м и (НО 1 каждому соседу] , в 'IC!! должно остаться вещесТО8 "е

меньше чем IJ любом из соседей ( ....м. рис . 1). D.c - разн и ца концентраций

в двух ,;О<..'(:ДlIИХ элемеатах прсстраастве. В дан ной задаче копцеитрацни

имеет ту же рвзмериостъ, что и объем - I ),{ Э I . Са..\1 терми н IQ7Нченm,tlчШl

ИМ("("Т значение о6/'IP"ц 8 Qдщrй ~.,еЙtre.

с .с . , с,,'" ~. , ." ..

" я

С...,," 5:'; с .... ..

с. ,:., c~~. ~,., .,.. ...

Такой метод МОЖ1Ю сч итать В векотором роде обобщени ем метолв се

ТОК В ......ауч ве я впой схемы, потом)' что 0 11 позволяет иметь дело с я чейке

МИ ироизвоя ьной формы и вроазвсаьиым числом соседн их ячеек : можно

рв, ......мвгриват ъ в-угол ьн и ки, у которых будет n н .л и 2n соседей (я чей ки,

имеющмс с данной только одиу общую вершину, можно счмтвтъ сссе..
дям н, 11. МОжнО " не сч итать 11 зависимости от типа модели ) , В дан ном

случ ае ячейка и меет фОрМУ квадрата н восемь со..едей.
Для модеяироввв ин диффузии таки м способом н ам нужно знать

ввутренвий коэффици ент двффузв и К, ,, . Оиредсяим его t: помощью

решен ии ураннеиия днффУ:IИ II (1). Сначала поквжем , что уравнение (2)
11 урвивсние ДIlФФУ.J11II ( ]) могут 6101,.1, пслучепы 113 одаого общего 11(,:

1'0'111" " 11. .

Урввненве диффузи и мы выводим и з у равнени я потока вещества

Ф =-Кd ·grad с (3)
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" уравнения неразрывности на цлсокости

де .at + divФ = j (X,!J,t),

где Ф - поток веше...-тК8 ( Ф = о , V, v ~ скорость], а JivФ - относятельная

скорость убывания плотиости частиц во время Д"ИЖI!НIНI .

'Гак же дифференцивльное уравнеиве (3) М()Ж1!О персписать в виде

разностного уравнен ия (2) (уже упом и вввпгийся эвков Ньютона-Рихмавв] .

ИЗ ЗТОГО МОЖНО заметить родство Н <;КОМОГО внутреннего коэффипмеитв

диффузи и К, .. с козффициептом диффузи и K d из у равнения диффу

зи и (1)
Для н ахождени я к,n рассмотри м задачу Коши : ураввса ие ( 1) о.: на

чвл ьвым условием

с (х, у, О) = О.

Аналитическое решен ие будет имен. вид

t +"'" +"" { r _ ( ~ ( r -'1)~
c(x ,y, l) = _1_ ; JJ!({,fJ,r)e- aд, _ ~ , d{,l'Г/dт .

4~Kd t Т
о - ОС> -""

Есл и функция возмущении f(~ , Т/. Т) п редс-тавляет собой O-фytl КЦНЮ

по персмен ным { н Т/ с особенисетью l' 113 '1aJ1 C координвг «=О, 11 =О)

и мвесой М , то выражение .дяя c(z,y, t ) примет 8ИД

м _~
c (z , y, t ) =-к е d ' •

4 '11" d t

Нас будет и нгере•.эсватъ тол ько уДО"lеиllО""....ь от пз.' 18.13 координат,

ПОЭТО'>'! у зввв шем

м _ r 2

Cr(T, t) = ---с i"R';ji .
4r.K d t

Пос-троим теперь с помощью оп исанноге метода вивлогичную с, (Т, t )
функцию с; (T,t). Для этого возьмсм пустое поле 11'1е"(' 11: 11 ПОМС<..711 М о

ячейку с координ атами (0,0) 1'0 '1" же объем вещес-гва, что н в J-ФУ I III:Ц)J И

дЛИ урввнев ии диффузи и ( г) , Звпус-ти м клеточны й автомат Н8. несколь

КО итераций . Поау ч вм квбор ,-'Ту "еич8.ТЫХ фигур (1'110:. 2).
На каждой итерации в с-гуиепчвгой фигуре появляется новая '-7)'

иевь. Длина l!.T каждой ступен и фи ксироааив [задастся из усаовия раз

мера клетк и ткани) , 11. вы,-"0Т8 квждов стуисв и с оп ределяетс я втерв

тивн о - текушаи высота ( о начал ьный момент равная нулю для всех
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ячеек кроме ТОЙ , 1< кото рой сосредоточ ено веще....т80) плюс вещество по

лу чеиное от сосеш-ё с (IO.llhшсJ! коицоитрвцисй . ми нус вещество отдан ное

...оседям с меньшей коа цеи-грацдей .

,
Г/

Рис . 2. П роцесс диффузии 11 виде воследовательности с-ту пеи чвтых

фигур

Дли даниого набора стуиенч втых фигур Ml~ так же можем построить

функцию c;(r. ( , К;n , 6r, 6t ) 33l1исв мо..эти ковцеитрацам от радиуо1I и

вре-мен и . ЭТII функция зависи т от пяти персмеввых: ра......-гоя н ии r от 11 3-
ч~1\ координат, времени " ввутревпего козффидиента двффузи и К;n 11

рвамера шагов 110 п рострвнству 11 времени l1r н 6t.llaplI.Meтpbl К,n , l1r,
11 6t не изменяютоя в процеоя- поетроев и в набора ступенчатых фигур ,

ОН II фиксироваша 11 испол няют роль постояиных пареметров . Поэтому

11 AII.~ bll (' A llle "1 эту фун кцию будс м звии еывя тъ В виде t:; (r, () { и ногда 11
вкде С; (r, (.К;n ) . подразумевав, Ч 'ГО 0 118. строит..:>I п р" ранее зафикев 

рокаиных знвчспинх К;n , ,j.r , 11 !1t .
В одномерном с,лучае ФУНКЦИЮ с;.(Т, t ) можно вырази-п• .1'10110 , но для

многомерного случая авваитв ческвя зап ись венозможна о (;В!ВИ с веоб

хсдимостъю учета Bэввмного вяиннин всех ...оседн их "леток . Поэтому

ФУIIКЦ II>I C; (r,t) задается табли псё, которая эаиоаниется 11 программе

рекурсивно а рв мым моделировавием п равила (2):
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,

Ii\

Рис . З . Графики фуuкциА c,.(:r, t) н I:;(r, t ) иэобрежениыс в O)1,III IX

воордвн втах

}].NЯ решен ия центральвой задач и дан ной работы - определени я ВНУТ

реннего ввутрепвегс коэффициента диффузи и К, ., - необходимо мак

снмальпо приблиэить ступенчатую функцию t";(r, t ) к ФУl1lЩl1l1 с..{7', в} ,

представляющей решение даффереицивльио го уравнени я. Определим

функввоавл, характеризующ ий бли эостъ этих дву х функций .

, Сп< .с",

J[O: [ = L L
1"'] . ",1

I j r ,

JJc,.(t, t ) drdt - с; (г; , t " к.n ) 6.гАt
1, _ 1 ",_ 1

Нужно найт-и с;.(т, ') . .доетввляющую минимум этому функционвлу,

Первообразнвя от функци и c,.(r, t ) явл иется функцией Лапласа
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'1 Т1

JJ с.- ( Т , t )drdt , опв определяется числен но . ПО эти м значеииям )1 по 3 1111.
1 , Т I

чен инм С; (Т" (" K;n) определяется зввчен ме функцяонвлв J !C;j в ..1106011
облвст и I Е (О , Т), т Е 10, Я) " для любого К;" Е [о, И. Поэтому при

фи ксиро вавв ых П и Т фун кциоа вя преврвщвется 11функцию от К;"

и ДОI.-гигвет м ин имума при том же значен ии K,n, что 11 ФУНКЦИ Я j(K;n) .
Это зввчеиме впутреи иего коэфф ициента диффузи и обозначи м K;'n,

Для тот, чтобы н айти K,'n , нужно решить оп-ги ...о тзацяоквую эвдв

чу. Нам ИЗ8СО..'Т иа, что для двумерного случая К... Е [о , И, поэтому МО

жем воспольэоввтъея, например, метслом половнаного делени я , Посте

нахождеllН)I к;.." его можно будет испол ьзовать 11 ОСНОЩЮМ чнслен вом

методе .

При примев еви в предложе н ного метода важную роль играет выбор

парамет ра а ё ПО эвдввному .5Т . А НI\J1ИЗ иоквзал , что существует значен ие

.5 t ",,",, такое, что при дt ~ д l т,"" вредл оженв ый метод веири мени м .

Например , при ' 111<.:.,1 (' 11110 '" мслеяи роввв м и диффузи и к ислорода в

жидкости <: KJ, = 0.32· 1 0-Р ..1, пр" начальной МВ<......-е .'и =- 10- 6м З за, ,
время О/LJЮi'\ втервпи в ~t =- 4 . 10- с кислород диффувдврует В КЛИ КеУ

радаусом т = 2 · IO- SM. FA:J1H задан размер клетки .5 Т = 1 . 10- &М, то мы

получаем , что с помощью в редвоженного метода кислород успеет диф

ф)' IIДИРЩЩll. только 1111 радиус одиоА клетки , в то врем я как физически

311 1"0 Ж~ время он plt<:нро<...травится 11 два раза дал ьше. Поэтому нужно

взять мен ьший кв терввл времени . В при ведеином при мере модел ироев

ние /l,нффУ.!II И будет физичи о при tlt :$ 0.5 . 104.
Таки М образом улвлоеь выявить заковомеряоеть

это соответствует ограничению на шаг 110 времени в явноя схеме

w.eтoдa сеток .

Дли оа редеяевия дlm•• 110 эадаавым K d н дr был рвзрвботав 01"

дел ьный метал. Выбирается п аименьшее зввч имое КО.ЛИЧ СО..'ТОО вещества

Серо такое что , есл и c,.(r, t ) < Серо, то счатвется , что в точ ке (Т, t ) веще
<.:1' 110 отсутствует. 13иедя ЭТО допущение можно построить функцию

t ""' Т(т) .
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Эта фупк ци я стави-г в соответегвве яюбому рвсстоинию "р"М И , кото

рое понвдсбится , чтобы вещество рвспросграиилось на это рвестояние .

Фактически эта функпая - пересечение функпа и c(r, t ) с 11 ,П ОСКО,,"ТЫО

С = с.,Р•• После этого МОЖнО ЛСПС:О опредеаигь !ltm~ :

~tmax = Т( 6г).

После того как uyAeт выполнено УЩlОlше L:it :::: 6 t"., ,,,, и JщАд.m IШУТ

рев пав коэффициент диффузии К... - M~ fO'ГOn к ПР II МС IIСНIIЮ .

Автор выражает приэивгсвьностъ своему дипломному рукожыигелю

ярофессору А .С. Брвтусю зв руководство при вввисаиин лввиой рабо

ты и проверку полученных резулъгатов , н доценту Г. А. Зверк и ной за

ПОМОЩЬ 11 оформлени и И за общую поддержку Н рвботе.

Распределсипе 11/.-МСРНЫХ JII IНСЙ IIЫХ алементов в пространстве

Нффlf l l llU-М СТр ll ' ltХ:КО" свяэиост и

т.г. Але,щlШ

в работе соквзаво , что регулярное гиперполосвое распределе н ис гв -с мер

ных линейн ых элем ентов (т < 11. - 1) а 1'..... 00 второй дифферен

пивльной окрестности внутренним виввриантнмм обрвзом II IIДУЦII Р:ует

пространство п рсевти ввой связности Р....., деойствевпое простраиству

Р...... При некоторых вредволожевиях найдено веобходвмое и до..-татсч-
, '

НОЕ: условие , при котором проетрвн ...-тви ),1, :\1 являются двойственным и..... .....
вростран сгввм н вффи нно-мотрической 1;8Я3 110<""'I ' 1I без КРУ'ICI L II И .

В работе и ндексы прннимают саедуюшв с значения:

1,1,1\ = 0,11.; 1,J,S,T ,K =l , n i i,j, k= l, m; U, tJ = m + I, I'I-l;

u = ш i· l , n .

Рассмотрим II{хх:траIlL:ТIЮ аффин ной с..: ВRЗIIО<..'ТИ А ..,..,Оllрсделяе\'юс

снетемой 11.(1'1 -1 1) форм Ilфаффа. { O I , O~ } , водчинеиных стру ктурным

ураввенввм 121

оо' =0" Л 8~ + !r~тO'<; /. в" ,
2

где r~T ' r~ST - тенэоры соответ..-твевно к ру чен ия 11 кривизн ы УГОГО про-

~=H~::~~~:::~"~~::~~:c7~~..II."~:I;:~:;M~:~~:~~H;I~~.'7)12
пфвффовых форм {W'~ }



ЛJl""ШШ т.г. P""-'I1'''''ДCJIt''''I'' tn- ,","ри t-lх ЛИIW(fIlWo"( :....,"'"'~'nu.. "
1IJ>QI'·1рШ'rтor. sqхрНшю-Ммр..ч....·Кой СIJ":lIЮ' "ТН

JI CI l K / 11 /,.; 0
""о = О , '"'CI = ----() K,'-JJ = О) - ---6J OK ' '"' J = О,

11 +1 п+l

удовлетворяющих (."ТР)" КТУРНЫМ уравнениям

12 1

а../ к t '[J S т
j = r..JJ л чк + 2" '1} STr..JO Л r..JCI, ""ff = О.

в иросграиетъе Н, .... в ссопмнроввнвом с и рострвнством вффвввой

,:НК:ШО<."1" И А ..,.., рао.:МОТрНМ регулярную негслономиую гиперполосу Н ,

то '""<-'Т" регул ирпое гн перполосвое распредедевне т-мерных л иней ных

элементов , щ < n - I 13]; 111'11. '>ТО">! будем говорн гь , что распределение

11 задано в исходном прострв лстве вффмнвой связност и Л ..,N. Изеест

но [3]. -гто относите..аьво репера П первого порндкв подмиогообрвзие Н

определ яется системой дмфференцивльных уравнений

гпе квждвя Ю си с-re.'" функц ий { Л~К. ' { Л:к ,Л:'к } , {A~o} на расп ре

делен и и Н образуст геометри ческ и в объек-т первого порядка, а "' Н е-гемв

функций {H~,... .A~o} - геометрв ческ вй объект второго поридха.

Сирвведл ивы следуюшве п рплложеввн:

Теоромв 1. 1't?2y-'IJIptlt>e .rnru'р'llIAOC!'Юt' lJШ'ПреikA.e"Ш' m-,,~рпbl.X лu

IU'U II"bIX ;А.'U"..Щ'tlmов 11 . эада'ltw(' в пространстве щJфu.",1OV. свя.зIWCтU

Л ... ... UtII~!lцUptJ~m: 1) ПpQCПIр1"ст60 npoмtТ11U61W'il С6,>1.тости Р... ,.... двO'iJ ·

етвенное Щ".сQЦUUIЮ1;Щ""д"!I с л ..... Пpocl'П Jю"сщву ТiPQt't.:muдtfOй еевэво

сти ['.. ,.. nmlwcumслмw Ultво.1lQfflшmО;10 nрео6разооо"UJI форм свя.з1Ю-
, р . -

"ти, .1", : r..J; -о r..J; . npt.!че_<I npocmpawcmea Р....... и Р..,... "цогут ~ЩЬ

'~Iw.С7;.'IJ..Ч.и .i1I.JШ'Ь MW61'e.цc",W; 2) _..mОlOQ6раэtse fI в Р..,.. aooйcmвcli.'/.Oe

tJCхoдlю.му.

T I'OPU MR 2. Д.!IЯ m.o.w ..motЩ nри эшЮ,.uu lJe?у,I1J(Р'WЮ i'tmepno..1llC·

'WlfJ pacnp<"дcAcllUJIm."<,,p"ы:z: JlUIUOЙ""'-Т 3.1c.Mctlm.oB Н в А .. ,.. IJIWyциро

Ba.-W<:b Щ)(JCщраllСfflео аффu"IiO'iJ С6ЯЗ1jQCfnU А ...... Оllойсmве" tше UCXMW

_\tY, 1U'06хoдu..чo U <JocmamOOltw...nwбtot с.4(>С(:IЮ! ifюpмtll 0:, 8~ простран 

ства Лп ,n ЩItIЩМtJC t. в "УJl Ь .

Согласно 111. вссопи вроввн ное е л ....... п рострвиство прое ктввной свяэ

ност-н [{.... назы вается про,..лраиспюм проектм впо-метри ческой <:ВИЗВО

...."1"и К ..,.., если 0110 об,тlll.Дае-т IшuриаllТВI>IМ л о..~ ('м ЛОКII.1L.НЫХ гиперкввд

рик Q~ 1"Доквзвно 1-1] , ЧТО критерием 1'O1'(), ЧТО Р ..,n есть прос-гравство
1 1 1~оеКТИ Н lI о- метРII 'l С(;Коi1 свяэиостм К..... с полсм локальных вбсолютов

Q..-J

'« l ( ,
а/«хх + ~ 91 0): ')'t c:r = О. 6 1 /К I = 0, 901 = 9 1Cl , YOO = с = ccnst # О ,
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отл вчных от сдвоенных гиперелосксстей, ЯО..1ЯСТ\;Я выпслнен не урввне

II HIt

da/J - Q, JK ,./j - (J K Jwf = -; (аU<9ЛJ + I.IJK 9 (0 ) :..JuK ;

при ЭТОМ форм а ",,8я вляется rЛ I\ll flOlt:

о 1 к
""о = - -gкOWО .

о

Известно [4J, что аал и чие ииварнангпого ппл я локал ьных гаперк

ввдряк (2) в риводят к конеч ным соотвошепа ям дд н компонент теиэора

крввазвы-кручеиия пространс-гвв К.....:

ll!ls T + ~ 9КО лtsт =О, 9коПfsт + гч кR~ST + cH~~7 (е О) = О,

Пространство Л ..,.. на.~ I~JШ~ 1!I)()<.:ТРIUIс-гвом вффввно-метрической

связноств, если прсстрвнетво п рсективиой связиости Р....., ассоци и ро

в.внное с но.:хОДВЫМ прострвнез-вом вффмвной связиости А ..,,,. является

прострвиством проектмвио-метрм ческой связности. Н иже прострвн.гтво

вффввно-метрическоё евязиости обозначим через М......
Будем говорить , что В простран ...-гве вффмнио-метр ической связно

сти .\1..... задано гваерполосиое рвспределенне 11 эв-мерных л иио й к ых

элементов, е<:Л И это аодм иогссбр взие звдаио н соответствующем про

странет ве проектив во-метр нчсс кой <.'ВЯЗНО<.'ТИ К ......
Имеет место следующее П pl".дJIож{'иие:

Теорема 3. ДАХ того~ пространство nрО("!'>7nvmЮ-.wеmрU'IС С ,
кой свЯЗШICmu К без ~~UЯ (доoi!сmflеm/Ое nрncm'х.1'll'1llБУ 1<..... бег-,-
"ручеnuя) , JЮA1I.1ОСЬ асСQЧUUlю~mn"?oI.< 1 ТЮ схеме О} с TU: ""mwpъu ~ Т}РР

с

стра1lСМ Elам аффv. kkо-.}.~emptJ'4есlWй Сбязnосmu ~I (1е3 "~НWl . 111'06--,-
xQдu.,.w u досmаmh'НЮ, '1mo6ы б bl'lйI\kJlЛUCb COOfllllOt/l" ' IWI o~ = O~ = о

о

д4!i npoc m pl'!IIcmea aфfiuIЩQ-.Ч f'm]}tl'l <"Скoil CIl.ol.HIl1CfIIU :\1 без "1Jfj'lelНtJl ;

" ,", ,
при эmo.м npocm1XlHcmoa М u :\1 Jl О.'LЯЮТrlCJI двotlcmОI'ItНы.мu IlplJ('mpal !-

"." "."
ст(lI'I..ми aфfiumw-мсmрu'leСtWй С8J1J lt.OCщu OC.iJ "PY"j.CI!WI.
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",".меРlIые иолинойаые волиы-бвриеоны

А. IJ. БopWu'i

Дввивя работа яв,,'1Я€'Т\:Я рвзви гием работ (1 -61 в сторону увеа ичеиия

порядка дифференци вльных уравнен ий (ДУ) н размерности про..-трав

ствепи ых перемеаных.

Для ватоиомвсста приведем неоБХОДИ М Ы!! ми н имум бвриоиервцвон

ных поиягип \1"1 14-71 . Пусть А - коммутативная вссопв втивнвя вагебра

с делен ием над полем Р ( с единицей е). Рассмотрам м ножество А" + 1,

элементами которого являются упорядоченн ые (11 +1)-К II чнс-ед из А ви

да

(ж) = (ЖDi ±), [1)

где i = (ЖI ,%2•.• Х,, ) Е А" . д" я элемента (1) определ и м бвримомеаты

К- 1'1.) порядка :

х" = ХоХ! ... Х .I: (k Е n = { О. 1 •. . . •п}) ;

" обозивчам и х си мполями J/" «ж» ) (К Е п) . Посредс-гаом

(1) можно звписвтъ в канон ической форме:

() ( о '; о ';' " ; " _ ' ):r = х;х Х. Х Х ••••• ж ж .

(2)

(2) элемент

(3)
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При этом воэможпыя нуль в знаменателе [соответственпо нул ь 11

часли теле слева) будем называть вестввларти ым 1106031111.' 131"1> си мволом
(О) «О) -1 - неставдартной бесковеч исстъю 11обознач втъ <.: И МВО,.10М (оо)).

Элементы (х) = (хо;х), (у) = {YOjy> Ел.,t l ивзываютея бври раввым и ,
если

р.1o «х» = 1/ «у» ( 1.: Е tl) . (4)

Линей ные влгебраич еские опервци и Над ~'ICMell ra..V!II М llожCt.'-tl3 л .. i I

определ и м так : (УА Е / ), (х), (у) Е A"+l)
>.(х) = (>..2:0; %) . 1,10 ((х) + ( у» = р./о «х}) + p.k « y})( k Е 11); (5')

(5)
. "

/lk ({x ) (Y}) = Lxk -jу}t s L x" -Н., Н у' ,

] =0 1 10 +1

где 8 = ± l . Операции (5 ') , (4) уловастворя ют аксиомам коммугативвой

вссоцнатненоё алгебры , причем нулевым я вл истся элемент нида (О) =
(О; х) , противоположным к (х) = (хо ; х) - элемен-г инда - (х) '=: (-ха; ё},

едив ацей - элемент вида (е) = (eiO). G этого момента элементы вида

(12) ( к.'1 И (14» пазыааются бвризлементвми Н·ГО порядка (БЭЛ), 11 мио

же.гтво (А): таких БЭJl - при 8 = + 1 (8 = -1) .млunmu'«'сlWt"J: (l'tm.ep

бмuчr:схой) оо.рt=llгt'бpuй ( БА) п-го ПОрЯДК8 "ад полем Р. Поскольку

компоненты БЭЛ (12) явл я ются элемев-гвм и 113 А , то нвряду с У"'"О-

женвом БЭЛ (12) 11 3 сквля р А Е Р мож но опрслеа втъ его умноженио 11<1.

васме нт а Е А /10 формуле

а (х) = (ажо ; х) . (6)

ПОЭТОМУ множество Л n+! можно трактовать еще, как бврн линейное

пространство (БЛП) 11М алгеброй А .

Бсди А - влгебрв с ан волюпией : х ...... х ' 161 , то в ввоаюцию (х) .....
(х) 4 МОЖНО определить н на (A) ~ так :

(8)ХО = (ХО ) " , x ", = _ (xn -Н J ) " {k Е П) .

Рпссмотрвм бврмэрмитовые ВЭЛ вида

При этом БЭЛ (х) пазывветсн барвэрмиговым , если (х) = (е) ". Т.е.

сслв

И() -= (е; О) , (е) ", = ((О); С , . . . , е, (00) , О• . .. , О) (k Е rl) , (9)
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ГДС (со) с-1'оНТ вв ь-ом мосте . Н силу (13 ), (15) 1-1 ' «е) 1<) р/ « (е) 1<) = б~ е ,

ГДС ,,~ - стандартный с имвсл Кровекера . Позтому ввиду (4), (5') (6)
('V{x) Е (Л}"+ \ ):

{х} = '\~ " х* (е)! .L....1<..о
Сяедоватедьно, (9) - это естес-гвеивый бврмбвзие в (А) "Н , 11 (2) 

естествса вые барвкоордвввты БЭЛ (1) отасснгеа ьво него.

Дil..1 СС, функпая 1I 11д1l

( и) ~ (Ф, t)) ~ (uф, ') ;й(х , '», ( lO)

где ( u) Е (С) ; - звввеимвя барм церемеинвя, :z: = ( r l, X'1, . . . • x m) Е

Н", t Е R - незаваса мые ееремеивыс , называется барифуакцией (БФ)

всиюс-твен ных переменных. Часз-ная Бврв -проиэводивя k -гo порядка

д: (u(x, l » = д;, (u(x, l ) [ при 1.: = 1д] = aj ) от БФ (10) по перемен

ной 7.', [ и рк j = О , 7.'0 = () определяется так :

Маожес-тОО непрерывно дифференцируемых (k 1'83 ПО х Е R trI
М

ОДНИ раз по t Е Н) 11 области D о;;;; п тн БФ (5) обозв вч вется через

(с{т.l)(й»). Подробвсе обо всех этих поияти ях 0,;),.\. [71. Дальше ради
простоты 3>1 11 НО,; И n = 1, 111 = 2 и вместо веременвых с индексами и,..
иольэуютсн IICve~!f; lI ll bIC без II IIДCKeOB , а. имснно , ВМС\..-ТО (ио; 1.11) - (tI ; 1.1) ,
вместо (XI; X:l ) - (Х ; у) (однако, все результаты верны для произволь

'!ОГО т = N ).
Рвссмотрмм относительно барифу ввци и (БФ)

(1V(X,у, t) = (и(х , у, t) ; u(х, у, t» Е (с(э , l )( Л:l Х я.., »)

над БА (C) ~ .л мисввоо баРIIД II<РФ<'РС IЩН3Jlыtос урввненне (ЛБДУ) в
частных ироизводных (Ч l l) третьего порядка ",!Да

и: (1и) = Щ~ (ш) i f1:l~ (ш) +CID; (1V) + C"Ja; (ш). (12)

которое соглас-но (1)-( 11) бврисвнэыввет в 0,11;110 целое сн ...-тем у "обl>l 'lIIЫХ "

ДУЧП огносм-гёль ио первой v н второй 1.1 бари ком пов евт БФ (ш):

а:и = al a;v + u.217:1' +C,O; tI + C"Ja;tI;

О;и = a l~lJ + a2~U -+ :'Iщtllа;и + ЗU:ltl2д;u+
+(За 1д~ и ! ./ за P '~ + С1) д:и t (За2д; 1 '2 +За1vf +C:l) д;и ,

(13)

(14)
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ГДС (1k, bk (k = 1 , 2 ) - не эависяшне от Х н у параметры БДУ (12) ,

1)\ = Q~vlv , са = 8;1)/V" (15)

Справедливы следующие утверждении .

ТС'ОРСМfI 1. МtЮЖ'есmва V-u U petu~HUtl v ДУ (1 3) u сoornm'mсm8у

ю'Щux решеtщtl и ДУ ( 14 ) 8 6аРUС8.нзц (1); и} 0Ора.зyюm. fupшlU'IeUJWe

nросmрансmБО ( и.') = ( V; И) ООРUpetlle1lUЙ(ш) = (v: 1J) БДУ (J2), т.е .

ее..lи дЛII lta.?tCдoгo { Е ~ v(x ,y, t ; () - решенue ДУ (13), а u(x,y. t ; { )
- СOOfflвeтnСfflБУЮЩU' Jk'шс"ue ДУ (14) , (15), то dЛII Аю6of.I ~m!l":тщюа

!ру»!сции С({) ({ Е ?:) фytlleЦUtl

v(x ,y,t) = JСЮv(х, у, t : О d{,
в

u(x ,1I,t) = [C(f.) V(X,y,t;f.)U(X,u ,t;l,)'lf./ v(x,y,t)

peшetlШIДУ (13) u (14), (15) соответственно.

Тесрома 2. Еr.лu v - peuК01IUC ДУ (13), f11lJ (15) - реtuctlШ' сисmе..ч '"

нeAUHfflH1a ДУ ЧП з-ео nopяfhщ

дt"ll' =д" «(1,д;1)\+a2~vz+,.1aJ1),д..,VJ+За2 tl2B~vzta1v~ t f1Z V-j+СI" 1-t '-" V2) ,
Btv:Fд~ (й, ~Vl+a2~vz+3a lv l д",VI+Зn2t11iJу Vz-t<J. , V~-/ fJ2V~+С 1 "1 ."""2),

(16)
удоБACm8ОРJllощее yr....w6t.!ю IWfrоенчtJa.i1МWCfflU B~ IJ I = 0;1)2 18J.

Сисггемв (16) явл яется обобщеFlИ(!М на двумерный t:JIY' II\A одномер

НОГО ДУ (16) из работы 111. Из теорем 1, 2 вытекают.

Слсдствае 1. Если д.IUI "'а:ждого ~ Е =: v (х, у, (; {) - lleШt'Нue ДУ

( 13), те дм JtюOOtl дcnycmu.woil фушщuи СЮ (f. Е =:) фуюru,ии

VI(X, у, t) = JC(f.) ОжV(Х , у, t ;f.) dI./ JC(~ ) I)(x , у, t ; ~) (l!,
s s

~(X,y,t) = [C(E,)f)IIV(X,y,t ;f.)dE./ [ сюv(z,у, t ;f.) 'l!

- реше1lue C1lCf7\.e.Мbl ДУ (16).
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Слолстиие 2. 8('.,111) v (x, y, t ) - реШСЩJe ДJ' ( 13) Jl a.A.liющеес.н одш>

ttpe..'1t'HHQ 16(' nере.цеНI1bl.Ч х и 11 (t играет радь naptJ..04eтpa) решеНШ'.....

cxhЮJ>cdtюю ЛДУ '-{ lI 2-20 nopяJ!..:a

a;v(x , 1/, t) - aB;v(x , у . t) + оо(х , y ,t) = О ,

а == «(11 002)/(O;lRQ\), ь = ( са - с\ urn/С'О I)!(3аз) ,

001 , ащ - nроизБМЬНwe ЧUCIIQ., mo фyuYW,UЯ

(17)

ЯБЛ.Jl.emс.н рсщetlШ'.... neлutwйНО,!'Q ДУЧП я-го nop.ШЖа 6tЮa

8,'1.1 - БЩ)l uд~u - баmuд;u - а ,д;и - азi{u = Заl VI~U +Зазtl:lа;u, (19)

юс V 1 U tI:I Ofipl'дr.ле"ы через t' 110 фор.чу.ла..ч (15).

Заметим, что при а > О , Ь > О Д'У (17) я ва нется уравнен нем Клейне

Гордона (пр и Ь = О - вол новым уравнением) , а при а < 0 - уравнен ием

Гельм гсяьца (111)11 Ь = 0 - ураввснисм Лвпаасе} , Соответствен но нел н

нейнее ДУ ( 19) является двумерным авалотом одномерного неливейного

ДУ

Bc'u - (00 11) a~ 1J - o"a;t< = 3aIVI~U,

10 работ [5. б], где оно трактовалось квк возмущенное "перемеввным"

диффузионным членом 3a,v,Q; u классическое одномерное урвввение

КдФ. Поэтому естественно н ДУ (19) трвктоавяосъ как "формва ьвое"

двумерное уравнен ие КдФ

{jj
1u _ OOoluB;u - 6щпuд~u - a 1a: u - а2а;и = О, (20)

возмущенное "ееремсвиым" .диффузиои вым члсвом

(3щ V I (х, 1/, t) а; + 3a2t':r(X, 1/, ' ) Э;) и .

v(x, y, t) = V(~ X+" Y +T t + O) = V(::I) (8 = ~ X+ '1 Y+T t+ U ), (21)

где ~ , '1, т -' n - пвраметрн [п роиавольные 'I H '-'Jl В) . JlОД<.-гавлвя (21) в

(13) и реитая полученвое ДУ, найдем, что

где

V (s ) = С! + C:rch (Л s ... /3) , (22)
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С1 • С2 • ~ - прсизвсаьные постояввые. Звтем, иодстввяяя (22) " (17),
ло..1УЧ ИМ , что пврамегры !. rj. т связаны оттюшевием

(Т/2_а{2)\2+ь ::.о. (23)

Ь ~ О. (24)

Тоща и з (23 ) сяедует, '11'0

11 ::: ж..,Ia (, (25)

(27)

а т - любое ч исло. Подетввляя (25) В (22), получим сивчвлв решен ие

ДУ (lа) типа бегущей ВOJIHЫ

v{x,y, l) = С, +С2СЛ (>. «(х ± .../Ц(у + 1" 1) + 13'), (26)

а потом, согаасио (18), решен ие ДУ (19) вндв

,,(x , y ,t) "'" _._1_ (С! + Заl>.2е _ зщс,л2(l (С, - c z+&",

+2с,т' (~ «> ± ;Га( у p t) t Р))-').
где (; 1 , С1 , 0:.1 . f;, Т, {3 - проиэвол ьные постояп иые. Пол агая 11 (27)
С, = С2, полу чи м

(28)

где сз , ~, Т, f3 - ероиэвольные постоя иные. Пснятво, ЧТО решсин я (27) ,
(28) - это двумерные уедмнепвые вол ны - двумерные барисоны, скорость

движен и я которых

V= -T/ (E~ е. i =(l, (J)/~ (29)

ироаорциоввлъаа их амнли -гуде [свойство харвктерпое еол итонвм}, а 1111.

правп ен ие е:фиксировано н эав ксмт тол ько от пвраметрв .~ . Заметим , что

условие (2<1), при котором получен этот результат, выполня ется , сел н,

ваарамер , С) = са :::; о.

Тепе рь второй случай - условие (2<1) IIC выполняется. Тогда 113 (23)
находим
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в этом ..;дуч ltC решен ие (18) Д~' (19) имеет вид аналогичный (27)
{при С, = с, - (28), а именно ,

(31)

где вераметр r - 110 формуле (30), а сг , С2, ~ , Т/ , fJ - п роизвольвые

постонивые. Но теперь скорость (29) имеет вид

и ввиду вроизвол ьиоств параметров { , 1/ может иметь , 8 отличие от

случая (24), любое вапрввлеине .

Понятно, что рассмотренные дна случая не исчерпывают всех ре

lI1еllи А типа Afl:)·MepRt.IX бврисовов у ДУ (19) . Но 8 обоих эгвх слу чаях

персменный диффузионный член 11 правой частв ДУ (19) и меет 1111.11, (ири

СI = С2 )

З (а l Ul(Ж,У, 1) э; t а2t'2(ж,у,t) 8~) = З). Ih (~цx + Y'I +Tt) +.в) .

(32)

Н , тем самым , определяет параметры .с 1/ бвриеовв (31) ("управляет~

и м) . Далее, персменные козффипиеиты диффузи и В (32) внрвжвются

через решении (15) си..-гемы ДУ (16). Отметим еяедующее вытекающее

из теоремы 1 полугрупповое свойство решени й этой сН<..'ТеМ ы .

Теорема 3 . БС/lIJ Vk =(Ul' V2)k = (V]k, tl2k) (k =" 2) - решettUII

систем1>l ДJ' (16) tJ

)[...."'),
)1,.""') ,

(33)

- petlJ/! ljШ' cиcm('../.t1>l Д.У (16).
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Тем самым , множество решен и й системы ( 16) образуют относитель

НО оиервпии "сложении" (33) коммутативную 11 0JI )' 11J)'Ш I)' без "пуля",

Кроме ТОГО , формула (33) позволнет ПО известным решения м С.;Ю..'ТСМЫ

ДУ (16) строить ее " 0 111.01 1' решен и и . а зводво вссл едоватъ такой важны й

вопрос как "ВЗfJ llмодеl'kТ8НС" барисонов ввдв (27) ((28» . НО 06 ПОМ И

други х решениях ДУ (16), (19) ( и (20» будет рвссказвно 1\ последующих

работах автора (О,.1.номеРII ЫЙ случай подробно И\х"'1 С/1,ОВ311 8 15, 61).
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Зада'J И классификвции и J/_П UJlНРl юе рвалсжеиис матрицы

10 .н. Бмьшак:оt/

ПУ"'-ГЬ матрицы Х, П Е С"""; det П ...,. О, ПО = 11. ОпреАt-'..IIНМ 11·
сопряженную К Х матрицу Х · ! еледующим соотношением: х! · ] =
H - 1X· Н. Матрицу 5 Е С""' '' назовем ll-саМОСОIJ РJ.lЖСН lIоА . есл и s l. J =
5 , матрицу И Е с" "" - ll-унитарноА . если UI· IU = J.
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Хорошо И:ШС<...ТНО, что если Н - полож ительно определен ная матри 

ца, то Х = и8, где и - ун итарввя , 5 - «оложитеаьно определенная.

В общей же ситувпи и , когда Н лишь невырожценная свмосопряжсв

пая , IIрсдстаавлеивя матряцы Х' Е с..хп 1:1 виде

х = ин, (1)

где и - lJ -уинтарlII!. Я , 5 - fl - с.:а.Моссп ряжев ввя , 111" существует, 11 чем

легко yf*..д IП·Ьс>\ HSI. следующем п ри мере .

При мер. I1усть Х = [ ~ ~ ]; /l = [ ~ ~I ] ' Поскольку мат
pНl~1!. X I' :X имеет ссбствеваые числа >'1 = О и ),2 = - 1, то корень

квадратный ИЗ х:» не существует, откуда непосред...-твенн о следует,

что иредетавлен ия (1) дли матрицы Х Е с2 Х 2
111" существует. То же ":8

мое утверждение имеет !>Н"'-."ТО для пары (Х, - Н ) . Однако, квк НС7РУД-

~:,:::,~~~~::ж::~::(: ::.~~'::' [УГ! "Г]. м::
1 О О О

[ ~ ~ ~ ~I ] . Более того . Zloiz =- в. ЗД('t;Ь г = [g ~ ~ 00:] '
0100 00 0

...эопряжсиие ,. ) берется относигея ьис матрицы G = JJffi (- Jl). На евмом

Д('--/lС этот факт имеет место 11 общеll си-гуапии . И менно , сиравсдл к ва

следующая теореме.

Т"''Ор<.!МlI. 1. /:,'('.JI;U Мl1 l'1lР lща Х Е сп " .. OonУС1Шt.'т lI - na.'1ЯРНое ра3.11О

жещsc (1) , то Х CotIYcк:.ac1'1l 1J рвгвожение (2):

Х = (JS, (2)

?Ос (J - н-ytЩfntчmа.я. S - II -Ct.I.\tQCQfjjМЖt.'Нtю.R и не имеющая отpu.ча

Ine.AbIlЫX CorJrmlJctl llЫX 'ШС('-А .\I(lтpu.ча.

ДОКl\Эl!.'l'СЛ1>СТПU. Не паруmая общности в рассужденк вх будем сч и 

Та.П" '11'0 в разложении (1) мвтрипа S и меет канони ческий вид : 8 "'"

[ В, "] [ 11, О]О 82 , 11 = О 112 ; 81 - ирямви сумма всех жордвиовых

клеток , пгвечвющих веем отрнпагельвым гобственным числам 8 8 2 -
• . s s 11 Е С", '''', 8 1·)1 - S s: ·~~ -()t:тRnШая '1 ш..'ТI, IIPJoIMO ...уммы •• " , 1 - 1, 2 -
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(3)

8 1., fl j = Н" det н, f:- о , I = 1,2; IIJ + П1 = 11. Для матрицы U =

[ И1 И1 ] , 11 которой Ut Е с"'· "' и1 Е ::'''1 ·''2, ИЗ Е ::'''2. ''' И4 Е
ИЗ и,

С"2."2, требованиеU:oJU = / рвеноси..1bllO системе :

{

H i ' UjIl IU, + lIi ' U; Н2Uз = 1,

H~ : и~ н. о, + 1I~ : И~ 1I1И4 = О,
[{2 и1. Н1 И, +н; и4 н .и, = О,

н; ' и~ 1l 1 И2 +Н:; ' И;1l1И4 = / .

Расемотрим матрицы й = UJ, S = зз, где J = [-01 ~ ] 11

(-!) Е С"'·"', / Е С"2 · "2 . Очевидно , что О!; = И8 11 , кроме того, S =

[-05, О] 09[0' _ [ - H18iн, о ] = [-8, О ] _5
82' - о //281112 О 8 2 - .

Поскольку й получвется из м етривы И замепой и, о- - Ut , из ..... -Из,

и2 ...... и2, и4 ...... и4 , то при этой замене система (3) "е изменится , К ,

следоввтея ьво, будет иметь место соотношение ul-1u = 1.

из теоремы 2.2. работы J11 следует, что 11 -свмосопря жсвввя матрица

з', не и меющая отрицвтедь ных ообствеа вых чисел. пред..-тввимв в ниде:

8 = Z lo 'Z.

Следствие 1, f;слu матрица Х дotJycJroCffl 1/ · ,uм..a,»wc J.Щ:I.IW:Ж'l'flШ

(1), то Х ООн!/(.'1Шl'm U ра3лоJtC,.tluе (2) с l1 -унumар.wil .'U1m'.1'1Щet1 й tJ

1/ -са.иосonря:ж:еНtuЮ S вида S = Zl o:Z, Z Е С"· ".

Заметим, что разложевне (2) , как это евдио Н3 следствия 1, служиг
ес...тественным обобЩСll ием поляраого рвзложеиин матрицы оператора,

дейс-твующего н ув итарвом в рострепстве , поскольку 1< " 0<:'1ед.llСМ случае

IJ = / и 09 =г о z - неозрипвтельно определенная мвтрипв .

Задечей нашего ближайшего рассмотрени и является нахождение крн 

терн)! существоваввн рваложенвн (1). С этой целью введем дна отноше

пия эк вм ввлентшх..-ТИ "" и р н а множестве С"·" : 1) Х "" У ~ 1:)'

шествует пара /I-уtllпра ll l>lХ матриц (и, V) такая, что y :oj = UХ\" ;

2) ХрУ ~ существует ll -УНllтаРIllЫ магрицв Н' такая , 'ITO }.+)у =
W - 'Х 1 о ) ХН: ; X ,y,U,V,W E C" · " .

Из леммы Л.И . Мвльцевв [2,~ . 242-:2441 , обобщенной на <.:JIY'IaA /I 
унитарного простран ..-твв , следует; что У = ИХV, что равносил ьно , (4).
Имеем

{
yro)y = V-, X !o:XV
\" (K er Y ) = KerX. .

(5)
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..lt1V>lЦЫ 13З

Uлe,ll,опатe.nыlO , каждый класс ПО эквивалевтвоста р состоит из клвс

,:08 экви валеп-гности "" и их , как будет ясно из двл ьмсйшегор. кансчное

число.

Возвращаясь к эаавче Н+IIОЛ >l j)ИОro разложения, заметим , что мат

рицв Х допускает lI -ПOJUlРtlое разложение тогда I'! только тогда, когда

внвлоги ч в ые разложевин дспусквет любая мвгрвцв из клв..;<::а 11 0 3К 8 11

валентности "" ее содержащего. В самом деде, пусть Х = И-'S, Тогда

\-"" = UX V ~ у = [;S v = CY V - 1SV = "-"В , где Й' = й \' - 1/ 
уиитарввя, S = V - ISV - Jl-СНМО<;ОllряжеКllая матрицы ,

Заметим , что св...-гемв (5) выгодно отл ичается от (4) тем , ЧТО мвтрн

цы х>:х и y'-Iy ивлнются H-t;З.мО<;()прнженнымн.

Звфиксвруем класс по эквиввлентнсств р с помощью квнонической

перы ( )(: -~x , Н ) . Рвесмотрим подгруп пу С. состоящую Н3 I/ - УlllпаРIl ЫХ
мат-риц остввляюши х 118. месте пару (Xl -JX, 11 ) ..... (V - I X :' IV, Н) . ПО

сксл ьку V (Ker X :-IX) = Кет х i-lх н Кет Х еКи x :-I)(, то, со

гласис (5), д..-1Я решен ия звдач н классификаци и 110 ЭК Н" На.'1 СНТНОО..-Г" ""
достаточ но -звфвкси ровать класс по энаиввлевтвоств р, т.е. фиксяро

вать Il -самО<:ОПРII.ЖСIЩУЮ матрицу х ' - !х . после чего перечкслить все

всекпввелевтные пшшрострвпства L С Кет х ' - ) Х относительно С. Дв8,

пространства L 1 , 1.-J С Кстхl-1 х эквивалентны, если сугцсств ует V Е G
такая, ч-го VX I' lx = X l-JXV 11 \' (1"1) = 1.-J .

в работе ~l l яроведева эта кавссифи капи н для случая нмльцстентной

матрицы ..X-l- Х.

Теорема 2 . G-),tщeствуст бue~UA ... ..ЗtCдy "-AI1CCa.цu эwuваЛCllтtW,
стu noд'!'ipOCfl1paнcme L С Ке- X 1-·X и ЧeJlO"ucле1lНbl.<IU 3 к 2s .цатрtl-

цамu вида

n .
k'•
к-•

l? l~
l: 1;
1, 1;

:J).,-
•

(6)

Здесь левая (3 х s )-матрица определяет канон ическую форму мвтри

ш,( x l-!x : k; - число жордваовых КЛ"'''ТОК матрицы X [-JX . отвечающих
собственному чи ......lу ), = о размера п, )( "" и значения Е; = 1 ...-оответ
ствующегс прям ого елогаемого из 11 ; k; - вивлогичное "111с,10 клеток с

Е ; = - 1, j = 1, 2, ... •8; 'jl > 't l > .. . > n• . Правая (3)( 8)-матрн ца

определяе.,. подпрострввство 1.. С Кет x :·Jx : J; - Ч И<..:ЛО первых 8Ск+

торов нз ч исла k,+- векторов квнонической ....трукттры хl-l Х, J~ - чвсло

векторов . каждое 11 3 которых является су:>1.МОй двух векторов: вервыя

вектор суммы из чнсл в k; . а второй - из ч исл а k; . Причем заементы
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(7)

матрицы (6) должны удовлетворя-п, <.:J\еДУlOщеА системе пелочисленных

нераненств :

{
t --- +lo <k+
/-- iJ<k'- 1=1 ,2,... , 8 .• + ,- "

Для формулировки в ритеряя I/-IIO.'I)IP"OГ'O разложения матрицы Х вво-

дем <:JI~ющее определение.

Определени е 1. Матрицу .\'"I· IX , определенную в (6) , и взовем це

nJ>Ю, е<;лИ"2 = 7J 1-I,"з = 111 -2, .. . • 11. = n l - i + 1•. . . , Jl . = 111- .,'! t l,

В [ЗlllOказано, что критерий сущсетвоваиии ll-ПОЛНJ>IЮI"О разложе

аия д/Х:таТОЧ110сформулвроаатъДIIН максммвлъных цепей , Н3 которых

составлева матрица х ( · 1 х.

T eopt:!Mn 3. Пусть II - 7i1':6ыро:ждеnка.я "о.лЩ..'1еI(С IЧIJI ('./U<QConp.н ..
:ж:еЩ1aR n Х п-.чаmpuча U !IYCfflb aAJ( зadatlНQй маmPUЧbl Х Е СП ~"

.ч.аmpuца XjolX nредсmaвл.неm со6О'й цепь, сосmoхщую u3 'U"ЩIЮi'О 'ШС 

ла нuлыwmеflmtlых звеньев, если ЦСIJЬ 'и! содеРЗfCUI7I 38ctlbl"б Jлtmы 1,
11 без Qгранuче7iUJl, ffi.l их lI:(),IIuчесm6Q. еСАn цепь сoдt'ржum зtlС'Нl,Jt дли,

ны 1. При Э'l"nа.м тpo(i!\'а (х 1 йlх, 11, K er X ) f)1j.JWдмctl/J ч~ueМ'tmой

..щ1.f/I]1Uцeil К вида (6) с натУРИЫjl>l.Ми 1I.j "" p-j + 1, j 0= 1, 2, ... , 11 .
Тогда .матрица Х JoпУС!\'аеm 11 · noл.нptlOe размзжвние тогда tI ffiOllI ,·
100 тогда, lOOгда qe.l1O'lUCAMIНWC fla~mpt>i, пх-maОААЮlцие .матрицу К,

уООвлстООР.llюm сucтt'.·.лtе

{
':_ = Jt_ +11+_- 1+ lr, 2
, / / /

" t =I,' , . .. , II•
.( = I + 1- 1 + 1,

(8)

еСАи ч, = 1. Здесь [t = [о = О. Если же ,~. > 1, то tlC1Ию·Н·IН,Iе.... (1

формуле (8) буrJym CAy.7lCtlmt> лuшь flйpt1.W:'ТJlP'>' k: !J k; I дд.н. ,""rlop!.otX

l -: = 1; = о.

Остветется отвез-ять 118 вопрос. квк найти ",.:С lI 'НОЛ RРII ЫС разло

жевия (и, S) давной матрицы Х. если извеез-во ОД!!О ИЗ них (ио , 80)?
Для нахожден ия 8ТОРОЙ составляющей В достаточ но перечисл и гъ осе

Н-унитарнwе W и такие, что

WSoИ ' = Бо . (9)

в самом деле, есл и US = UoSo, то S = u - 1UOSO= И'Sо , ГДС 11/ = и- 1 ио

- l! 'У ll ll тарц ая матри ца . Требование S io = S приводит К равенству (9).
Обратно, если S = И'80 , где ~V удовлетворяет (9), то к равенству (1)
при водит пара (Иоw - 1 , 1-VSо ) = (и, З) : ИН = ИоВа = Х. Пусть
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нам удалое .. псречислить »се матрицы Н, д,'lЯ которых существует Н

унитарная и и твквя , что ИВ = Х, Зафиксируем В = На, И = Ио . Найдем

все так ие 1/ ·YII HTapllble V так ие, что

~'Bo = ИоВа ·

Соотношени е (10) рввносил ьио требованию

\' l /щ На = Ио l /m 80.

(10)

(11)

И113'1е говоря , ",1.Я вахождевин всех Jl -ун итII. РНЫХ V достаточно ПО'.;Т()

роить все а ролслжевия Вит-та на подп ространство 1т 8 [j. А последняя

задача решен а 8 работе 11] .

Б ибл иографически й список

1. IJUЫЩХl)1), У. UnitllJ"Y equi\'alen<.'e in ап mdefinite в!rn]ы prod uo:t :
вв аш.lоgll~ of ~ i пgtJ]аr-vaJ.вс ёесогпрсешоп / / Lif lellJ" aJ.g. врр ]. /
У. Bolshakov , В. Hck h...пегп. - 222; 1995. - Р. 155-226.

2. Мал.ьце8 , А . И. Основы JI "неi\1I0Й алгебры [Гекет] / Л. И. Мальцев. 
М. : Наука. 1970. - ·100 ~.

З. l>Mbt/latwtf, IO.JI. К rнпери i'i сущсствовввия H-по.'1 ЯР IIОro разложе

II ИН эвдви ноя матрицы uри рови !! евмо•соприжениости I( кососамо

сопрвженностк матрицы 1/ 'Тек'--"Т] / ю.и . Большаков / / - Труды

11 11'1""' )( коамогоровсках чтеин й. - Ярославль. 2007. - С. 66--70.
·1. lJolshakO'lJ, 1-и. Ех ьевяюп of kiometri~ iп fiп itе-.i iтnсп:;iОf1 а ] indefinite

f'o.:aJl\r prodllo:t s pa.:('8 алd polar de<.-"fIlflfJ06it iоТUi / У. Bolshakov ,
С.\' .М . \"8Л df'r Мес, A.C. ~1 . Нан , В. Re i\:hstei n , L. Rodшап. - SJAM 1.
Маг пх atlal. / врр], 1997. - \ ' . 18. - -". З. - Р. 752-n·t.

Полиномивлыюе Klllll-l "I'О IllU l ltt-' НИ KO M l lJICKCl t O M 1' lll lсрбоЛОlt)\с

О.Л. ГришиlЩ

Груп па (; ;= 81.(2, С) состои г 113 комплексных М81'рШ\ второго порядка

Ul1Д8 :

y =( ~ ~),(~O -131 = 1 .
Для А Е С, k Е Х, а Е С\{О}, обсоивч им

~,~ ' 1'(") 'а ;= la f;;j ,
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Также мы будем использовать следующ ие сбсо нечси и я "о6оБЩО>'IIIЫJC

степеней".

а(" ) = a(a - I) .. . (o - n+ 1), fl["! = 0(0 + I) . . . (o +n -l).

Для ксмваексного е и ПОЛУЦС.'10ГО m обознач и м через V " ,.,. пространство

функций "", (z ) тахи х , что 1'(z),';;(z ) Е С""', гдс ,p(z ) =о z~,, ·1"'<p(_ I/z) .

Представаеа ве Т", .., группы G деё ..."ГВ}'еТ на 'D" .... 110 формуле

Меняя местами f.) с J н f3 с ')', получаем контрагрвдментное Лpt"..д..-гавлев ме

Т",т :

(r",m(g)'P)(Z) =о 'Р ( Jz ++ f3 )(')'z 1- () 1" , ~", .
" О

Представлев ня Т".т н Т",т вквиввлентвы , эквиввяентиссть задастся
отобрвжввием r.p _ ф.

Оператор с н.дром {е - ш) - 1,, -4 , - ~,.. силетает Т",т н 1'_,,_1,_..,. Нам
удобнее исвользоавтъ опервтор с ядром (l _ zw )- :lD -4 .- 1.." который сп.яе

тает Т",". И T_,, _~, _т:

а также Т",,.. и Т_,, _1 ,_ ....
Введем на с3 били иейную форму {х, У] =о -Х'УI -t X1 !f2 + ХЗ У3. Обо

знач им через .у ги псрболпид [х, х) = 1. это простран.....-гво может 61"'1'1>
реваизовеко как простра нство матриц

X~ - XI )

1 +хз'

с определ ителем dctx = О. Грунпа G действует 118 пространстве M<lt (2, С)
следующим обрвэом: х ........ g-l x g. На ." она дейст-вует трввэити вио. ...1"1\

цяонарной подгруппой точк и хО = (О , О, 1) является подгруппа 11 диa.ro

нвльвых матри ц группы С. Под действвсм группы точ ке ;гО переходит

в точку

х = (tY)" + t3J, a1- t3J,aJ 1-131) ·

Введем на Х ормсфернческие коорлвпаты {, fj:
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где N :== 1 - ~ 11, в матричной ревл нзацв в :
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)

- Г(-u-m+Л)Г(-U -11I - л- 1 )
В(".") ~ '

Г( (7 т)Г( (7 т 1)

Г(-(1 +Пl + IJ)Г (-О" +'" - 11- 1)
. 1'(_0" +=)Г(-о +m - l) 1L\ =~(H1),""= "(I' '''I) .

CJJс,зр"аreJlЫIО, при о" -- - 00 п реобрвзоввнне Березмне и меет /1(;И~Ш·

тотмку :

ТочКА хО и меет координаты {. :== О, тj :== О. Элемен-г 9 Е G переводи-г хО в

точку з с коорди натами {. = --,/6, 11 -= {3/а. откуда N == 1/0. ["
На ;t: и меются два оператора Лвплвсв 6 И LS" (образующие в алгебре

авввр ивитных диффсренцмвльиых опсрвторов}, где

2 02 _ 2 02
6 -=N -- н 6 -= Н -_-,

д(дry д(дЦ

Применам схему 111 квантован ия ПО Березину 1< прострвнству Х, Н

качестве aJHWpbl операторов возьмсм опервторы D = Т" ....(Х ), где Х 
элементы универсальной обертывающей влгсбры для влгебры Л И груп

вы С, действуюшве на функциях от { , Н т Е (Z) .
13 качестве переаоансннов си ...-гемы возьмсм ядро сплетающего опе

ратора А _ ,, _ 2 . _ ... , а II меИIIО

О"pc..1I.МСН IIЯ ковариватаьо и ксвтрваврвавтиых символов в точаости

повторяют определен ия из 111. Нвлример, коварвантиый симвон опера

тора D есть следуюши й многочлен 118 .\.' ;

Р(х) ~ " ((. '1) ~_Ф( I ) (D .. ')Ф((.'1)'
г . '1

Прслположим, что многочлены Р 11 J<; являются соответстеенно кон

трвввривитнымм н ковврвантными симвелвми оавсго 11 ТОГО же опервго

рв и. От06рв.ж о:mке В : т: _ Н называется преобрвзоввнием Березина.

Для миогочлепов J,' преобрвзоваи ие Березина В Я В,..1 ЯСТ\:Я дифференпи

ваьиым опервтором.

TPUIX!MH 1. Преo6Jn;нюаliuе Березина вьцажввтся червг OI~тopЬi

Лапласа:

I -
В "" 1 - - (6 + 6).

о
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Таким образом, мы получаем

Отсюлв следует выполиепие врввципв соответствия .

Теорема 2. С'lpuuедЛUIJО САедУfQщее J)(I.3J1Q;ЖС!'(Ш' nрео6разОflаЩJJl пе 

резина:

B ~~"(" -1 . 2)(" - 2 . ' ) ... (" -(k -l)k). 1 .
г: k! (-u -т - 2) (~ )
~ "' O

.~ ;;;"' - 1 · 2)(;> - 2 · 3) . . . (;> - (n -I)n) . 1
"--, п! ( о r ш 2) (") '••

Таким образом , в отлич ие от веществеиного ~'1уч~, д.ll Н комплексно

ГО ги перболоида мы имеем счетное '111<:''10 иолвномивльиых квввтоввп вй ,

ОН Н нумеруют .....я целым числом n.

БllблиQIJllIфи ·,е'С Кltii список

1. МolсООтюt.l, У. Г. , Volotova, НОВ. f 'jn ite dimensinnli! anaIY!'i!i an d
poJynom ial qUlшtizаti ОI} оп в hyperbo loid of опе sliee t _ Bестпмк Тем

бовекого ун иверситета, Сер. естеств. I! техи . наук и, 1998. - Т, з. 
Вьш. 1. - с. 65-78.

Дополнитемьное свойство теыаора ПСЙJl:Н 1111. слабо

косим п.аеэстическом мпогооб раэи и

Е.В. Кусооа

Тензор Вейля НВДЯС1'\:Я одним НЗ инструментов И <:с.:.lедоиlt l lllН \:ИОЙо..,И

многообразия . Он представляет собой '1!\I.:110 тензорв Риманв с нулевым

следом . В данной ствтъе рассматривветси тоизор Вейля 118 сл вбо косим

вяектвческ их структу рах, вычислен ие компопент которого и присоеди

веи вой G-с-груктуре позволило обааружить ряд интересных фактом .

Пусть 1v( 1" +1 - чечетномерное tml,/l)()e многообрвзие размерности

2n + 1, С""'(М) ~ вагебра глнаки х функций на .\1 , Х (М) - МСЩУllh глад

ких векторных полей на ,\ r, 9 = (·0·) - римввовв метрика , d - оператор

внешнего диффереипяроввиая алгебры Грас.....мввв гнелко го многообрв

зип М.
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Определеиио. Кон тактной структурой на мвогсобрвзив ,\f2.. t l нв

зывается Дllффере"IlИ 8.1 ЫI1Ul l ..Форма t} Н8 ,\ 1,твкам, что в каждой точке

миогообрвзия

'1Лdt/Л ... л а'l i о .
'-v--'

.. р ....

Многообразие с фпксироввниой 118 "ем кошактвой структурой на

аывветсн конта к -тным миогообрвзием 131. Если на миогсобреэва фикем 

рована четверка ( ,/,{, Ф.g). где t} г -формв, ввзывасмвя IWIfrnalffi11wtl, {
структурный вектор, Ф - эндоморфизм Мод,VЛН Х (.\1) (cmpY"fflypttъr.t'J

.mдt'>.мC'JФuз.ц). П ри этом :

l)1"]Ю - l; 2)1"]ОФ О; З) Ф(О = О; 4)ф2 =_id+ТI@{;

5)(ФХ, ФУ) ~ (ХУ) - .(Х)· ,,( У), Х. " Е Х ( М).
(1)

Многообрази е е заданпой чст веркой нвльшвется rючmu 1WИf11GIffi1f1ЫМ

меt111JU'U'С IC't/.Ч ..чtu:мо(>l7JJtUUe.М..

Поч ти ковтактнвя метрическая структура (1"]. {,Ф, 9) нвзыввется 1:.'14

во ~",rj"М I"'-nU'Ц" 't;Qt}, если t"х (Ф)Х = О, Х Е Х (М ) . Теизор I1(Х, У) =
(Х, ФУ) я вляется даффсревцивльной 2-фОРМОil: па М И наэнввется фун

Оа..о.Ц'ЩIЩ.1.ЬtЮl} ifюр..чQ1J cmpy1-wypw. ClI lIfio коснмилсктическоя миогооб

разие с замкнутой коптакмой формой называется тО'Чliсйше ti:OCtl.ЧШle1С

mt,o'«'C"""U.A1 .щw<'OQ6ra.зur..ч

Как известно [51, ЭRДан "!;: метрической АС-"'"1'Р)'JП)'РЫ на М внут

рснии м образом оп ределяет распадение модуля Х ( М ) в прямую сумму

фуцдвментвльиых распределен ий L н М : Х (М) = L $ М . Очеа идис , L
11 М нинвривнтны относ ите..пьно Ф Н взаимно оргогонал ьиы. dim l. =21l,
dim\1=1 . Боасс ТОГО, "ара { ФI L , g [L } Н3 распределен ии L определяет

почт и эрммгову СТР)"КТУРУ.

В модуле 1. С = f..@C .x-Гel.:тneН IЮ ОПрЕ'.делСЩ>i азанмно-допо.'1 I1 ИтeJ! ьные

иро-кгоры п ::: ! (ы - .;=т Ф [ L) Н :n- =: ! (1<1 +R ФIJ (под опере

тором ФI L ' вообще говоря , вонимвется его комцлексифм квция фС =
(ФI ,) "ide ) 121.

Зафиксировав точку рЕ ~1 . выберем в LI,. ун итарный относмтсаьио

эрмитовой метрик и репер {р , с l . с2 •...• с.. }. Поетроим репер модуля Ц;: т

М,, :

{р , гь , Е I . .. . , Е .. ,Ei ' ... , Еп } •

I'ДС Ео ={р,Е" = V2п(е..), Е<i = V2:n- (c,, ) , а =1•... ' п, а =а +п. Псе-гро
"11111>111 рсигр нваыввется PC'f/t'po..ц , адаптированным crnpyt..w ypot', ИЛ !! ..1. -



140

penepo.м 151. Как и звестно 15, 61 , совокуп иость таких реперов определяет

C-Cтpy7CТ1"lYPY на М . Эта G~-rpуктура вазыиветоя npucOt'дt.iffi" IШ()U .

Хорошо ИЗ»е\.'ТНО , что 118 любом римановом многообразии А! раз

мервести больше двух ввутреа ним образом сиределев тевэор W == I\'JItI
тиив (3;1) ваэыввемый me~оро.ч Вeй.tIя НЛИ m~нзоро.ц ~ufюp.",щОО 'Сри 

в u.зны .чногоо6рl3uя . Тепзор Вей.'!" обладает автересвым свойством: ОН

остается в ввариви-гным при конформных преобрвзоввнмях метрики . То

е..:ть , есл и для данной метрики 9 ввести новую метрику g.j =- е- 2П9., ари

иомощв векоторо я функ ци и П, то тензор Вейля не изменится . По этой

причине тевэор Вейля явзыввюз- конформны м тевзоро м. Коввриватный

теизор Вейли И' = 1V;j lo lg, . ~VJkl при конформных преобрвзовап аях МС1'

рики п реобреауезся по формуле И!jjне-2П~Vi 1 Jr I , то есть коввривптный

тевзор ВеА.1!! , вообще говоря , не является кояформво ив вврмвитным

тевзором, НО условие равенства его нулю конформне ннваривнтно . Тв

КНМ образом , теизор ВеЙ_1Я н азывают отвсситеаьио кппформш.ам. Ком

поненты тензсрв Вейля на пространстве присоединенной С-(,,7РУКТУРЫ

вычисляются 110 формуле

k (9JI<9.1 - 9 j I9.1< )

2п(2п - ])

где R - теиэор Рммвнв-К ристсффеля, r - теизор Ричч и . g - мстри че

еки й тензор. Тензор Вейли может и меть ветравивльиую форму только tI

прос..гравствах размерости не меньше трех . В двухмсрчом и трех мерном

простран...7 01iX тензор Вейли зождествевно равен нулю.

теаэор Вейли облвдвет классичсснмми свойствам и гензоря Риманя

КрНс-тоффеля.На слвбо косимплектическом мпогообразя и тсвэор Вейля

обладает допслннтельным свойством симметри и, а вмевяо:

Теорема 1.

где Ф-Cfl1py1CfnУРtн"й эtu:kJ.мО]фuзм.; Х, Y,Z, V - er ?m1optlbIC nOAJI u.1 Мf'дy.

АЯ Х (М) .

Тооремв 2. СмОующие уттн:rсрждещLЯ :1,ro1ю/1ACtlmll l>l:

1) на nРОСр<ШCf1lсе nptiCQeOutreшшй G-cmРУ?m1УРI>l >о;а.цnо"сщnл тен

вора BeiL4Jt. ~V4Ш1 = О;

2) тe'~1OP Betliut lV (X.,~") { "" О, z,it' { - XaIJ11=pucmU'lrc1WC tJr.",nQP
эеое m:we;
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З) c.мWo 1C(1C1..... nлe".,лtl'l~с!Wf' .....югообразие )lб./LJIет.сJl Y11.Q"IШ'Йше !со

cu.чnлeКЩU'lt'сК"!J.Ч.

СлUЛ,CТlШС. ,/ОчШ'йtu/l.)l II'.OCUМ'I.М..:fflU'l'ЮСТ1lь.Ц'lOгоо6разШlесть 1\"OIi.
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Пр(·оБРf'--"1ШUl.III1 \о1 БСКJlУ II,цп 11 и х ииалоги 11 алемо и тарной

мнтомнтике

И. И . lIаp1Jlснтоа. В.В. lJJuвptJl lCtШ.fI

В иоо.:..1СДН С'е время ряд фуядвмеитва ьиых результатов в рвзлк ч пых ра.з

делвх ф и зик и 11 механ ик и сплошных сред удалось получи ть о.: ПОМОЩЬЮ

гру пповых методов вввл иза нея и вейиых двфференцивл ьных ураввеивй ,

К(1ТОрыс часто позволяют выивить скрытые вв вариввты симметрви рее

сматрвввсмой системы ураваевий н в входитъ их повые рсшсн ия 11 . з] .

R груп всвых методах 110"'-" 1:3 решений веямней вых диффереициахъ

иых урвввений важную роль играют преобразоваи ия Беклун....lВ по име

ни шведского мвтемвти кв, нрим енившегс 11 1875 г. гщдобные преобрвзо

ваии я u эвдаче днфференцивльиой геометрии по теори и поверх ностей

с постон п ной отрмцвтел ьной кри вазной . оп исы ваемой уравнением мп

Гордон . П режде чем ДII >I ЭТОГО кон кретного ирммера выпмсвтъ пре06

раэоввв ия Беклуида заметим. что IIНОГДз. д..1 И Il е.1И llеltlЮrO уравнен ия
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удается н айти водходящую эвмсну персмеввых. прсирвщвютцую его в

лв вея нсе . Подобным п риемом были получены уреввония Чапльи-ипв и

Трикоми , и грающие важную роль н задачах околозвуковоп ni:Ю 'IO/\ .дн 

вамвки , мвтем втмческк й тип которых [эллиптически й при дозаухе н ги

пербояи ческ мй при сверхзвуке] сирелеляется одним безразмерным пврв

метром - числом Маха длн урвввеиия Чаплыгин а или облвстъю гечевии

(верхняя или Н ИЖ И Я )! полуплоскостъ] ,1I"/I1{ ураивеимя 'Грикомв 131.
ОДII а.ко попытка в общем случае в вётн п рсобрвзование , п ри водяшее

нел инейвое уравнен ие к а и ней иому, по-видимому, безвидежив. Возмож

на дру гая задача: нейти преобрвзоаав ия , КО'1'Орыс исходвое урвввеи ис

переводит и самих себя . Такие прссбрвзоввв ия называют преобрвзова

пиями типа Веклунда , иозиоляющие из простых рошсаи й получать но

вые и все более сложные решеп а я искодаого нелиней ноге уравнен ии .

Для урвввении ып-Гордои UЖ 1l = Si l l U преобралсввнии Бекаувдв мме

ют вид:

. v -t-u 2 и -и
vж = uж + 2рsш -2-' и~ = - 11.11 + Р :lill -

2
-, (1)

где р - вроиэвсл ьиы й парвмстр. Из этих соотношения ,'I)IФ4)('РО:~JЩII Р(}"

вввием ПО х Н у МОЖНО поаучитъ

{
2 · о -о фv"1I = u "1I I 8 1П-,-= -,-

.. +""-" "-,,и' II =-и'lI 8111-,-= -,-

Вычитая эти соотношен ия друг из друга, псаучим u"v = s ill и , г.е .

урвввсвве ып-Гордов отиоситеа ьно веиавестной и ; а склвлыввн ЭТИ же

<ХЮТllOшен н )\ , палучаем t'''1I = sin и, т. е. тож(' самое ураmtС I I и.е, 110 относи 

теаьно вевэвестной и. Таким образом, иреобразовании Беклундв ос-гае

ляют уравнение аш-Гордои (с точ щх-тъю до :}IlMt' II I ~ и 113 и) веи змопи ым .

Ilокажем , как с ПОМОЩЬЮ преобрвзоавя ий (1) получить новые реше

ННН урвввен вя s iп-Гордон. Воз',МСМ -гривнвльное решевне и ;;;:0, -гогпа

соотношения (1) п ри ии мвют вид

2 . v
VII =рSIП'2 '

откуда следует, что и" = p 2V Jl 11, следовательно, v МОЖНО всквтъ в виде

V = / (РХ + ~) . Тогда и" = 2рs iп ; ~ [( = 2sin 1, гдЦ = lJx -t ~, откуда.
интегрн руя , U~lУ ЧН М

v = ±44rctg [с. ехр (1ТХ +~)] (2)
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- решение , отвечвкппее сол итону в I<ltде уедвиешюй волны . f-д и теперь

это решевне гщдстави-гь 11 преобрвзовап и н (1) вмес-то переменпой u и

проинтегрировать получившисся урвввеиия , то можно получить вовсе

решение

(3)".~ 4a.ct9 { Р: - l ,п fЧ' ~p + ~\J } ,
p + 1di.!.::.1'.p _ l, ,

отвечающее взаимодевствию двух солитонов 1"1111& уединенных воли.

Подчеркнем , что 'МСМСНТ&РН(.о:\!У введению В теорию солитонов И их

удивительным своясггвам посвящев OJlIIII из выпусков серки "Виблиотеч

ка "Квант" [41 , откуда возаимс-твован ефазовый портрет" мвтемвтвческо

го маятника (рас. 1).

.,

3

( , о

11'"
EjEt J А,---- . 2 I ,

')., ,
'. I

"
, v

""'"

Рис. 1 P Ilt:.2
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Уравневне движеаяи мвят викв хорошо известно:

, .
'Рн = -<.<.10 S Ir\"",

где "'5= f, 'f' - угол отклонени я от вертиквли , L - Д,.'11111 11. мвятн икн , g 
ускорение свободного падени я . Закон сохранени я энерги и в безразмер

НЫХ персменных мОЖНО представить н форме

( ')' "'f' .2'1'"
- + 4 sш -= "".
:.Jo 2 L~

в самом ввтересиом саучве, когда Е=4Ео уравнение энергии можно

свести К более простому виду :

(2')

грефаки которых дают уединенную волну 11 так ваэыввемы й "ки нн"

(ряс. 2).
"Стслкиовев ве" кивкв с антикинком , когда ОIlИ проходят друг сквозь

друга, не и змен яя своей формы .1СГКО построить суперпозицмей двух ре

шевий типа (2' ) .Пульеврующее еаязвв иос состояние кинка и внтик вн кв

нвзыввют- "БИОНОМ~ или "бризером".

Более сложные решении, чем (2) ИЛИ (2' ) можно получить м э свяэв

между четырьмя решениями (rpo. '1'1, 'P'J, н !РЗ) уравнев ин вш-Гордои из

ссотвошевмя

(4)

где 1:1 И <":2 - еопяе . Примевение (4) IIРИ трех известных решсни ях ео. '1'1

Ii 'р2 позволяет находить новое ipз решение уравнен и и вш-Гордон.

Заметим. что сведеаие веяяневиого уравнен ия Бюргеров (моде.л ь

вязкой жидкости ПрИ всстоянном давлении] к ли ней ному уравнению

теплопроводаости или диффузи и

содстановкой Коулв-Хопфв u = - 2v · (111111)$ = - 21' . ~ ТОЖС

110 эва исатъ как вресбразованве ти п а Беклундв : I1J$ = - f; u , ф,

- (2vu >: - и2) . !; .

мож

1/!I =
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Выше основное нн нмвп ие 6 101.1 0 уделено урввиенвю вш-Г ордон, одив

ко мсторическ и первым "сол втов ным" уравнением былс урввнен ме Корт

вегв н Д" Фриза ( КдФ) . которое оиисыввет уединенные волны [21 на

"моа ков воде":

(
8 а д' )
дt -t UЭz +fJ 8ХЗ 1.1 = 0. 1.1 = ..(:с , t) ,

а метод ofiрапюi1 задач и рассеиван ия [1 ] обычно связывают 1: нелиней

НЫМ уравнением Шредингера (НУШ)

( д " ' д' ')Jh 8 / .f 2щ 8 z 'l -t GJv" I Ф(z, ') = О ,

,
где G - парьметр иел и ней вости , ~ - пврвметр, хврак-гервэуюший Д"I:

персию. Такое уреввсаие исисльзуетси Д.1я описвви и явлени й свмофо

кусировкв 11 нелиией ной опти ке, пднсмерной ввтомодуляции монохро

матн'!",;кой вол ны н илвз мс Н .других залачех физик и.

ЭлеМСНТ8РНЫМ аввя огом в рсобрвзоваа ий Беклунда в курсе школь

под мвтемвти кв яв.ляюгся 11СКОТОрЫС задач и 1: параметром 15. 61, гдс 00.:

нонным приемом ДЛ>! И Х решения вы..пупвют свойс-гва четности и сям

метрви персменных. О " (\' 1.0611011 аналогии очень кратко говориться 8

[3, 71 и приложевин "Кон курсные ирмыеры 1: парвметрвмв как вивлог

научво- исследоевтсльских эадвч п рн клвдной М8те!о.18ТИКИ" 11 учебном по

собн и [5]. Данная работа является коикретизвця ей построе на я упомя ну

той внвяогм , и иовыткой веторов внеста свою ле-nту ИЛ II ответить дело',!

на призыв ректора МГУ им . r-.I.H. Ломоносовв, академ ика В.А . Оадсвни 

чего : " Я flреUла.тю cocpcдomO'lиmb 6НIJ.Чatluе "а "tluчсйtЮtl " зe.w.лe - mOU
.•шmr-Wlтnu"е , 1WmQ1Ja..>C pt1С'WJ1.a.>аеJ7\CЯ zik-mo .AtС:ж'ду граnuча..щ шtШAЬ

ttO'й u Yllu6t'pcumemC1lVil" 181 .
В ходе ч-тения спепку рсв 110 методам решения задач 1: парвметреми

уЧ8ЩИС!:И СУНЦ8 1: бояыпим и нтересом воспривимвют многие аИ&ПОГИ8

11:1 [3] И ириаожения в 15], которые явлкюгся своеобразным и -мости кв

"111" между элементарной и приложепиями высшей мвтемвти ки 11дру гих

областях 3 113111'1 11.

061>1 '1110 симметр ия переме ншах (СП) 11 четность фуикци lI ( ЧФ) 111:·

1 1(1Л1':1уе'1'(;!! 11 З3..;lа 'IQX ~:O I:JIt.ЩVЮЩIIМ II признвквми :

1) 11 каждой звдаче обяэятел ьно фигурирует вввл ити ческое вырв

женне, геометрвческ ий образ которого имеет О<:Ь си мметрв и [пвоскостъ

с имметрии, точку ....и мметри и] ;
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2) во всех задачах 8 той \lЛИ II lюlt форме требуется нвйти , 1<11. >( 111'8
вило , еди нствеиное решение .

В таких случаях: е\:.1Н опи сываемые аналатические выражен ия КОН

струи руют УрЫШСНИЯ н коорди ив-гы 1'0'11< 11 М яна яются его реип-пн ем ,

то обязвгельао найдется еще одна точка MI , координаты которой также

будут HIIJ1 HTЬUI решен ием.

Таким образом иеобхсдимо, чтобы тсчки м и М 1 0.:011111\018.1111, т.е. ТОЧ~

ка М должна лежать 11& Оси сим метри и . Однако это требование IIC ив

ЛЯСТ\;Я доствточв ым, напр имер , 1111. ()<; Н может лежать не одна точ ка.

Вое вышесквзвявое ННЛЯСТ\:Я основой идеей решении задач.

При мер 1 (мех-_\.Шт МГУ, 1990). Найти вс..оС эввчеви и параметра <1,

при которых уравнен ие

x2 -2asin(cosx) ._ а2 = 0

и меет еди нственное решев не.

Решение. П даином уравнениипрвеутствуютфункции резных к.лас

сов, поэтому стандартных методов решения ист, Тогда надо найти что

ТО, что бы позвсянас все-таки решать эту задачу. Одвим 113 хорош и х

в рвемов является поиск СП и УФ.

Заметим, что у =х2и У =sin (сое з) - четлыс Функци и. Зивчи-г, сели
хо - решение урвваев мя, то (-хо) - также решен ие ураввевия. ел"-ДОI\а..

тельво. нe~NM условием едивствениости решения я вляетти х = О .

т.е,

02 _ 2аБin(сosО) + а2 = О ~ а = Oja = 2 sin 1.

Теперь проверим досmamОЧllосmь этого уеловин .

1) РассмСУ!1>ИМ а = О, тогда урввпеиие прн ни мве-г вид

Получаем едиЩ..-твенвое решен ие уравиепня .

2) Осталось разобрать саучеё а = 2sin 1, тогда уравнение при нимнет

вид:

Опить возврвщвемся к свтуалв и , когда надо решить уравнение , 110
стандартных МС'ТОДОВ решения У Щ'ГО нет. '1а<.'ТО в аадвчах подобного

вила в ыручает оценка O'J'де.ll>1lО лсвой и правой ' \111-'1' 1' уравнения. Есл и

мв нимум, например , левой части будет совпадать с максимумом правой ,
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1'0 решение урввнеии я будет рввпссиаьно системе ДВУХ (уже стандарт

НЫХ) уравнений (т.е. min '(х ) = П11LXg(х) ) .

В нашем случве: очевидно, что для всех х : х2 :::: О, тогда х2 +4 sin2 1 ;:::
<1 .!I in2 1. Тогда квк правая часть <:1 .!Iin 1 . вш (cos 1) :s 1 sin2 1 (!). Поэтому
иоследнсс уравнение равноснаьно системе:

{
x2 +4sin21 = _1sin2]
4 sin 1 . si tl (сое з] = 4 .!1iп 2 1 {

Ж = О

<* sin(cosx) = 1 <*х =о.

Те. ври а = 2 ain 1 ураввеняе также имеет еди нствев аое решевис.

Огнет: n = О; n = 2 sin 1.

При мер 2 _ Найти Ж:С зввчения параметра а, п ри КОТОрЫХ система

{
а (;rA +1) = у t 1-Ixl
з: 2 + y'i _ 1 имеет сдинствев ное решение.

Комментари и к решению. 111" смотря на ТО. что ввеш в ий вид

ypaSHl'mt f'i вполне ствпдартиый , 110, во-первых, ..,ю..-тему не требуется ре

ШИТЬ, а ЛИШЬ ука.111ТЬ кол ичество решен ий при некоторых эввчон иях

иарвметрв в . Во-вторых. система зависи-г от трех перемевн ых (пара

метр сч атаем также версмеиной} , а условий всего 11 системе всего "JlR.

Заметив, что иеремепнвя Х входит В урвввения ТОЛЬКО 11 четных ФУНК

циях , можно эа и асатъ щ-обхodu. lЦ'С услов ие: х =о. OAllaKO при проверке

дс...-гвточ ности МОЖет .'11160 не выпсл п я-гъся едя нствен вссть решени я, .,.111
60 звдвча В<Х>6ще может не иметь решения . Н , как правило, проверив

О<н:frшm()Чfincmu у..:.m->И II Н зани мает большую '1а<.'ТЬ времени при решен ии

подобных звдвч.

Ответ : /1. =2.

Примор 3 (6tЮАогt.eчt'сt.'1ltJ ф-rn МГУ, 1991). Найти все значения па

раметра а, при каждом из которых система

{

z cos(x - y)-t (2 t-:ry)!'m(x 1 у)-: = О

%'1: + (Y _I)2 + z'l = a t-2x
(х ," у 1 а sш'i Z) [( I - II) ]п(l -ху) + 11= 0

имеет еди нственное решение.

Реиюпио. Первое уравнен ие пока пе трогаем . Попытаемоя получ м гь

и нформацию из второго уравиеви н, в нем, ХОТ)! бы, бросаются в глаза

отдельно стоящвс х2 11 2х, 'ГОГАВ как у и z находятся под полными квад
рвтам и. Выделим ПО втором уравнен ии полныв кввдрвт 1:10 Х . Внешний

fЩД третьего уравнения ивводит нв МЫ"':''1Ь IIOO6ще ОТЛОЖИТЬ его внвли э

на свмыв иоследи яв этап. Получаем .
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{

2: сое (7 - у) + (2 + ху) sin (7 + у) - z = О

(X_ l )2 +(Y _I)2 +,t ] =Olt l .
(х + у + asin2~) 1(1 - '1) 111(1 - ху) + 11 - о

% соо (х -у) + (2+ xy) s irl (x + у)- % = О

х1 + у1 + z2 _ 2 (х + у) = о

x+ y = -sin2 z

z coo (x- у) t (2 + ХУ)tl iп(х + у ) - % = О

х2 +у2 + Z1 + 2 sin1 z = О

x+ Y =_JI,iIl1:-

Видимые трудаости давной сиетемы очевидны :

1) четыре веременн ых [вкл кэчвя R И Х ч аслс " 11 8t'1iММ1' а) Н8 "11'"
уравнеп ия ;

2) присутствуют фуакпии разл ичных типов, изуч аемых в школе.

Уч итывая это, UРн ХЦДН М К выводу, что реэивгъ ствилвртвым и МСТО

Д8.-"Н! систему мы пе сможем (и не будем). В послелвсё системе "видно",

что если перемениые Х И у вомевятъ местами. н ичего Щ' измениться. Те.

есл и (xo.!/f). хо) - решение t:Hl.'TC),1bl, то и (Уо,ХО. zo) - твкже ее Р"'Шt' I I ИС.

Поэтому дли еди вствеаво•.-ги решен и я l ц:orJXQдu_~щ, '1M'_1 х = у . ThI'ДR

Из нервого уравнен и я получаем , что si ll 27 = О, а так как Н последном

урвввенми логерифм существует только при (x l < 1, получвем Х -= О = у.

Т.С .

{

ж ~ О

%1 = а- l , т.с. %= 0.
a sin1 %= O

Подставив Х = у = % "" О 8 исходную систему, волуч им. 'по u:o l .
Провери м д<>cmar1lO'ltWCfflt> того услови и [деже не смотря нв 1'0, 'по

IIОЛУ"l IlJlН всего ОДНО значение пврвмез-ра'].

{

%Са6 (х -у) + (2+ ху) siп(х + у) - % - О

(х _ 1)2 Ну _ 1)1 + %1 ::: 1-

х + y + sin1 %= O

{
{
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{

Нoti (Х - у ) + (2 +.rY)SiH(X + у) - : = О

х = у =: =О

x+y = _~in2 :

~ .r = !J = : = О - ".дИН<,,·П~СII"ое решен"с .·",;тсмы.

Заметам, ' 11"0 третье урввневие системы МЫ твк IIИ разу Н 111: решвин .

Только при иссл еловенни lIео6хoдu.o.юсmu ус..'10"И И мы воспсльзоввлвсь

облвстъю определен и я логврифмической функции. Л пр" а= ] ОНО вооб

ще сильно упростаяось.

Ответ: 4 =1 .
Аналогичным методом можно реШНТЬ саедуюшие задач и:

1. ( фu""У.1ыnет nCtl.TON)i!UU МГ!I, ] 995). Найти все зввчеи ня а. при

которых неравсиство

CO/lx -2~ :5 - а

имеет еди нственпос решеяме.

OrIИ~'I': а "" 2.
2. ( .зroно.АЩ·U'С 1l:uil фПСу.Аъmет МГУ, 1990). НаЙТ" все значения а,

при которых сис-гемв

{

(3- 2,,12)11 + (3+ 2v'2)' - з.~ = х2 + 6х + 5
y~ - (a~ - 5<1 + б) х2 = О

- 6:5 х :5 О

и меет еди ш.'ТНСННОС решени е.

Ответ : а = - 1; а _ 2.
3. (:жot lо."U"«'С1l:UU ф1~Аыnem МГУ, ]987). Найти .....е энвченн я п а

рвмстрв а, п ри каждом IIЗ которых система

{
З · 2 z +5 , )xl ·Н = 3у + 5х2 + за
x~ + y~ = 1

и меет едииствеивос решен не.

Ответ : fI ::о j.
В заключен ие Ilри ...эдем еще одну задачу, как /\.И&,10Г вреобрвзовв

ний Беклундв, где нахождение корней возможно ЛИШЬ то.1ЬКО И~ поиска

различных видов симметрий .

( ,. 2 _ :...· 1)3 ,.2(:> _1)2
Пример 4 , Решить уравнев не ( r. )3 = (Го ),.. a ~va+ : ъ v5 - 1
КОIo1""!IIтарии к рошенмю ОД"!I корень этого уравнен ия очевн

)1.1'11: х = v'F>. 11 так как Э1"О рвцвонвяьвое уравнен ие 6 ....-гепени 1; в ррвци

онва ьнымв коэффициентами . ТО ос-галосъ IlайТl, (угадать) оставшиеся



150

ия-гь корней . Оиятъ внешн ий вид урввиев вя говори-г О ТО": , что решать

етаиввртным и способами мы его н е будем. Попытаомся угадать , какие

виды симметри и здесь присутстауют. Сам ПРОЦС<:<; поиска МЫ здесь оиу

ствм . укажем лишь результат; еслв ХО - корсвь, то И ж1с , 1 - Хо корив

уравнении .

Ответ: v's, -jg, 1 - ..;g, 1 - -15, l -~ ' 1 - l_\Л '
Авторы выражают благодарность .Л . Натягаиову 3 11. евму идею цо

добноlI аналоги и и ценные советы в работе.
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